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dans  lequel  est  tombe  son  nom,  et  Tinterét  secondaire 
qu^offrent  ses  lettres,  quoique  toutes  savantes,  mV 
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existe  aux  archives  centrales  de  Moscou  plusieurs  paquets 
renfermant  les  réponses  d'EiileràGoldbach.  Celles-ci 
né  pouvaient  manquer  de  donner  aux  lettres  mêmes  de 
ce  dernier  un  degré  d'importance  que,  prises  isolément, 
elles  n'avaient  point.  Grâce  à  la  libéralité  éclairée  de 
M.  le  prince  Obolensky,  dirigeant  les  arcJbives  de 
Moscou,  je  me  trouvai  bientôt  dépositaire  de  cent  lettres 
d'Euler  à  Goldbach,  toutes  pleines  de  recherches 
importantes  sur  différents  sujets  de  la  science  et  par* 
ticulièrement  sur  la  théorie  des  nombres  *). 

Les  lettres  d'Euler  à  Goldbach  étaient  renfer- 
mées dans  quatre  gros  volumes  qui  contenaient,  en  outre, 
sa  correspondance  avec  un  grand  nombre  de  savants 
distingués  de  ces  temps- là,  enUe  autres  avec  Nicolas 
et  Daniel  Bernoulli,  tous  deux  fils  de  Jean,   Elles 


*)  C'ëtait,  à  ce  qu'il  paraît,  la  doctrine  favorite  de  Goldbach, 
et  il  me  semble  plus  que  probable  que,  si  cette  liaison  intime  entre 
Eu^ler  et  ce  savant,  liaison  qui  dura  36  ans  sans  interruption, 
n'eût  point  eu  lieu,  la  science  des  nombres  n'aurait  guère  atteint 
ce  degrë  de  perfection  dont  elle  est  redevable  aux  immortelles  dé- 
ccmvertes  d'Euler. 
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JLoRSQUE,  il  y  a  dix-sepl  ans,  je  fus  appelë  aux  fonc- 
lions  honorables  de  Secrétaire  perpétuel  de  Tacadëmie 
de  Sl.-Pëlersbourg,  un  de  mes  premiers  soins  fut  Tîn- 
speclion  des  archives  de  cette  académie  que  je  savais 
riches  en  grands  souvenirs.  J'y  trouvai,  entre  autres, 
quelques  paquets  de  la  correspondance  de  notre  :  im- 
moiiel  Eu  1er,  en  daté  pour  k  plupart,  des  années? 
quai^antièmes  et  cinquantièmes  du  siècle  dernier,  c'est 
à  dire  du  temps  de  son  service  en  Prusse  (1741  à 
1766);  puis,  quelques  lettres  des  quatorze  années  an- 
térieures à  cette  époque,  et  où  il  appartenait  encore  à 
la  Russie;  mais  rien,  ou  presque  rien  des  dix-sept  der- 
nières années  de  sa  vie,  qu  il  passa  de  nouveau  au  sein 
de  notre  académie.  Ces  lettres  étaient  rangées  par  ortlre 
chronologique  et  formaient  une  dixaine  de  paquets  isolés. 
J'y  trouvai,  comme  je  devais  m'^y  attendre,  au  milieu 
d'une  foule  de  noms  obscurs,   quelques  noms  illustres 


qui,  de  nos  jours  encore,  brillent  d'un  éclat  impens- 
sable  dans  les  annales  des  sciences;  au  milieu  de 
lettres  remplies  des  phrases  banales  de  Tadulation, 
d'affaires  de  service  d'ua  intérêt  passager,  ou  d'objets 
qui,  alors  môme,  n'oflraîent  de  Tintérêt  qu'aux  auteurs 
de  ces  lettres,  je  Irouvaî.  dis- je,  dans  tonte  cette 
ivraie,  un  nombre  assez  considérable  de  grains  précieux 
qui,  aujourd'hui  encore,,  méritent  d'être  conservés  et 
offerts  aux  géomètres.  Je  n'ai  qu'à  citer  10  lettres  de 
Jean  Bernoulli  l'aîné,  l'illustre  coïnventeur  du  calcul 
infmitésimal,  l'ami  de  Leibnîtz  et  le  maître  de  notre 
Euler;  65  lettres  de  Daniel  Bernoulli,  fils  et  rival 
redouté  du  précédent ,  cl  auteur  —  on  pourrait  même 
dire,  fondateur,  —  de  l'hydrodynamique;  ^  lettres  de 
Nicolas  Bernoulli.  cousin  germain  de  Daniel» 
connu  par  son  ouvrage  De  arle  conjeclandi  in  jure^ 
et  qui,  avec  M  ont  mort,  cultiva  avec  tant  de  succès 
l'analyse  des  probabilités  d(ml  son  oncle  Jacques  avait 
jeté  les  premiers  fondements;  plusieurs  lettres  de  Ga- 
briel Cramer  de  Genève,  auteur  de  l'analyse  des 
lignes  courbes  algébriques,  de  Lambert,  célèbre  géo* 
mètre  d'Allemagne  etc.  etc. 

Ce  furent  d'abord  les  lettres  des  Bernoulli  qui 
attirèrent  mon  attention  particulière  Je  fus  assez 
heureux  pour  pouvoir  en  compléter  la  suite,  ayant 
trouvé,  dans  les  papiers  de  mon  père^  les  copies  faites 
de    sa    main,    de    quatre   lettres  de   Jean  Bernoulli 
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(les  numëros  4,  6,  6  et  7  de  ce  rec:ueîl)  et  la  Ira- 
duction  française  d'une  lettre  de  Daniel  (la  17*«»^)  qui 
tontes  manquent  à  notre  coUeclion  d'authographes, 
et  dont  les  originaux  avaient  vraisemblablement  été 
retires,  avant  même  que  celte  collection  fût  de'posce  à 
Tacadémie,  par  la  famille  Eu  1er  11  en  est  de  même 
de  deux  lettres  de  Clairaul,  d'aune  de  Naudë  et  d'une 
de  Poleni^  dont  je  possède  également  les  coptes  de  la 
main  de  mon  père. 

Toutes  ces  lettres  roulent  sur  des  objets  de  science; 
relies  des  Bernoulli  surtout,  offrent  un  haut  intérêt 
non  seulement  pour  l'histoire  de  la  science  et  rhistdre 
littéraire  en  gênerai ,  mais  encore  sous  le  rapport  des 
méthodes  et  des  aperçus,  du  raisonnement  et  des  arti« 
fices  de  calcul  que  nul  géomètre  ne  verra  sans  admi- 
ration, ni  sans  y  puiser  quelque  instruction.  Quant  à 
raoî,  la  jouissance  que  m'a  procurée  Tétude  de  ces  lettres 
n'a  été  troublée  que  par  le  regrel,  que  j'ai  éprouvé  à 
chaque  page,  de  ne  pas  pouvoir  lire  en  même  temps 
les  réponses  d'Eu  1er.  A  coup  sûr,  celles-ci  eussent 
décuplé  la  valeur  de  cette  précieuse  collection.  Mal- 
heureusement tous  mes  efforis  pour  me  les  procmer 
ont  été  infructueux. 

Nos  archives  renferment,  en  outre,  tout  un  volume 
de  lettres  de  Goldbach.  Bien  que  ce  géomètre  ait 
joui    de    son   vivant    d'une   grande   réputation,    l'oubli 
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dans  lequel  est  tombe  son  nom,  et  Tinterét  secondaire 
qu'ofirent  ses  lettres,  quoique  toutes  savantes,  m^a- 
vaient  d'abord  déterminé  à  ne  pas  les  comprendre  dans 
le  recueil  que  je  méditais.  Or  une  circonstance  changea 
tout  à  coup  la  face  de  celle  question.  J'appris  qu'il 
existe  aux  archives  centrales  de  Moscou  plusieurs  paquets 
renfermant  les  réponses  d'EùleràGoldbach.  G^lles-ci 
né  pouvaient  manquer  de  donner  aux  lettres  mêmes  de 
ce  dernier  un  degré  d'importance  que,  prises  isolément, 
elles  n'avaient  point.  Grâce  à  la  libéralité  éclairée  de 
M.  le  prince  Obolensky,  dirigeant  les  archives  de 
Moscou,  je  me  trouvai  bientôt  dépositaire  de  cent  lettres 
d'Euler  à  Goldbach,  toutes  pleines  de  recherclies 
importantes  sur  différents  sujets  de  la  science  et  par- 
ticulièrement sur  la  théorie  des  nombres  *). 

Les  lettres  d'Euler  à  Goldbach  étaient  renfer- 
mées dans  quatre  gros  volumes  qui  contenaient,  en  outre, 
sa  correspondance  avec  un  grand  nombre  de  savants 
distingués  de  ces  temps-là,  entre  autres  avec  Nicolas 
et  Daniel  Bernoulli,  tous  deux  fils  de  Jean,   Elles 


*)  C'ëUit,  à  ce  qu'il  paraît,  la  doctrine  favorite  de  Goldbach, 
et  il  me  semble  plus  que  probable  que,  si  cette  liaison  intime  entre 
Euler  et  ce  savant,  liaison  qui  dura  36  ans  sans  interruption, 
n'eût  point  eu  lieu,  la  science  des  nond)res  n'aurait  guère  atteint 
ce  degré  de  perfection  dont  elle  est  redevable  aux  immortelles  dé- 
ecmvertes  d 'Euler. 


étaient  accompagnées  de  cinq  rahiera,  petit  ia^^  n^ 
liés:. en  parchemin  et  renfennani  les  minvles  des  lettre» 
de  Goldbach  ai  ses  nombreux  correspondants,  écrites 
nettement  de  sa  propre  main.  C'est  ainsi  que  je  me 
vis  en  possession  du  commerce  épisfolaire  complet  qui 
avait  existé  entre  Goldbach  d'un  côté,  et  Euler  et  les 
deux  Bernoulli  de  Tautre.  La  correspondance  avec  les 
Bernoulli  m'attira  vivement,  et  à  peine  en  eus-je 
achevé  la  lecture,  que  ma  détermination  de  la  publier 
également ,  fut  arrêtée.  Outre  Tintérét  si^ientifique 
qu^  elles  ofirent  indubitablement  sous  le  rapport  de 
IVpoque  à  laquelle  elles  appartiennent  et  du  génie  des 
auteurs,  elles  ont  encore  un  titre  particulier  à  notre 
attention,  en  nous  transportant  au  berceau  de  notre 
académie,  et  en  nous  fournissant  des  données  précieu- 
ses relatives  à  son  histoire. 

La  correspondance  de  Daniel  Bernoulli  avec 
Goldbach  va  de  1725  à  1750;  celle  avec  Ëuler  com- 
mence en  1755  et  continue  sans  interruption  jusqu'en 
1760  environ.  Cette  longue  suite  de  lettres  amicales 
d'une  même  personne,  d'un  caractère  essentiellement 
franc  et  sincère  ^  finit  par  donner  une  image  presque 
plastique  de  l'homme;  on  sent  naître  pour  lui  une 
affection  qu'on  n'a  rhabiliide  de  vouer  qu  à  des  per- 
somies  vivantes  avec  lesquelles  on  a  passé  un  long 
temps  dans  une  certaine  intimité.  Tel  a  été  du  moins 
le  sentiment  que  j'ai  éprouvé  après  avoii*  lu  les  lettres  de 
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Daniel,  et  qui  m'a  fait  supposer  que  les  lecteurs  de 
cette  correspondance  tne  sauraient  peut-étro  grë  si  je 
leur  présentais  le  même  auteur  tel  qu'il  ëtaît  dans  les 
dernières  années  de  sa  vie,  et  presque  octogénaire. 
C'est  ainsi  qu'on  le  retrouve  dans  ses  lettres  adressées 
à  Nicolas  Fuss,  autrefois  son  disciple,  comme  plus 
tard  celui  d'Eu  1er.  Ces  lettres  ont  d'ailleurs  le  plus 
souvent  pour  objet  les  travaux  de  ce  dernier,  ou  ceux  qui 
furent  exécutés  sous  sa  direction,  et  ne  peuvent  donc  pas 
être  considérées  comme  déplacées  dans  un  recueil  qui  a 
pour  but  essentiel  de  fournir  des  notices  sur  la  vie  lilté* 
raire  et  scientifique  de  ce  grand  géomètre.  Ce  fut  en  1772 
que,  sentant  l'affaiblissement  progressif  de  sa  vue,  il 
émvit  à  Bernoulli,  alors  professeur  à  Bàle,  pour 
l'engager  à  lui  choisir,  parmi  ses  élèves  les  plus  di« 
stingiiés,  un  jeune  géomètre  compatriote,  capable  de 
l'aider  dans  ses  profonds  et  pénibles  calculs.  Le  choix 
tomba  sur  Fuss  qui,  depuis  1775  jusqu'à  la  mort  d'Eu- 
1er,  arrivée  en  1783,  eut  Tinsigne  bonheur  de  jouir  de 
sa  société  journalière  et  de  ses  précieuses  instructions^ 
et  fut  le  rédacteur  d'un  grand  nombre  de  ses  ouvrages. 
Tout  le  monde  connaît  d'ailleurs  l'éloge  historique  dont 
il  honora  la  mémoire  de  son  immortel  maître.  (Voir  ci* 
dessous,  la  Notice  sur  la  vie  et  les  écrits  d'Eu  1er). 

Depuis  que  les  sciences  ont  cessé  d'être  la  propriété 
exclusive  d'un  petit  nombre  d'initiés,  ce  commerce 
épistokire  des  savants  a  été  absorbé  par  la  presse  pé« 
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riodiqoe.  Le  prc^rès  est  incontestable.  Cependant^,  cet 
Miandon  avec  lequel  on  se  communiquait  autrefois  ses 
idées  et  ses  découvertes,  dans  des  lettres  toutes  confi-^ 
dentielles  et  priv^,  on  ne  le  retrouve  plus  dans 
les  pièces  mûries  et  imprimées.  Alors,  la  vie  du  savant 
se  reflétait,  pour  ainsi  dire,  tout  entière  dans  cette 
corre^K)ndance.  On  y  voit  les  grandes  découvertes  se 
jM^parer  et  se  développer  graduellement;  pas  un  cha^> 
non,  pas  une  transition  n  y  manque;  on  suit  pas  à  pag 
la  marche  qui  a  conduit  à  ces  découvertes^  et  Ton  puise 
de  Vinslruction  jusque  dans  les  erreurs  des  gratids  géniesl 
qui  en  forent  les  auteurs.  Cela  explique  suffisamment 
rintérét  qui  se  rattache  à  ces  sortes  de  coirespondances,' 
et  Tempressemenl  libéral  que  l'académie ,  lorsque  je  Im 
soumis  le  plan  de  mon  recueil,  daigna  manifester  enl 
mettant  à  ma  disposition  les  moyens  non  seulement  de 
le  publier,  mais  encore  de  Tomer  des  portraits  d'Eu  1er 
et  de  Daniel  BernouUi*)  et  Aes  fac-similé  de  récri-' 


*)  Le  portrait  d'EuIer  est  une  copie  parfaitement  £dèle  de  'Celvii 
qui  fut  peint  par  Kûtiner  et  grave  à  Mitau  par  Darbca,  en  1780^ 
J  ai  donné  la  préférence  à  ce  portrait  parce  que,  selon  le  témoignage 
de   mon    père,    il    est   le    plus  ressemblant  de  tous  ceux  qui  exi- 
stent   C'est  un  portrait  de  vieillard,  tl  est  vrai;  mais,  counùe  oti 
le  Terra  par  la  suite,  il  le  représente  à  l'époque  de  sa.  plus  granidd 
féondité.  L'original  du  pcurtrait  de  D.  Bernoulli,  qui  orne  le  se* 
cond  volume  de  ce  recueil,    est  peint  à  Thuile  et  se  conserve  à  1^ 
bfUiotlièque  de  l'académie.     Il  lui  a  été  donné,   en  1787,  par  son 
diiectcar,  la  princesse  Daacbkoff.  *  *„  .     . 
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ture  de  tous  les  savants  illustres  qui  y  ont  contribué. 
C'est  aussi  cet  intérêt  qui  me  fait  espérer  de  voir  ce 
livre  accueilli  avec  bienveillance  et  apprécie  par  les  géo- 
mètres, sensibles  au  souvenir  des  gi*ands  noms  qui  ont 
marqué  les  époques  de  leur  science. 

Bien  que  nous  n'ayons  afTaire  ici  qu'à  des  savants 
du    premier    ordre    dont    on    trouve    les    biographies 
partout 9    j'ai    cru    néœssaire   de  rappeler  en  quelques 
mois  les  moments  principaux  de  leur  vie  et  la  nature 
de  leurs  relations  mutuelles,  afin  de  placer  le  lecteur 
d'emblée  in  médias  res^  au  milieu  de  cette  scène  im- 
posante où  le  génie  de  Thomme  se  trouve,   pour  ainsi 
dire,  à  découvert  et,  tout  en  déployant  sa  force  admi- 
rable,   ne  laisse  cependant   pas  que  d'être   parfois  aux 
prises  avec  les  faiblesses  inhérentes  à  la  nature  humaine. 
On  en  trouvera  des  exemples  dans  la  jalousie  démesurée 
de  Jean  Bernoulli,  jalousie  qui,  jadis  déjà,  avait  sus- 
cité la  célèbre  dispute  avec  son  frère  aîné  Jacques,  et 
qui   se  manifeste   encore   ici  d'une  manière  tout -à- fait 
frappante,    on   peut   même  dire  contraire  à  la  nature, 
vis  à  vis  de  son  fils  Daniel,    au   point  que,  n'étant 
plus  de  force  à  lutter  avec  un  adversaire  si  jeune  et  si 
puissant  y  il  fmit  par  se  rendre  coupable  de  plagiat  envers 
lui;    on  en  trouvera  dans  la  susceptibilité  excessive  de 
Daniel    à  l'égard  de   Goldbach  et  de  Bulffînger, 
dans  son  animosilé  presque  maladive  contre    les  pro- 
cédés injustes  de  son  père,  et  dans  si^  sorties  passion- 
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nées  contre  D^Alemberl  à  qm^  du  reste,  il  fait  plus 
tard  amende  honorable;  on  en  trouvera  même  dans  les 
petites  faiblesses  d'Euler,  que  Daniel  lui  reproche  avec 
autant  de  bonhomie  que  de  franchise^  dans  son  adhé- 
rence opiniâtre  au  système  de  Descaries  ^  basée  unique- 
ment sur  sa  prévention  contre  les  Anglais,  et  enfm  dans 
r^dr  de  présomption,  avec  lequel  il  a  parfois  Thabitude 
d^annoncer  ses  découvertes  en  faisant  un  usage  trop 
fréquent  du  superlatif  dans  les  titres  de  ses  mémoires. 
La  postérité  a  le  droit  de  connaître  ces  faiblesses  des 
grands  hommes,  et  qu'un  rapprochement  tel  que  nous  Tof- 
(irons  dans  cet  ouviage^  doit  inévitablement  faire  ressortir; 
elle  ne  leur  en  tiendra  compte  qu'en  tant  qu'elles  ont 
pu  influer  sur  leur  vie  littéraire. 

Quant  à  Eu  1er,  nous  renvoyons  le  lecteur  à  la 
notice  sur  ses  écrits  placée  en  tête  de  ce  volume.  La 
famille  des  Bernoulli  olfre  un  phénomène  unique  dans 
l'histoire  des  sciences ,  celui  d'avoir  produit,  dans  troif 
générations  successives,  plusieurs  savants  du  premier 
(Htire.  Pour  éviter  toute  confusion  et  pour  £M:iliter  la 
lecture  de  cet  ouvrage,  nous  donnerons  ici  une  espèce 
de  tableau  généalogique  de  cette  famille  remarquable^ 
tableau  dans  lequel  nous  marquerons  en  lettres  italiques 
les  noms  des  quatre  Bernoulli  auxquels  nous  avons 
spécialement  affaire  dans  cel  ouvrage ,  et  où  nous  place-; 
Tons  des  numéros  à  côté  de  tous  ceux  qui  ont  illustré 
leur  nom  «par  des  découvertes  en  mathématiques: 
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NICOLAS  BERNOULLl,  LE  PÈRE 

1.  Jacques  Nicolas  2.   Jean  l. 

né  le  87  déc.  I6d4                                   I  oë  le  !t7  juillet  1687 

t   le  16  août  1705                                   |  f  ^^    ^  jauvier  1748 

3.  Nicolas 

né  le  10  octobre  1687 
t   le  28  uoTerab.  i7tt8 

4.  Nicolas 

De  le  27  janyier   168tf 
f  le  27  juillet     1726 

gl        ^.Daniel 

"^     né  le  528  janvier  1700 
f  le   17  mars      1782 

ti  /         6.  Jean  II. 
f  né  le  18  mai        1710 
nis  de  Jean  II.  \  f  le  17  juillet    1790 

Daniel  7.  Jean  IIL  S.  Jacques 

uë  le  4  noTcmbrc  1744     né  le  17  octobre  17IS8 
f  le  15  juillet  1807      f  le  3  juOlet   1788 

Le  nom  de  Bernoulli  paraît  îndiquer  Texlraclion 
ilalienne  de  cette  famille;  cependant,  d'après  la  Biogra- 
phie universelle,  elle  est  originaire  d'Anvers,  d'où  elle 
fui  expatriée  pour  cause  de  religion,  sous  le  gouverne- 
ment du  duc  d'Albe.  Elle  se  naturalisa  en  Suisse,  et 
ta  ville  de  Bâle  devint  le  berceau  de  tous  les  grands 
géomètres  issus  de  celte  famille,  dans  l'espace  d'un 
siècle,  depuis  Jacques  Bernoulli.  frère  aine  de  Jean 
(165^i),  jusqu'à  Jacques,  son  petit-fils  (1768  ,  Da- 
niel seul  excepte,  qui  naquit  à  Groningue  où  son  pèi^ 
avait  occupe,  pendant  dix  ans  (1G95  à  1705),  une  chaire 
de  mathématiques.  A  l'époque  où  commencent  les  lettres 
de  Jean  B.  l.  (2)  da^ns  notre  recueil,  il  était  déjà 
sexagénaire.  Ëuler*  avait  21  ans  à  cette  époque.  11  est 
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curieux  de  voir  le  ton  d'autorité  magistrale  des  pre« 
mière^  lettres  faire  place  bientôt,  dans  les  suivantes,  h 
cette  admiration  sincère  (ju' avaient  dû  Inspirer  au  maître 
les  rapides  et  brillants  progrès  de  Télève.  Dans  la  3^""* 
déjà  y  il  ne  dissimule  pas  la  vive  satisfaction  que  lui  ont 
fait  éprouver  les  louanges  accordées  par  Euler  à  un  de 
ses  ouvrages,  non  plus  que  la  joie  maligne  qu  il  ressent 
du  dédain  avec  lequel  Euler  a  traité  un  travail  de  Dat 
niel  sur  le  même  sujet.  (Voir,  pour  les  détails  de  sa 
vie,  reloge  dans  les  Mémoires  de  Tacad.  roy.  des  scien* 
ces  de  Paris,  année  1748,  et  la  Biographie  imiverselle.) 


Nicolas  (4)  et  Daniel  (5)  Bernoulli  assistèrent 
â  l'inauguration  de  notre  académie.  Appelés  à  des  fau- 
teuils d^acadéihicien ,  sur  la  te^oihmandatîon  de  Gold- 
bach  qui  sVtait  lié  d^amitié  avec  eux  dans  ses  voyages  eh 
Italie,  ils  vinrent  ensemble  à  St.-Pétersbourg,  en  1725. 
La  tendre  amitié  qui  unissait  ces  deux  frères  oflraît  un  coii* 
traste  d'autant  plus  frappant,  que  le  spectacle  scandaleux 
d'une  polémique  acharnée,  qu  avaient  li\Té,  dans  le  siècle 
précédent,  deux  frères  du  même  nom,  n  était  guère  en- 
core oublié.  Nicolas  mourut  à  St.-Pétersbourg  en  172B; 
sa  biographie  écrite  par  son  frère  se  trouve  à  la  p.  266 
du  second  volume  de  cette  Correspondance.  Daniel 
retourna,  en  1735,  dans  sa  patrie  quil  ne  quitta  plus 
jusqu'à  sa  mort,  arrivée  en  1782.  Les  Mémoires  de  \ 
Vacadémie  royale  des  sciences  de  Par  s  de  c^tte  année 
contiennent  son  éloge,  é^iit  par  Condor  pet  et  que,  plus 
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tard,  son  neveu  Daniel,  (ils  de  Jean  II  (6)  pubKa 
en  allemand,  à  Bâle,  avec  quelques  changements  et 
additions. 

Nicolas  B.  Taînc  (5).  cousin  germain  des  précé- 
dents,  fut  Tëditeur  de  Y^rs  conjectandi  de  son  oncle 
Jacques  et  Tauteur  de  plusieurs  morceaux  distingues, 
publies  dans  diflërents  recueils.  Notre  Correspondance  ne 
renferme  que  quatre  lettres  de  lui,  des  années  1742  et 
1745^  mais  dans  lesquelles  perce  un  esprit  analytique 
d^une  finesse  remarquable.  Plusieurs  passages  des  lettres 
d^ Eu  1er  prouvent  d'ailleurs  Testime  que  lui  portaient 
unanimement  les  géomètres  de  son  temps. 

Il  nous  reste  à  donner  quelques  détails  sur  la  vie  de 
Goldbach,  la  moins  connue  de  toutes,  et  nous  croyons; 
ne  pas  pouvoir  mieux  faire  qu'en  les  extrayant  d'un 
manuscrit  volumineux  du  célèbre  Gérard -Frédéric 
Millier^  manuscrit  qui  renferme  l'histoire  de  l'acadé- 
rnie,  depuis  sa  fondation  (1725)  jusqu'à  l'an  17^5  i?^- 
clusivement  Mîiller  avait  succédé  à  Goldbach  eA 
qualité  de  Secrétaire  perpétuel  de  l'académie,  et,  retiré 
plus  tard  à  Moscou,  avait  employé  ses  loisis  à  écrire 
l'histoire  de  l'académie,  d'après  les  documents  originaux 
qui  y  à  cet  effet,  lui  furent  envoyés  successivement  et 
par  années.    Voici  ce  qu'il  dit  de  Goldbach: 

«Chrétien  Goldbach,   homme  d'un  rare  mérite, 
dé  vastds   connaissances  dans  les  langues  et  dans  les 


laces  et  d'une  modestie  admirable,  naquit  à  Konigs* 
-g  en  Prusse  le  Vi,  mars  1690.  Il  avait  ^  dans  sa 
nesse,  parcouru  presque  toute  l'Europe  ^  s'était  lie 
mille  avec  les  coryphées  de  la  science  de  cette  ëpo- 
e  et  avait  entretenu,  entre  autres,  une  correspondance 
vie  avec  divers  savants  appelés  à  Tacadëmie  de  St.* 
lersbourg.  Il  paraît  que  ce  furent  MM.  Hermann 
Biilffinger  qui,  lors  de  leur  passage  par  Berlin^ 
tigagèrent  à  les  suivre  dans  notre  capitale  où  il 
tva  le  8  août  1725.  Il  n  avait  alors  aucun  emploi 
bfic,  bien  qu'il  portât,  depuis  plus  de  dix  ans,  le 
ne  de  conseiller  aulique  de  S.  M.  Prussiemie.  Rien 
ndiquait  s'il  avait,  ou  non,  l'intention  d'entrer  au 
vice  de  Russie;  il  paraissait,  au  contraire,  que  la 
iple  curiosité  d'un  voyageur  l'avait  amené  à  St.^Pë--' 
dworg.  Ses  qualités  éminentes  ne  pouvaient  cepen- 
it  manquer  de  lui  attirer  différentes  ofiires  d'emplois 
Tacadémie,  où  plusieurs  fauteuils  ét^nt  encore  va- 
lU;  mais  M.  Goldbach  ne  voulait  pas  du  nom  de 
ifei^eur  et  ne  se  souciait  pas  non  plus  de  faire  des 
m  publics.  La  fonction  de  secrétaire  de  l'acadé- 
By  d*un  Fontenelle^  mais  d'un  Fontenelle  latin  (car 
lait  dans  cette  langue^  qu'il  connaissait  à  fond,  qua 
traitaient  les  afisdres)  paraissait  lui  être  réservée.  Aus^ 
D  chargea-t*il ,  sans  toutefois  en  prendre  le  titre!^  pour 
iq  ans.  Ses  mémoires  publiés  dans  le  recueil  intitulé 
mmentarii  etc.  prouvent  avec  quel  succès  il  a  cultivé 
haute  géométrie,    les  calculs  différentiel  et  intégral, 
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et  combien  il  a  élë  heureux  dans  la  découverte  de  neo* 
velles  propriétés  des  nombres.  Sa  critique  des  travaux 
d'autrui  élait  fine  et  judicieuse  au  possible.  Il  avait  ap« 
poi^é  avec  lui.  non  cet  esprit  de  dispute  qui  sent  Vé* 
cole,  mais  bien  Turbanité  et  les  manières  du  grand 
monde.  Sa  force  dans  la  langue  latine,  sa  connaissant^^ 
intime  avec  les  auteurs  classiques  latins  et  son  imagî« 
natioa  active  ont  fait  de  lui  un  poêle  latin  très  heureux. 
Il  en  avait  donné  une  preuve  éclatante,  déjà  â  Fâgede 
16  ans,  par  sa  tragédie  à^Absalon^  en  vers  horatiens, 
travail  qui  aurait  mérité  la  publication  si  sa  modestie 
ne  s'y  fût  opposée  *).  A  Tacadémie  il  n'a  pu  que  ra^ 
rement  faire  valoir  ce  talent;  mais  quand  roccasion 
s'en  présentait,  la  conception  et  la  verve  poétique  de 
ses  pièces  ne  laissaient  rien  à  désirer.  Il  consiaissait  b 
langue  française  jusqu'aux  finesses  de  la  critique  dim 
Vaugelas  et  d'un  Bouhours;  la  langue  italienne  lui  étaii* 
également  familière,  et  quant  à  l'allemand,  il  {écrivait 
avec  mne  pureté  et  une  justesse  grammaticale,  assez/ ràt^ 
à  cette  époque.  On  a  observé  généralement,  coitmie  tM 
fait  étrange,  que  le  véritable  perfectionnetn«fi[t  dé  b 
tangue  allemande  a  commencé  à  l'extrémité  la  pltas 
reculée  de  l'Allemagne^  savoir  à  Konigsberg  en  Prusse, 
et  s'est  répandu  de  là  vers  la  Saxe  supérieure-  Le6  et 
forts  d'une   société  teutonique,    fondée    à  Leipsic    par 
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♦)  Elle  se  trouve,    parmi  ses  autres  papiers,   aux  archives  cen- 
irales  de  Moscou. 
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Mensen^  ëtaieal  ^bles  en  comparaison  avec  ce  que  fit 
GoUsched,  lorsque,  en  172'i,  il  se  transporta  de  Ko- 
nigsberg  à  Leipsic.  •«—  Gottsched  que  ses  élèves  ont 
traite  afvec  tant  d'ingratitude.  Or,  longtemps  avant  Gott* 
sched,  Goldbach  écrivait  déjà  Tallemand  le  plus  puv 
et  le  plus  él^ant.  Il  avait  le  cœur  le  plus  honnét6| 
mais  sans  en  feire  grand  étalage.  G)nn  aissant  bien  le 
monde 9  sa  manière  d'élre  était  à  la  fois  réservée  et 
insiniiante  etc.  etc.  m 

On  reconnaît  aisément  la  main  d'un  ami  dans 
cette  esquisse  biographique  qui  s'étend  au  long  sur  les 
nombreux  voyages  de  Goldbach.  Sa  correspondance 
fait  voir  d^ailleurs  que  s'il  ne  s'est  illustré  dans  aucune 
spécialité,  k  cause  en  doit  élre  attribuée  à  la  grande, 
universalité  de  ses^  connaissances.  Tantôt  on  le  voit 
débattre  avec  Bayer  des  questions  minutieuses  de  philo^ 
logie  classique  et  orientale;  tantôt  il  s'engage  avec  le  cé^ 
lèim  Stosch  dans  d'interminables  controverses  archéo*. 
logiques;  ici,  c'est  Bùlffinger  qui  l'entraîne  dans  ses 
spéculations  d'une  métaphysique  alors  en  vogue,  mars 
a'aboatissant  à  rien;  là,  Ëuleret  lesBernouUi  le  font 
causw  mathématiques  et  l'initient  dans  les  mystères  de 
la  haute  analyse  et  de  la  science  des  nombres.  Toujours 
ertril  que  sa:  coirespondance  est  recherchée  avec  avi-- 
dite  par  les  plus  célèbres  savants  du  siècle,  et  que  son 
talent  remarquable,  de  quelque  ciAé  qu'il  dirige  ses 
éludes ,  le  (ait  toujours .  coy^sidérer  par  ses  contemporains 
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comme  une  espèce  d'autoritéé  Ses  manières  distinguées, 
jointes  au  don  de  la  parole  et  à  des  connaissances  pro- 
fondes et  variées,  le  font  remarquer  à  la  cour,  et  lors- 
qu'il s'agit  de  donner  un  professeur  à  l'Empereur 
Pkne  II,  le  choix  tombe  sur  Go  Id  bac  h  qui  s'en  ac- 
quitte avec  dislinction  jusqu'à  la  mort  prématurée  de 
ce  Prince.  En  1742,  il  est  nommé  membre  du  Collège 
des  affaires^  étrangères  et  employé  spécialemeat  au  dé* 
chiffrement*  Dbs  lors,  il  abandonne  la  carrière  scien* 
tifique,  mais  il  continue  à  s'occuper  de  sciences  en  simple 
aoiateur*  Il  atteint  à  un  rang  élevé  dans  la  hiérarchie 
civile  de  Russie,  celui  de  conseiller  privé,  et  meurt  à 
Moscou,  le  20  novembre  1764,  à  l'âge  de  74  ans. 

Je  crois  que  ces  courtes  notices  suffiront  an  but 
que  je  m'étais  pi*oposé ,  savoir  de  donner  à  mes  lecteurs 
une  échelle  pour  apprécier,  non  le  mérite  des  au- 
teurs de  ces  lettres  (pour  celui-là,  je  dois  le  supposer 
connu),  mais  la  nature  de  leurs  relations  réciproques  et 
le  rapport  qui  existe  entre  ces  lettres  mêmes  et  l'époque 
de  la  vie  des  auteurs  à  laquelle  elles  appartiennent* 

Quelqu'un  voudrait -il  me  faire  un  reproche  de  ce 
que ,  pour  plus  d'unifoitnilé^  je  n'ai  pas  fait  IriKhiire 
dans  une  même  langue  toutes  ces  Lettres?  Je  ne  le 
pense  pas;  je  considère  la  langue^  le  style,  les  tour* 
nures,  propres  à  chacun  de  ces  auteurs,  comme  autant 
de  traits  caractéristiques  qu'il  a  fallu  pieusement  conser- 
ver, et  je  ne  me  suis  permis  de  retrancher  que  les 
passages    qui    m'ont    paru    n'oflrir    absolumient    aucun 
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intërêt.  On  verra  que  ce  que  je  Kvre  se  rapporte  soit 
à  la  science,  soit  à  la  personne  des  auteurs,  soit  enfin 
aux  corps  savants  dont  ils  faisaient  partie. 

11  me  reste  encore  à  dire,  qu'outre  les  lettres  dont 
j'ai  parlé  plus  haut  et  qui  n'ont  point  trouve  place 
dans  ce  recueil,  j'aimerais  à  publier  aussi  un  extrait  de 
la  correspondance  entre  Frédéric  II  et  Ëuler,  en 
tant  qu'elle  a  trait  à  des  objets  scientifiques,  et  à  an- 
noncer que  M.  Jacob i,  de  Konigsberg,  qui  a  bien  voulu 
s'intéresser  vivement  à  cette  publication  et  m'encou- 
rager  de  ses  conseils,  m'a  fait  espérer  tout  une  col- 
lection de  lettres  d'Euler  à  Lagrange,  lettres  qu'à  sa 
prière,  M.  Libri  veut  bien  mettre  à  ma  disposition,  à 
l'effet  de  les  publier.  J'ai  donc  les  matériaux  tout  prêts 
pour  former  un  volume  supplémentaire  que  je  livrerai 
avec  plaisir  si  l'accueil  fait  à  cet  ouvrage,  grâce  aux 
noms  illustres  qui  le  parent,  répond  à  mon  attente. 

Je  ne  puis  terminer  cette  préface,  sans  témoigner 
publiquement  ma  reconnaissance  à  mon  frère  cadet, 
M-  Nicolas  Fuss,  maître  supérieur  de  mathématiques 
à  l'un  de  nos  gymnases,  qui  a  bien  voulu  partager  avec 
moi  le  ti^avail  de  la  rédaction  de  ce  recueil  et  de  la  ré- 
vision des  épreuves ,  et  sans  le  secours  actif  duquel  je 
n'aurais  guère  pu  l'achever  dans  le  court  espace  d'une 

année. 

P,-H.  Fuss. 

SL-Pétersboiirg  en  décembre  1848. 


À 


NOTICE 


SUR 


UYm  ET  LES  ÉCRITS 


D« 


LÉONARD    EULEB 


v 


■      ■     •  •  •      «  •  ■         * 


•  *  f    ■     I     ■ 
■  '   "    .'     . 


H  2IJ  n  E 


'«-î  i.A  w*^.'.  *.u  VLI??  i:ji  !.#. 


>«ÀAD  EuLBR,  ne  à  Bâle  le  j\  arril  1707,  fet  appelé  à 
lémie  de  St-Pëtersboni^  en  1727,  en  qnalitë  de  membre 
dt  Son  ami  et  compatriote,  Daniel  Bernôulli,  s*ëtait  ainsi 
ttë  de  la  promesse  qu'il  lui  avait  donnée,  en  lui  faisant  ses 
tx  dans  leur  ville  natale,  deux  ans  avant*  cette  épocplé.  Eulèr 

it  encore  rien  publié,  excepté  la  dissertation  physique  sur  le 
N.  500  de  notre  liste),  imprimée  à  Baie  en  1727^  on  peut  donc 
que  c'est  chez  nous  qu'il  jeta  les  premiers  fondements  de  sa 
e  immortelle.  Effectivement,  après  quatorze  années  de  séfour  à 
Pétersbourg,  en  I74f ,  sa  réputation  était  déjà  tellement  établie, 
reçut  et  accepta  l'appel  honorable  que  lui  avait  adressé  de 
D  l'illustre  Roi-philosophe,  jaloux  de  tous  les  genres  de  gloire 
éditant,  au  milieu  des  troubles  de  la  guerre,  de  doter  son  payi 
i  académie  des  sciences.  Le  séjour  d'Euler  à  Berlin  dum 
is;  il  s'y  rendit  à  l'âgé  de  3i  ans^  il  revint  k  St-Péterabourg, 
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80U5  Catherine  II,  en  1766,  presque  sexagénaire.  Les  plus  belles 
années  de  sa  vie,  il  les  avait  donc  passées  hors  de  la  Russie.  Aussi 
avail-il  déployé,  dans  ce  laps  de  temps,  une  activité  prodigieuse: 
Les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  renferment  127  pièces  de  sa 
composition,  et  une  grande  partie  (17)  de  ses  ouvrages  détachés  datent 
de  cette  même  épocj^ue.  Mais,  en  outre,  il  avait  continué  assidûment  i 
.  orner  de  ses  travaux  le  Recueil  de  l'Académie  de  St.-Pétersbourg 
qui,  de  son  côté,  lui  avait  laissé  sa  pension  et  le  comptait  toujours 
parmi  ses  membres  effectifs.  Le  nombre  des  pièces  que  renferment 
les  volumes  de  nos  Mémoires  de  cette  époque,  s'élève  au-delà  de 
100.  Chose  étrange!  il  paraît  que  le  désir  de  se  faire  mieux 
apprécier  par  le  Roi  de  Prusse  et  par  la  haute  société  de  Berlin 
qui,  à  l'exemple  du  Roi,  affectionnait  beaucoup  les  sciences,  il 
paraît,  dis- je,  que  ce  désir  l'avait  engagé  à  ne  livrer  à  l'Académie 
de  cette  ville  que  des  travaux  d'application  de  préférence,  et  à  ni 
se  servir  que  de  la  langue  française.  Or,  l'analyse  était,  comme  on  le 
.  sait,  l'admirable  instrument  qu'il  maniait  avec  le  plus  d'habilelë  et 
j  de  prédilection.  Durant  cette  période,  tous  ses  travaux  de  pure 
théorie,  rédigés  en  latin,  trouvaient  donc  un  débouché  à  l'Acadéniie 
de  St-Pétersbourg  qui  les  accueillait  avec  empressement 

Nous  venons  de  dire  qu'à  l'âge  de  59  ans,  Euler  revint  «a 
sein  de  notre  Académie  à  laquelle  il  n'avait  pas  cesse  d'apparteoirv 
et  qu'il  voua  à  son  service  exclusif  les  17  dernières  années*  de  n 
vie  laborieuse,  jusqu'à  sa  mort,  arrivée  le  f^  septembre  1783. 
Mais,  nous  dira-t-on,  il  était  donc  alors  sur  le  djéclÎQ  de  l'ige  et 
presque  aveugle!  Et  cependant,  voyez  le  tableau  de  sa  productrvilé 
par  périodes  de  dix  en  dix  ans,  tableau  où  sont  comptes  ^  les 
mémoires  et  les  ouvrages  détachés: 
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Années  nombre  des  pièces 

de  1727  à  1733  24 

1734  „  1743  49 

17U  ,,   1753  125 

1754  ,,  1763  i>9 

1764  „  1772  104 

1773  „  1782  355 


total  756 

G>mmeot  expliquer  cet  étrange  phénomène?  Nous  avons  déjà  dit 
(Préface  p.  XXIV)  qu'Euler  avait  à  ses  côtés,  dans  la  personne  de 
son  jenne    compatriote,    Nicolas  Fuss,   un  aide  actif  et  pénétré 

J  a 

d'admiration  pour  le  gënie  de  son  illustre  maître.  C'est  à  lui  qu'est 
due  la  rédaction  de  la  plupart  des  355  mémoires  des  années  1773 
à  1782*).  Et  si,  outre  la  fëcondilë  du  génie  d'Euler,  on  admire 
g^éralement  et  avec  raison  l'exposition  remarquablement  simple  et 
lucide  de  «es  profondes  recherches  et  le  choix  habile  des  exemjJes,  -~ 
si  jamais  on  n'a  remarque  le  moindre  affiublissementdans  ces  qualitél 
loat^à-fait  eMentielles  et  caractéristiques  de  ses  éerrts;  -—  ceci  ne 


*)  Toîd  «o  extrait  dn  procès  Terbal  de  rAcadëaiia .  du  17  octolire  1774  s 
„ M.  Saler,  le  père,  présenta  les  deux  mém/oirei  suivants:  1.  DetermùtAiùt 
^ommium  motuum^  quos  chorda  tensa  et  uniformiUr  crassa  redpere  fotest; 
„^  De  motu  osdltaiorio  pendulorum  ex  Jito  tenso  dèpendentium^  écrits  pair 
„ll.  Fness  qek  en  a  Dût  tous  les  calculs  arec  une  grande  assiduité  et  à  la 
i^ei^pacitë  diMpiel  M.  Euler  donna,  à  cette  occasion,  de  grands  éloges,  aîootant 
„qne,  déjà  depuis  longtemps ^  il  a  écrit  tous  les  mémoires  que  'lui,  IL  Euler 
„a  présentés  è  TAcadémie."  Un  autre  élève  d'Euler,  Golovine,  a  écrit, 
seos  sa  dictée,  70  inénaÀT^s  datés  de  cette  même  époque.  (Voir  T Eloge, 
^tiaa  de  Su-Pét^sboorg,  page  6^. 
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prouYe-4-îl  pas  que  le  disciple  s'é  tait  profondànent  imbu  de  l'esprit 
du  maître,  qu'il  ëtait  digne  du  sort  glorieux  quf  lui  ëtait  échu, 
et  que  cette  profonde  reconnaissance  et  cette  admiration  que  les 
géomètres  vouent,  encore  de  nos  temps,  à  la  mémoire  d'Ëuler, 
est  due  en  partie  aussi  à  celui  qui,  avec  un  dévouement  sans  bornes 
et  sans  eicemple,  consacra  dix  belles  années  de  sa  vie  au  service 
de  son  incomparable  mattre  et  calcula  et  rédigea  plus  d'un  tiers 
de  ses  immortels  travaux?  Il  m'est  doux  de  rappeler  à  l'attention  des 
savants  ce  fait  presque  oublié  et  peut-être  unique  dans  l'histoire  des 
sciences,  et  de  le  mettre  en  évidence  par  des  chiffres  irrécusables. 
Ou  je  me  trompe,  ou  ce  service,  rendu  par  Fuss  aux  géomètres 
de  son  temps  et  des  temps  à  venir,   est  un  monument  non  moins 

impérissable  que  les  nombreux  travaux    par  lesquels,  plus  tard,  il 

<.  ■»  •  - 

a  enrichi  lui-même  le  domaine  des  sciences. 


..  Màîs,  une  conséquence  plus  générale  encore  k  déduire  du 
jkéDomèxiA  frappant  que  nous  venons  d'expliquer ,  c'est  que  le 
géniO)  pour  se  développer  danis  toute  sa  vigueur  et  pour  produire 
tout  l'effet  dont  il  est  susceptible  ,  a  besoin  d'un  appui  qui, 
malheureusement,  ne  lui  est  prêle  que  fort  rarement.  Si  Euler,  — 
siSigénake  et  ifnppé  de  cécité,  **  a  encore  pu  déployer  une  aussi 
irettiÉrquàble'  activïté,  qu*aui^it-il  fait  à  l'âgé  où  l'esprit  est  à  soii 
maximum  de  fécondité,  si  alors  déjà,  il  avait  eu  l'assistance  qui, 
plus  lardât  fui  accoidée  à  ses  înfitmités  physiques.  Et  coiiibi0[i  d'idées 
lunthlèuéetf'  et  de  girâdes  conceptions  ne  sont-elles  par  perdues 
îrr^ÉMÛrablement,  parce  que  le  génie,  impatient  d'avancer  et  avide 
des  succès  à  mesure  qu'il  avance,  néglige  souvent  de  fixer  seê 
découvertes,  par  crainte  de  l'ennui,  inoëpamble  dti  travail  de  rédaction. 


k  nolff •  saj«Ai;  tmmm  tait' conténtrf  et  i»pptl«r^  dans 
iai.:p«éeW#;  J>*  uwMtonti  priadpna  d»  U  tfa  d*E«l«r.  Quanl 
44lBiU  dé'celte.Yièf ënmeniBmil  rieke,  il  faut  lea  gnppcMcr  oottnvi 
de  duMjae  gëomètre.  Cependant,  *-*  tant  est  vif  encore  rint&ét  qui 
m  lailarhe  à  oç  Môm  illustre,  •*  beaucoup  de  pcnonnes  distinguées, 
sachant  que  moa  pève  a  passé  dix  ans  dans  les  relations  les  plus 
Estimes  aTee  Euler,  m'oipt  demandé  dea  renseignements  sur  sa  riè 
pmée  et  surtout  sur  sa  manière  de  trarailler.  Je  inestime  heureux 
de  pouToir  satisfiûre,  en  quelcpie  sorte,  à  oe  désir  l^^itime,  et  je 
àcherai  de  retracer  ici  quelques  détails  qui  me. sont  connus  par 
tiadilion  et  que  ma  mémoire  a  fidèlemetit  consetrés;  car,  biea 
sonrreot,  le  pîeuz  souvenir  que  moù  pire,  dunmt  toute  sa  vie» 
gardait  de  son  rîUustre  maître,  lui  fournisnît  le  sujet  de  ses 
cDtretieDS  avec  moi^)» 


,  I 


-  —    —   '  -■  ^-.  ^ .      ,■ 

^  Nos  promenades  dit  «yir'en  été,  ti6us  condfolsajeut  sôavent  au  amèiiii^ 

is  SasDJinnInffépoitr  y'rttieaTSr  la  pierre  séppileiulsHd'Ettler.    IMJ  pèi^ 

fùy  comme  ie  raisoui  arait  ;aafl^té  k  so^  enterrepenli .  sa  rappelai(.à  pfp 

près  l'endroit  où  il  était  placé,  mais  la  pierre  ne  s'y  trourait  plus.   Dans  ces 

promenades,  l'iUnstre  aîeul  (après  la  mort  d*Ealer,  mon  père  avait  épousé  sa 

paliaa-tUla)  était  presque  IVmiqne   objet  de  nMre  conversation;  et  eômWeU 

de  ftîs  le  disdple  reconnaissant*  ne  se  reprocha- t-U  pas  de  ne  ]pm  avo^ 

nieiiz  veillé  à  la  conserration  du  tombeau  du  maître*   Ce  fut  déjà  après  la 

tiori  de  mon  père,  qa*k  Toccasion  de  l'enterrement  d'une  belle-fille  d'Euler, 

le  hasard   fit   découvrir   la  pierre  si   longtemps  cherchée ,   et  partant  aussi, 

Vendroît  où  gisaient  les  cendres  du    grand  géomètre  qui  avait  illustré  son 

âède.  Cette  nouveile  fut  accaeilHe  avec  transport  par  TAcadtaie  qui  s'empressa, 

(iiM|Qante  ans  aftèê  la  asort  de  son  câèbr»  memliM,  de  loi  ériger,  stuc  le 

eê«e  pleoSf    oe  nmnawni  simple,    mais  durable,  en  granit  de  Fîehnde, 

ivec  l'inscription:  L$(mk4rdé  Rifarti   é€m!§mi(î  PêtfÊfêiiUmû, 
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Il  parait  qu'ayant  l'armëe  de  moà  pèrcy  qui  eut  lieu  en  mai 
1773y  Euler  s'était  laissé  aider,  tantôt  par  l'uni  tantôt  par  l'autre  des 
DCMnbreux  âèves  qu'il  comptait  parmi  ses  collègues.  Dans  un  grand 
in*folio  que  je  consenre  soigneusement  et  qui  renferme  les  premières 
ébauchés  des  mémoires  d^'Euler,  antérieurs  à  l'époque  mentionnée, 
je  crois  reconnaître  surtout  la  main  de  Krafft^  ainsi  que  celles  de 
J*«A.  Euler  et  de  Lexell;  mais  je  m'aperçois  aussi  que,  souTent, 
Hê  se  sont  ccmtentés  d'ébaucher  simplement  les  m^oires,  sans  si| 
donner  ensuite  là  peine  de  les  rédiger  finalement,  ce  qui  fait^que 
ce  Tolume  laissera  rraisemblaUement  encore  quelque  chose  à  glaner. 
La  fin  de  ce  volume,  ainsi  que  trois  autres  qui  le  suivent,  et  que 
je  possède  également,  sont  écrits  de  la  main  de  mon:père.  Buler 
avait  dans  son  cabinet  une  grande  table  qui  occupait  tout  le  milieu 
de  la  pièce  et  dont  le  dessus  était  recouvert  d'ardoise.  C'est  sur  cette 
table  qu'il  écrivait,  ou  plutôt  indiquait  ses  calculs  en  gros  caractères, 
tracés  avec  de  la  craie ♦).  Chaque  matin,  son  élève  se  présentait 
chez  lui  pour  lui  faire  lecture  soit  de  sa  vaste  correspondance 
(dont  la  conduite  lui  était  entièrement  confiée),  soit  des  feuilles 
politiques,  sott'enfin  de  quelque  nouvel  ouvrage  digne  d'attention; 
tm  s'etltretenait  de  diverses' matières  de  la  science,  et  le  tnattre,  I 
cette  occasion,  se  prêtait  avec  complaisance  à  lever  les  doutes  et  à 
résoudre  les  difficultés  que  l'élève  avait  rencontrées  dans  ses  i  études» 
Qomd  la  table  était  couverte  de  calculs,  ce  qui'  arrivait  souvent,  le 
maître  confiait  au  disciple  ses  conceptions  toutes  fraîches  et  récentes, 


*)  Quand  il  voalait  prendre  de  l'exercice ,  ce  qm  arrivi 
négolîères  du  }owt,  il  anât  l'hahitude  de  se  promener  autoiu 
en  pissant  la  main  le  lamg  des  bords,  pour  se  guider*  G 
fréquent  nsago,  étaient  lisses  et  luisants  eomiBe  da  bois  poli. 


d  loi  exposait  la  marche  de  aes  idées  et  le  plan  genëral  de  la 
rédac^OD,  en  lui  abandonnant  le  soin  du  dëYeloppement  des  calculs^ 
du  choix  des  exemples  et  de  rexécution  des  détails*,  et  ordinairement* 
efllni-ci  lui  apportait  dis  le  lendemain  le  croquis  du  mémoire  inscrit 
dans  le  grand  livre  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus  {jàdvêrsaria 
mmÛmnaÊicd).  Ce  croquis  approuTé,  la  pièce  était  rédigée  au  net  et 
pcésentëe  immédiatement  à  TAcadémie.  La  force  de  la  mémoire  que 
le  Vieillard  avait  conservée,  et  que  peut-être  la  privation  de  li| 
vue  avait  cncoie  aiguisée,  l'aidait  admirablement  dans  ces  sortea 
d'entretiens»  ainsi  que  dans  la  lecture  des  ouvrages  de  son  célèbre 
émule,  Lagrange^),  et  bien  des  fois,  pour  faire  de  tâte  les 
calculs  les  plus  compliqua,  il  lui  fallait  moins  de  temps  qu'k 
on  antre  la  touche  à  la  main;  et  encore  ne  se  trompait  *it  que 
fort  rarement 


Tout  ce  que  je  pourrais  ajouter  encore  à  ce  peu  de  noticet  sur 
la  vie  d*Buler,  ne  serait  au  fond  qu'une  répétition  de  ce  qui  a 
déjà  été  dit  ailleurs,  ou  ne  servirait  qu'à  mieux  fiiire  ressortir  peut^tre 
l'un  ou  l'autre  des  traits  déjà  connus  de.  son  caractère  privé.  Dea 
deux  éloges  académiques  dont  il  a  été  l'objet,  celui  de  m<m  pètfa 
d(Mt  être  considéré  comme  le  plus  authentique  sous  le  rapport 
biograjdiique;  je  le  crois  aussi  préférable  à  celui  de  Condorcet 
sous  le  rapport  de  l'analyse  des  travaux  d'Eu  1er.  Les  deux 
éloges  ont  été  plus  d'une  fois  reproduits  dans  les  éditions  récentes 
des  ouvrages  de  notre  grand  géomètre;   naguère  encore  dans  celle 


^)  Enler  ne  vit  du  reste  pas  les  grands  ouvrages  de  cet  illustre  géomètre, 
la  Mëcamqae  analytique ,  les  Leçons  sur  le  calcul  des  fonctions  et  le  Tndtë 
^  la  réseltttîen  des  tf^patioiis  aumériquas,  parurent  après  sa  mort. 
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qu'on  tYtit  entfepriat  à  BiuMllet  et  dont,  je  croîs,  l'iiitanrapiîoii 
ii*est  guère  à  regretter.  L'ëdhîoB  firançtiâs  de  FEloge  d^  St> 
Féteraboiirg  n'est,  d'aiUeur»,  pas*  èacohre  ^ubëf«i<  Cette  pièce  fet 
Iva^  à  l'Académie  y  en  9étfice.extraordîiMiice,^  peii  de<pfBiBhiés  après 
U  mort,  du  grand  homme,  k  »23  octobce  1783.  LlEiullBar  avah  pris 
som  d'j  ajouter  une  lisie^  çoBtplite  aif  possible v  dé -toftuaes'^crîta, 
£Ue  ooniiént,  en  premier  lieu,  r^numëtatidn  des  odWagss  détaekësy 
pÉr  ordre  dbeonologique ^  -vieanent^. ensuite  les  piècèa  insërëes 
dans  les  différimlB  vecueils  acadëmi^pes,  à  ebminenoer  par  ceux  de 
l'Académie  dd  St^Pétenbourg,i  el.eaifiti,  une  liste  de  20$  mémciira^ 
alors  manuscrits,  et  disposés  par  ordre  des  date^  de  leisr  présentation;' 
LeS:  trairanic  iBédifts^non  présentés^  ipû  pouVâîoit  «e^trquiret  eneolp» 
parmi  les. papiers  d'Ëuler  à  une  date'attténeure,nreiitraie&t  point, 
à  ce  qu'il  paraît ,  dans  le  plan  de  cette  liste  ]  peut  -^ètre  •  n'en 
soupçonnait -on  point  lexistence.  Toutes  les  pièces,  marquées  dans 
la  liste'  comme  manuscrites,  à  l'exception  •  d'un  très  petit  nombre 
seulement  (voir  ci  «dessous)^  sont  puUiéèsy  depuis  longtemps,  6oH 
dans-  les  Yolumes  des  Miéasoiiies  de  ^Académie  de  St.  -^MtersboUjP]^ 
qvi  ont  paru  depuis  1783 ,  soit  dans  les:  Opusoala  'onnljtioa 
(ff«3«)<-  1785)  et  dans  lé  IV  volu^  de  la  seconde  édition  des 
Leç^nns  de  calcul  intégral  (1794).  Le  total  des  dissectatîoos  impriméta 
d'Euler,  6-élèvé  à  présent  à  ïia^  dont 

'    500  dans  les  cinq  Recueils  de  TAcadémie  de  St.-Pétersbourg, 
Vi  dans  les  Opuscuta  anûlyticà  et  dans  les  înséitutiones  Calcull 
tntégralis  (seconde  édition,  vol  IV),    pui>liées  également  i 
St.  -Pétersbourg , 

wH>»l !■»■■■■    w ■>in>ïi    mm     m    I  II    I   ^  *!    •* 

♦)  La  puhUcaUon  de  C0  recaeil  aviÂt  commeiicëidi^  Jsl  viiwai  a;fi«letf. 


127  dans  les  MëHioires  de  l'Académie  de  Berlin, 
13  dans  les  Opuscida  varii  argument^ 

29  dans  les  recueils  des  académies  de  Paris,   de  Londres»  de 
Turin,  de  Leipzic  etc. 

Des  32  olivrages  puMîës  sëjmrëmëfat,  la  raoitië,  savoir  i6,  et 
nemmémeot  les  ouvrages  les  pins  marquants  et  les  plus  Yolumineus^ 
ont  para  à  St-Pëlersbourg  sous  les  auspices  de  notre  Académie) 
tels  sont:  rAritktniétiq[ue,  l'Algèbre,  les  Leçons  dé  calcul  différentiel 
et  de  calcul  int^nd,  les  traités  de  mécaniqiie,  de  di<^ptric[ue,  d» 
musicpie,  de  science  navale,  la  théorie  des  niouvements  de  la  lum^ 
les  lettres  à  une  piinoesse  d'Allenuigne,    les  Opàscules  analytiques  etc» 


.  •<! 


I      > 


n  Ton  ronsidèrQ  que»  de  nos  jours  encore,  les  géoaoïètre^ 
se  trouvent  continuellement  dans  le  cas  de  recourir,  aux  travaux 
d*Euler,  on  concevra  aisément  tout  M  prix  qu'ils  ont  du  attaçheTi 
à  la  publication   de  la  liste  dont  nous   venons  de  parler.    £Ue 

• 

fournissait  du  moins  un  inventaire  complet  de  cette  succession 
litt&aire,  la  plus  riche  que  jamais  un  savant  ait  léguée  à  la  postérité; 
mais  la  manière  dont  cette  liste  était  disposée  en  rendait  l'usage 
asses  incommode.  Cette  considération  m'avait  engagé,  il  y  a  bien 
des  années ,  à  la  rédiger ,  pour  mon  propre  usage ,  par  ordre 
systématique  des  matières.  Le  temps  et  le  soin  que  j'y  avais  mis  ont 
été  amplement  récompensés  par  la  grande  facilité  que  ma  nouvelle 
liste  me  fournissait  dans  la  recherche  de  tel  travail  d*Euler  don|t 
je  me  trouvais  momentanément  avoir  besoin.  Beaucoup  de  personne^ 
mont  assuré  que  Ja  publication  de  cette  liste  serait  encore  Recueillie 
avec  plaisir  par  less  géomètres,  ce  qui  ,m'a  déterminé  à  la  placer  en-  tête 
de  ce  recueil.  Peut-être  trouvera-t-on  è  redire  à  l'ordre  que.  j'aî 
adopté  çà  et  là  dans  la  suite  des  mémoires^  mais  on  n'ira  pas,   je 
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l'espère,  exiger  une  succession  d'idées  rigoureusement  consApientt 
entre  des  pièces  décousues  et  pour  la  plupart  indépendantes  les 
unes  des  autres.  Après  avoir  établi  les  divisions  générales  et  les 
sous-divisions,  j'y  ai  classé  les  mémoires,  en  réunissant  par  groupes 
eeux  qui  m'ont  semblé  avoir  ^quelque  analogie  de  sujet  entre  eux, 
et  en  me  conformant  le  plus  souvent  à  l'ordre  chronologiquew  Dans 
les  cas,  assez  fréquents,  oii  le  même  article  pouvait  appartenir  à 
deux  divisions  diflSârentes,  je  l'ai  placé  aux  deux  endroits,  mais,  bien 
entendu,  sans  le  compter  doublement,  ou  je  me  suis  contenté  de 
renvois.  Lorsque  le  titre  d'un  mânoire  était  trop  général,  j'y  ai 
ajouté  une  courte  indication  du  contenu,  en  tant  que  cela  pouvait 
se  faire,  sans  devenir  trop  prolixe  et  sans  le  secours  de  figures.  J'ai 
enrichi  l'inventaire  dressé  par  mon  père  de  21  pièces  imprimées  et 
d*un  manuscrit  qui  manquaient  dans  la  liste  de  l'Éloge;  mais, 
d'un  autre  côté,  j'ai  remarqué  dans  cette  dernière,  parmi  les  pièces 
inédites,  neuf  titres  que  je  ne  retrouve  dans  aucun  recueil  imprimé, 
et  qui  n'existent  pas  non  plus  en  manuscrit.  Enfin  cinq  pièces 
msmuscrites,  présentées  à  l'Académie  et  marquées  par  conséquent 
dans  l'Eloge,  se  conservent  effectivement  encore  aux  archives  de 
TAcadémie;  elles  sont  consignées  à  la  page  GXIX  de  notre  liste.  H 
paraît  que  la  première  de  ces  pièces,  présentée  déjà  en  ITTi,  a  été 
mise  au  rebut  par  l'auteur  lui-môme;  la  seconde,  sur  le  mouvement 
dû  sang  dans  les  artères,  est  incomplète;  la  troisième,  la  description 
d*un'  manomètre,  ne  saurait  guère  offrir  de  l'intérêt  aux  physiciens 
de  nos  jours;  les  deux  dernières  enfin,  sur  deux  problèmes  de  la 
théorie  des  nombres,  sont  d'origine  apocryphe,  vu  qu*ïl  y  est  dit 
qu^elIes  ont  été  calculées,  sous  la  direction  d'Euler,  par  un  nommé 
Wilbrecht  qui  fut,  pendant  quelque  temps,  son  élève. 
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•  J'ai  eiieof«  à  fimré  obsenrer  que  le> total  de  ma  ikte  {756  jii|unër<M) 
dèh  pmt^élre  subire  une  petHc  rëductianî  caç,  d'abord,  fl  est  Sort 
probable  que  les  nûmërot   ; 

•'    .  ■=  ••  i'        \  455- et  456     . 

67«  et  «82 

t    ■!     -i  ■:  ;  'i    in-..;    .     :685  Ct  686    _  '■ 

^■■■■'    ■       '-i].  ■  !.    74a.et  74*  .;-M    ;    . 

sont  identiquest  et  se  xappcprtelit  à  quatre  et  non^à  kuîtmiémoiiiêi 

différents.  Il  parait  que  le  mode  étrange,  adopté  par  l'Académie  de 

Berlin  dans   le  premier  tome  de  ses  Mémoires,   savoir  de  ne  pas 

publier  les    dissertations  in  extenso^    mais   d'en  donner  seulement 

de  maigres   extraits,    avait    en^agtJ'^E'ul  er   à   recueillir  dans   un 

volume  \  part,  les  mémoires  qu'il  avait  lus  à  cette  époque,  ce  qui 

apparemment  a  donné  naissance  au  recueil  qu'il  publia,  de  1746  à 

1751,   80US  le  titre  à'Opuscula  varii  argumenti.    Ensuite,  —  et  je 

crob  qu'on  m'en  saura  gré,  —  j'ai  cité  sous  trois  différents  numéros, 

autant  de  théorèmes  différents  d'une  même  dissertation  dont  le  contenu 

est  fort  hétérogène.    C'est  la  pièce  intitulée:    Theorenuita  quaedam 

analjrUca^  quorum  demonstratio  adhuc  desideratur  (Op.  anal.  IL 

p,  76);  elle  se  rencontre  aux  numéros  102,  357  et  415.    Enfin,  j'ai 

cm  devoir   marquer  de   deux  numéros  différents  les  deux  parties 

d'une   même   pièce,    toutes    les   fois   qu'elles   ont   été  présentées  à 

l'Académie  à  deux  diverses  reprises.  Les  dates  de  la  présentation  des 

mémoires,  là  ou  elles  manquent  (Commentarii^  Novi  Commentarii 

et  jictajt   ont  été  vérifiées  par  moi  d'après  les  procès  verbaux  de 

lAcadémie  de  ces  temps-là. 

J'ajouterai  finalement   que  je   n'ai   pas  encore  eu  le  temps  de 
confronter  avec  ma  liste  les  nombreux  manuscrits  d'Euler,   tant 

d 


orax  ^  M  comerrciil  ans  archhrci  de  TAcadëmie ,  qutt  cesx  qui 
m*tpptrtieimeot  en  particulier,  ce  qui  &îl  que  je  ii*ai  pu  eîtcr 
aujourd'hui  qu'une  seule  pièce  inédite  non  contenue  dans  l*Éloge 
(y.  ci-dessous  page  CXIX).  Je  me  propose  d'employer  à  ce  travail 
le  premier  loisir  que  me  laisseront  mes  nombreuses  occupations,  et 
en  cas  de  succès,  de  complAer  ma  liste,  avant  d'en  faire  tirer  une 
édition  à  part  que  je  destine  à  Tusage  de  ceux  à  qui  l'acquisition 
de  oelle  Correspondance  paraîtra  trop  cpuiense. 
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Ferhand*  van  het  Genootsch,   te  Flissingen   —  Mémoires  de  la  Société 

d^  VKs^gpiB.  (Toi9j8  m).  .     ,  ..  ..,'..  .  V    ,  ;,    .  (1) 
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L  I  S  T  E 

COMPLÈTE  ET  SYIjTÉMATIQUE 


CI 


ES  OUTRAGES  DE  LÉONIRD  EULïR' 


A)   OimULGES  vmutfL 

UTHMÉTIQUE.    TBDÉORIE  DES  NOMBRES.    ANALYSE 

rNDÉTERMINÉE. 

Arithmétique   élémentaire. 


,•: 


1.  91iikttti]S9  (Ut  Vrit^ttf*  Ouvrage  séparé.   St.-Péiersb.  1738. 
2  vol.  8. 

Théorie    des   nombres.     Analyse   indéterminée* 

s.  De  Dumtf  is  amicahilibiis.     Op.  var.  arg,  IL  1750.  p.  23. 

s.  Découverte  d*une  loi   extraordinaire  des  nombres.     Journal 

liuéraire  de  t  Allemagne  1751.  ./ii/ii;.  et  févr. 
4.  Spécimen  de  usa  observationum  in  inathesi  para.     jY.  Cornm, 

ri.  175«.  1757.  p.  185. 
i.  De  relatione  inter  très  pluresve  quantitates  institoenda.     Op. 

anal.  IL  1775.  p,  91. 
t.  Deînsignî  promolîoiiescîentiaenaiiierorttm.  Op.  anal.  IL  111%. 

p.  2IS. 
1.  TheoienuiU  rirca  divisores  numeronm^     If.  Comm.  I.   1747. 

1748.  p.  20.  \ 


LVIII       — 


8.  8.  Theoremata   circa   residua   ex    dîvisione    potesUtum    relicU. 

iV:  Comm,  FIL   1758.  1759.  p,  W. 

9.  9.  De    quibusdam    eximiis    proprietatîbua    circa    divisores    po- 

teslatum  occlirretilibiûj"  (6|Mn  Add^lEunento;.      Op.  anal.   L 
1775.  p.  2*2.  26». 
10.  10.  Obserr^lfpinyq^i^Y^iaiaptpvf^  per    numerot 

primos.     Op.  anal.  L  1775.  p.  64-. 

anal.  L  177*.  d.  12V 

12.  12.  Solutio  problemalis  arilhmeliri  de  mventendo  numéro.,  qui 

per  datos   Dunicros  di^'îSfM^relînquat   data  residua.     Comm, 
FIL  1734..  1735.  p.  4«. 

13.  is.  TheoremaUr^ eiff â' " àmsoiwis'-iwiitiei^ttin  i^  bac  forma: 

paa±:qbh  contentorum.  Comm,  XIF.  VIW —  17i6.  p.  151. 
ik  kJCi  fïd  divèidviklis  '  BdmenMiid  in  >ilMiia  niàà^^hfij^  idoblciA 
torum.     Mém.  F^^  177B»-  p.  3k    .    / , 

15.  16.  Novae    demonstrationes    cirra   divisores    numerorum    formae 

16.  16.  Demonstrationes   circa    residua  ex    divisione    potestatum  per 

numéros  prrhiôs  résultant ià.  iV".'  Cômm.  JtFHll'tJn:  p:^5. 

17.  17.  Observatio    de    summis    divisorum.      N,    CothniJ    Fr   175i. 

1755.  p.  ,59..  ,        .  ,  ,. 

18.  18.  Demonstratjo  theoremalis  circa  ordinem  in  summis  divisorum 

..'bbs^rtiaôtn.x^iV:,  ii>mm.  F.   1754.' 1755.  p.  75.      -    'î   .      1: 

f9^  i9.'\Exlrait  «l'une  lettre  à   M.  Bernoùllîv   ooncemaot -  lé  Bië4v 

moire  rmpcimë  parmi  ceux   de  1771^  p.  3i8.     iV.  'Mém.  de 

BeiiUK  ^liL  fK  l^i  ...  .  <         / 

Déterminer   pour    chaque    noinbi^  pretnidr '«de    TA  forme 

.»::>.:  ^p:4«<l-  taquei-tedee/deax formules,  lO^'-^f*!  ^^^  M^^«-( 

est  divisible  par  ce  nombre.  î  -     '    <  ." .  »      \    '> 

2ft.'.  i4.  \E)e^v«ni»\fa\od0Si  numama  praegratiéea  «xaminaiidi  ulnifeh  jin6 

priniî  nec  ne?     N.  A.   XI IL  1778.  p.  H.        .i  .L    i^ 
21^ il.  FaciiltiDia    ifielhodu»  plnrûno»  numèrofi  prinpMMt.  praciilagiioa 
inveniendi.     N,  A.  XI F.  1778.  p.  3.  <?*-    v^    ^t'TI 


.\- 


I.'  I 


25 


—    un    — ■ 

tandî,  ntrum  sînl  prioii,  nec  <#e?  y  NrJi.  JT/A!-  it78.  /?.  H. 

*        •  •  iîAinàèrds  pf  iritc*  spfectànttittti    Cbm^H.  ^.1732. 1738.  /i.  103. 
"    •   *  8ÎX  thA)fêmès  sa^  déirtclteiràlîcm.  '^    ••    ^•' 

24-.  24.  Theorematàm^  qnoAiDdam   ad  buinèi'oâ   j^mnôs  "â^tantium 

'     '   '   dcmônstratW:    ï7o>^.  ^^/h   me.  7?.  Ul.      *      ""  •  '"    '-^ 

**.  36.  De    Dumeris   primis   valde    Wagiii^.*'   ^tf.^^onm.^IX.   1762. 

SB.  26.  QiK^môdô   numêtî   praemagîii    smt   explorandi ,   utnun   sînt 
primî,  nec  ner     iV!  Cohmi.  XtiL  lt^68.  '/>.  BÎtl' 

27.  27.  Theoreinata  aritnmetira  novo  methodo.demonstrat^.  N.  Comm. 

i^iïr.  iM.  iiU: p.  il'  '         ■ 

28.  M.  &ipplemeBtifin  quonindau^  the^ematum  arithmeticorum,  quae 

hi   bobnullis   demonstratîonibuâ   supponÙDtur.'     iVl    Cointn. 
rin.  1780.  1761;  y  105. 

29.  29.  De  i tabula  ntàitcfi^iriim  'ptintoiton  ns^e   ad  'ntîllionem   et 

iihra  f ontintianda ,  "m  qiâi  ârnful  omnium  Àunlerorum  non 
prrmônim  Whinlt  divisôres  'expHmahfiïtl    'ff.  Gomni,  XIX. 

•      ATlV^y.  132.  •>    -       .    ..I 

30.  M.  Eilbiît; d'une  lettre  it  M.  B^gtielfn  con<^eruiint  les  nombres 

premiers^     N,  Métà.  de  Èviim.  ni9:  p.  387. 

31.  SI.  Utnun  hic  numerus  1.000009  sit  primUs,  ttc  né,  inquiritur. 

m'A.  X  trt%.  p.  63.  ** 

32.  sa.  De  formulis  speciermxir-f-wyT^,  ad  numéros  primos  ex  pi  o- 

randos  idôneis,  earumque  mirabîlibus'  pfbprietatibus.  '  2v.  jf. 

jài.  \m.  /i.  22. 

33.  ^^.  De  partîlione  numerorum.  iK  Comm.  III.  1^501  ft^i.  ^.  125. 

Û.  S4.  De  par^ilionç  numerorum  in  par(e$  tam  numéro  quam  specie 

datifs.     N.  Comm.  XI  F.  I.  1769.  p.  168(. 
3S.  ss.  De  indurtione  ad  plenam  certiludinem  evehenda.    j4.  IF-  If. 
1780.  |i.  38.  ,  , 

D^omposition  des  nombres  en  <{uatre  carres  et  en  trois 
noDibres  tri^onau^,,. 


3&  M«fDe  mirabilibutf  pcopritsUtibiM    nameromm    pebU^niJhaiu 
A.  IK.  I.  1780.  p.^. 

37.  S7.  Considerationei  ^uper  theoremate  Fermatiano:  De  reiolutÎQiifp 

niimerorum  m  numéros  pçjygoiialea.  Op.  anal^  IL  ITli.  p.  3. 

« 

38.  S8.*  niuslratio  paradoxi  circa  progressîonem  numen>niin  idoneo- 

nim  rive  congruorum.     N.A.  XV^  1778.  p.  29. 

39.  S9.  Speculatîoûes  circa  cjuasdam  insignes  proprietates  noniercNrum. 
.    -,     .A.  IF.  II.  1780.  D.  18. 

40.  40.  Miscellanca  analytica.     Op.  anal.  L  177iL  p.i,  329* 

ï)n  ëtanl  un  nombre  premier,  ce  produit:  1.2. 3.  •  • . (n — .|) 
augmente  de  Tunitë,  sera  toujours  divisible  par  n.  — 
2)  Trouver  quatre  nombres  entiers  tels  (jue  les ,  produits 
de  ce&  nombres,  pris  deux  à  dçux,  augmentés  d^  Tunitij 
soient  des  carrés.  —  3)  Trouver  les  nombres  x  et  ^  tek 

que  la  formule  l '^—)    "h  (  )    soit  un  carré.  — 

4)  Trouver  deux   nombres  t^Is  que  leur  somm^  soit  un 
t                    carré,  et  la  somoie  de  leurs  carrés  une  4ème  puî^panœ.  ^ 

5)  La   formule   \  J^  Az  ■\-  B zz  '\'  Cz^  +  î  •  •    étant  le 
;    ,              produit  des  facteurs  1  +  az,  1  +  fiz^  1  -f-  y  -«  •  •  •  trouver 

la    sonune    de    toutes   le^    puissances  des  a,  j9^  /•**  — 

6)  Trouver  cinq  nombres  tels  que  les  produits  de  c«i 
nombres  prb  deux  à  deux,  augmentés  de  Tunité,  soient 
des  carrés.  ,.. 

41.  41.  Novae  demonstrationes  circa  resolutîonem  nuinerpriun  in  qua- 

drato.     A.  Erudit.   Lips.  1773.  p.  193. 

42.  ^*.  De    novo    génère  quaestionum  arithmeticarum,  pro   quibus 

solvendis    certa   methodus    adhuc    desideratur.      JV^  A.    XL 

1777.  p   78. 

La  question ,  qui  fait  le  sujet  de  ce  mémoire,  consiste  à 
trouver  tous  leé  nombres  entiers  iV,  tels  que  les  for- 
mules >^*4*^*  ^t  A^-^-NB^  deviennent  Tune  et  Tautre 
à  la   fois  de^  carrés. 

43.  43.  Solutio  succincta  et  elegans  pn>blematis  quo  quaenintur  très 

numerî  lal(*s,    ut    tam    .<ummae    quam    differentiae    binonun 
fiant  quadrata.     Mém,   FL    1780!  p\  54. 


(4,  44.  De  IrilNur  plurifatMve  ntuiiiiriii  mTenitaiéfév  quomm  MÀumt  sii^- 
quadratums  quadràtorum  v«h>  sainniA  biquadilitiiili.  âtém.  IJL 

45.  44.  Resolutîo  facilis  quaestîonîs  difBcillkiiAe,  qua  liàec  -formula 

quadratum  redoci  poslulatur.     Mim,  IX.  1780.  ^.  14. 

46.  4«.  Solntio  problematis  Fermalianî,  de  duèbus  numcfris,  qaônaii'' 

stiimiia  sit  quadratum,  quadratdrum  re¥o  «umma  biquadra- 
tum.     Mim.  X.  1780.  p.  3.  '  ' 

47.  47.  Solutîo    problematis   difficillimi ,    quo   hae   duaé    formulae: 

aaxx  -^-bhyy   et   aajfj-^hbxx  quadrata  reddi   debent. 
Mém.  XL  1780.  p.  \2. 

48.  48.  Inyestîgatio  binorum  numerorum  formae  ;  xy{x^ — ^^•),  quo- 

rum productum  sive  quotus  sit  quadratum.  Mém.  XL  1780* 
/>.  31. 

49.  49.  De  biois  numeris,  quorum  summa,  siye  aucta  sive  minuta 

tam  unius  quam  alterius  quadraio,  producat  quadrata.   Mém. 
XL  1780.  ;?.  46.  • 

50.  ao.  Dilucidatioues   circa    binas   summas   duorum   biquadratorum 

inter  se  aequales.     Mém,  XL  1780.  p.  49. 

51.  61.  Methodus   nova  et  faillis   formulas  cubicas  et  biquadraticaa. 

ad  quadratum  reducendi.     Mém,  XL  1780.  p.  69. 

52.  M.  De  casibus,   quibus  formulam  x^  ±imxxyy  ^^-jr^  ad  qua- 

dratum rrducere  licet     Mém.  FIL  1782.  p.  10. 

53.  as.  De  solutione  problematum  Diophanteorum  per  numéros  in- 

tegroa.     Comm.  FI.  1732.  1733.  p.  17S. 
$4.  aa.  Resolutio  formulae  DiopLanteae: 

ab{maa  -^ nbb)'^icd{mcc  •\'  ndd) 
per  numéros  rationales.    N.  A.  XI IL  1778.  p.  45. 
K.  as.  De  pn>blematibtts  indeterminatis,  quae  videntur  plus  quam 

determînala.    N.  Comm.  FL  1756.  1757.  p.  85. 
K.  sa.  De  rasibus  quibusdam  maxime  memorabilibua  in  analysi  in- 

detenninata/  ubi   imprimis  insignîs   usus  calcul!  angulorum 
ia   analyai  Dio^antéa  osteoditor.     A.  IL  II*  1778.  p.  85. 


SR*'  %7Pii]Qa  çi^9ihi^*  qfV^  .((^^ 

58.  68.  DemODslralio  theorematum  quonindam  arith^te.tî^gm9i  Comnu. 

rliir  1  ■»!«•■  }iî3¥«rjP- ,l#i*»' =  -it.'.       ..1.  it    i»î  î»'' .-i/i    .t'i   .iL4 

{>,.      -.  :A  ^ommes' Qt  diff^Aces  des  iècnes  puii(ai|çtik:qw.|ie  poi- 
.ti   .«^ei^A'i^mf  retire  des  nombre  c^rréA^w;  .  :i  .  ;  .  n;» 

5;?^,^9^jPe;  jami>pria  çw  supt  ^gr^gaUi  4iH>rum  qwa4jç*!tonpp^,j  -(lîk 

60.  00.  Demonstratio  theorematis  f*ei;^iafia9{ ,  qmA<!aa(^.nunfi|çppin  pri- 

mum  forinae   4-  n  4- 1   esse   simimam    dporum  qiu^ratonuiL, 
.  N.  Comm.  r.  lT5i.  1755.  P.  3. 

61.  61.  Solutio    probleinatis    de    invest^atîone  .tnw^    nu^eromm, 

quorufn  tam  summa.cpiam  produclùin,  n^  noa  summa  pixk». 

dutlomm  ex  bmjis,  sint  nuineri  quadrali.     N^  Comm.  FI  IL 

176Ô.  1761.  p.  64.. 
62^  63.  De  resqlutione .  formulanim  quadraticanim  indetennpjialanu^, 

, .     per  numéros  ^itegros.     N^  Comfn. .  IX.  1762.  1763.  p.  ï. 
63.  66.  De   usa'  novi   algoritbmi  in  solvendo.  problço^le  ^  ^elliano. 

JV.  Comm.  XL  1765.  p.  28.  !  . 

6t.  é4.  Nova   subsi4ia   pro   resolutione   formulae  «  j?  x -|- 1  zz//. 

Op,  ofinL  /.  1775.  p,  310. 

65.  66.  Solutio   problematis,    quo   duo  quaeruntur  numeri^  qùoirain 

prod'uctum,  tam  siimma  quam  dîfierenlia  eorum  sîvé'  auctum 
'  'sîve  mÎDUtum!,  fiât  quadratum.     N.  Comm.  XV.  1770.  p.  2^.** 

66.  66.  ProblitoiatîiB  cûjtisdate  Diophanleî  evoltitio.   N.Cohvn.  XFIL 

'17721  p.  2*.  :•■•'•■...  :S. 

Trouver  ^atre  nombres  tels  que  t.  la  smnme  de  ces 
nombres,  2.  la  somme  de  leurs  produits  |mÎ6  detti  1 
deux,  3.  la  somn^e  de  leurs  produits  pris  trois  à  trois 
*eè  4^  le  produil^  de  tous  les  quatre  soient  deè  Nombres 
carr^  -«^  Trouver  autant  quf^  Yom  veut  de  i^mlirea'telr' 
que  d^cMD,  multiplié  par  la  souuiie  dej9  aulreri  -produise 
-:  un  nombre  carre.  *       •.    •«• 

67;«  >67*  OJi^itTatiKMnes  ciffcabinia  biquadmU,  <ftÂOrt)m  soBouMaàiin  duo 
..  9l;9Aiqi»4T«t^Yçsohev«tUqf«|.  Nk  C<iifi^i^#'/i4.  f7I8.^.«. 


.•  '' 


iV'1I<m1M6  ''a«({ttirtlÔÉibiei    y#i«ku^  iB^^^-iCy^^^ Dite  -^ 
2  Ejr  -{-  FmO  per  numéros  tafll4*adpflitEjtf  qy^àilntegros. 

».  De  resolutione  hujuâHàfeqlValiMU:  Afzél^«ftx4'^*^^^^+ 

tionales.     A/^^  XL'tlÈOt  )Ji  58r  v>'  »  ^      .    i        .u 
».  De  criteriîs  aeqiialioms'^xje'-^^yy-îtr^Air  J^V  UÎÉiuii  ea  re* 

solutionem  admkàit^  hecW?     Op.  arutl,  /.  ITTi.  /7.  211. 
I.  Problema  Diophântetôn  "^ngulare.     N.  Comm.   XIX.    1774. 

\\  \  TitiH^vca*  d^x  jtombrei^  dctfU.  ie:  pto4uit,v  avginpntë  ou  di- 
\  «I  mimiié  de.i'uiL.quelo<|JDM^^.cee.tioiDt)r^  4çvieime  un 
W"  jiombre  cait^....  i        \\        \  v  -;     >   »  .£ 

ft«  Solalîo  quorundam  problemalum  Diophanteonun.    iV.  Comm. 

^    '   Sfit*  dek  nbtnbiM  cani^  ^AnpioséB  \le  ^eè^  'fle  diverses 
»  ^  tnàhières.  ' ^^    •  •         '        **  '^    '     ^  •'  -   ^'»»>  •'? 
fejrSolvIÎQ.  generaUs*  piY)bkinatiMB(:q[iMruiKU>li  Oli0||^Iui|ie9rui%( 

qtae  vul^inoQ  nîsl  soluUoaes  isp«cial«s|idliûUa«^.tifidentur. 

iV.  Tomm.  TA'  1TÔ6.  t7»ï.  p..  «5.  ^  ^       v    ,       ..  M 
l«  lîovae  demolistiattoiics  circa  resolulMnem  numeramm  ÎDi,  fu»** 
^  .dr^la.    «/^^  A  IX^AVl^  p.  4&    .  )    .  .        t  à   »  \ 

i.  De    tribus    numeris    quadratis ,    quorum    tam  summa,   quam 

summa  productorum  ex  binis  sit  quadralum.  A.  IlL  I.  1779. 

p.  30.  •  ^    *.  '   '  '•        .»'"  ^    ^'  '  / 

I.  De  siugulari  geoere  quaestionum  Diophantearum,  e(  qietbodo 
maxime  reconaila  eas  i^esolvenai.'    Pt.  A.  ÎX.   xfTt'.  v.  3. 

7.  De  binis  fpimulis  xx.'\-m.YY  eixx-^nyy  m  ter  se  concor- 
^  dibus  et  discordibus.     Mém,  Vltt.  1^$^.  p.  à. 

)•  De  insigni  promotione  analysis  Diopnantëae.  Mtm.  XL 
1780.  D,  .1>,     .    ',  »        I  r  .     .  .»"r 

^  Régula  facilis  problemata  Diophantéa  per  numéros  integros 

u  D»  rtptlMxIA  t)io^kaàt«ae  attâldga  '  ifi  tMlysi  ififiliitorum. 
if.'^Cs^w^'^^.-lTM;  1755.  0i  84i-  ■     ^'hi  ■.,...;  vvl    .      ».i< 


k  k 


i  fipecimen  jingulare  malys^os  Hifinitonim  mdfeletiMatitiiet  M 

ué.  m  1776.  p-  47. 

.  Problematis  ad  analy^hi  mSnhonPA  hddf  tenmiMitam  seferend 

iCduUo.    ifdiTi.  A7^  1781.  p.  92. 
,  PxoUeiiia.  algebraicum ,  6b  «ffectîaii^  promu  singulwres  me 

morabile.     N.  Comm.  XF.  1770o^.  75. 

I     Trouver  neuf  nombre»  A^  B%  C, 

D,  E,  F, 

..  G^  £lf  I.  .1  :    : 

tels  qu'ils  satisfassent  aux  douze  conditions  iuivaiites: 

1.  AA+DD+GGTii',        *.  AB  +  DE+GHz=,9 

2.  BB+E£+Hff=V,        S.  AC+DF+Gf=0 
Z.  CC+FF+II  =U       6.  BC  +  EF+Hl  —0 

7.  AA+BB  +  CC=t',      10.  JD  +  B^^ÇF=0 

S.  VD+EE  +  FF—U      tu  JG  +  Ba+CI=0 
9.  GG  +  HH+rr  =i',      12.  J)G+Eff+FI=:0 

84.  "•4.  Solution   d'une  qnestkm  rurieuse   qui  ne   parait  soumise 'à' 

su(*une  analyse  sur   la  marche  du   cavalier  sur  rëchiquier. 
Mém.  de  Berlin.  XF.  1759.  p.  SIO. 

85.  06.  Recherches   sur  une   nouvelle   espèce   de   carres   magiques. 

Ferhand.  van  het  Genootsch,  te  Flisêingen.  IX.  1782.  p.  85. 

ANALYSE   ALGÉBRIQUE. 

a 

86.  t.  Vntetttm^  )tit  Stigeftra.  Ouvrage  séparé.  St.-Pétersb.   1779. 

2.  vol.  8. 

87.  a.  Introductio    in   Analysin    in6nitorum.      Ouvrage  sépare, 

Lausanne.  17i8.  2  vol.  4. 

Théorie    générale   des    fractiona% 

88.  s.  Nova   methodus    fhictiones    quascunque   ratioodes    hn   frac* 

liones  simplices  resolvendi.     ji.  IF*  I.  1780.  p.  32.    . 

89.  4.  De  fractionibus  contînuis^     Ofm^h  l¥* .  t737v>  p^  ML 


.90.  '  s.  JDe  finictîODÎbas  (ïoiiliimtf  obserratianes. .  (Janutu^Xié^nw^l 

p.  32. 
.91*    ••  JDe  fiNmnUaiie  fractioiium  ctotinoarum»    jé.  III.  L  17T9^ 

;;.  3.  ■     >      ' 

92*    f .  Specitneo  àlgorithim  sîngiilaris.  N.Comm.  XI.  1762k -47U; 

p.  53. 
93.     8.  De  resolutione  irrationalhim  per  fractîones  contiouas,   obi 

•imul    Dova  qvaedam   sipgularis  species  minimi  exponrtur. 

N.  Comm.  XVllL  1773.  p.  218. 
9V.     ^  ObaervaiioDes  analytirae.     Op.  anal.  L  1774.  p.  85. 

Fractiops  contrnues. 
-9$.  lo.  De  transformatione   seriehim  m   frartioDes  ronthmas,  iibi 

mwsX  haec  tbeoria  non  mediocrher  amplifieatur.    Op.  anal. 

IL  1775.  p.  138.  ' 

96.  îi.  Summatio  fracUonis  rontrauaç,  rujua  hidîres  pit^ressionem 

arHhmelfram  constftinint ,  dum  mnneratores  omnés  soiié 
nnilates^  ubi  simul  resolutio  âequationis  Riccatîanae  per 
^pismodi  fractîones  docetur.    Op,  anal.  IL  177S.  p.  2fti 

97.  la.  De   resolutione    fradîcmum   cèmpositanutt   in   shiîpliciores. 

Mém.  L  1779.  p.  3.  r 

98.  la.  De  resolutione  fractionum  transcendentium  in  inâqitas  frac-* 

•    •    • 

tiones  simplices.     Op,  anal.  IL  1775.  p.  102. 

99.  14.*  Observationes  circa  fractiones  continuas.     Mim.  IF.  1779. 

f>.  52. 
100.  la.  De  fractionibus  «ontinuis  Wallisii.     Mim.  V.  1780.  p.  2K. 
191.  14.  Comnientatio  in  frac^tionem  contiriuam  qua  H!.  La  Grande 

polesiates  binomiales  expressit.     Mim.  FL  1780.  p.  3. 

Quantités    imaginaires. 

102.  il.  Omnea  plane  quantitales  imaginariae ,  quaecunqne  hi  cal- 
culo  analytico  occurrere  possunt  ad  banc  forniam  simpli- 
cissimam  a-f'^V — f  ^  revocari  possunt,  ut  litterae  a  et 
h  quantilates  reaies  dénotent  (Fait  paitie  du  mëmoire  inti- 
tdltf:  Theoreonata  quaedam  attalytica  qnbram  demonstratib 
•dlnie  àmàÀÊtÉtaa).  Op.  ùtuU.  IL  Vm,  p.  76.  (V.  357.  415). 


t08rit8\  Devmmiho  Qâti*  -rd«^(>^  mtiigiwaîoraiif  'fai>  iBàklyti.  ^iVl•^. 

Iff.  1776.  p.  25.  •-•     '\ 

latriio-i  miérior   disqubhib  <âe  fot'fMflte   iiiftt^Hltift*  iiAa^ficartli. 

iV:  Jl.  X.  1777.  p.  3.  -^     \ 

IMiboliDè  ikiiigiiT  nM  ealoidr  ItiiagÎDttfitktitiv'fai^'ealml^^ 

i\^.  ^.  XII.  Mil.  p.  3.  <*      \ 

i      Théorie    des    éqvatidtié.       ^ 

106.  ai^]Kouvc9l^tn\^thu4e  dyiimiD^r   le«  qiuaUHé»  iocoBlniaes  4fi^ 

ëquatioDS.     Mém.  de  Berlin. ^  XX.  1764-.  p*  91.  ! 
^^  a;^4D|i^inerae  aequatiooiun.ibn^iae  ex  oiaDUNi^,of>liiiil>iM^  qot- 

,         fuu^  ;re$plalîo  e^hiberi  pqtçO.     N^A%:  VL  XTlf^^p.  25, 
108.  28.  Recherches  sur  les  racines  imaginaîrts  de^c  écpiatiûiis.  Mém. 
^,     ,..:     de  Berlin.  V.  1749.  p.  222.  --    , ,    ,>î 

^Q9*  ^«  Nqva  crilecia  radier  aequatHupum  imagmâriaa  dîgnoscendi. 
,....  N.  Comm,  XIIL  1768-7?.  89.  r 

1f#.  2i|.  ]^T  fofmis .  r^dicum   ^equationum  cujmqile  orduûë  conjec- 
,t^tk>..  :Cpw»,^A  1732*  1738^  ...    V\ 

fil.  36.  De  radicibus  aequationis  intinitiie  -,  .'. 

...   n(/.-k^~«...(«-|-,3)         «...(/.+6)X;. 

.     N.  A,  ix: Vin. p.  \%  ,,,   .,  ,v 

112.  27.  Observationes  circa  radices  aequationunu     iV«  ,^ç^i^im«  XV. 
,.     .^    ,.^1^70.  p.  51,  .  .....    t»:it 

1^13/.  33.  ,Me^oc^  Dova  ^t  &cîli§  omnhim  ^^equsitkmum.  4%«kraif%t 

i;     ,nuD;]fac|îcfs  i[iox^;  soluiu  ipsa^,  sedt  eiiam  quaâcupque  earoin 

potestates   per  séries    concinnas    exprimendi.     N.  A.    XIL 

1778.  /t:  7f. '••'•»•''  '     '  '       ^  ••  .  "    • 

IIIh  i9(^  D^.  ri^soluiione:  .«leqUatioDUOi  ;oi:yii«vis  gradua.    K.   Oon/Ml 

JX  17fi2.  176|h7^  70.  i       . 

115,  80..  Melhpdus  geiutraliâ  invesltgalidi  radiées  onunum  aequatio- 

.  aum  per.  approximattonemi     if.  A*  VU  fTIfi*  p.  16. 
t46.  «t..Ao||ly!§i8i  fi^ilia  et  plaoa  ad?  eaaj^aeries  siaxiaifi:  abstrusas 
/t .  ., \;3>e^luii;fp9t^  ({9^911  .l0roiihim  ^equâUcai«ii.«l|elinikarum  non 


117.  ss.  De  ionumeris  generibus  serienmi    ma>n||ie^ii|f|X|<9rabiliaiii, 

dicf«Tipi^^.'K4  ^tf^n  quâeciuiqiia  âajçiiiii^potasU^  exprimî 
.  poMWXC  .  jy.^.  IV^  I776«  p^  7*,  i    -i  .5.;:| 

ll9.ris,\9evcgDstiiirti9pa  aequatîanum  4^pe  motiu  i,ractonii,  aliisque 
ad  metboduui   taogenlium  inversam  pertinentil^ii^^    Comnu 

tl9-.^*.D«  caostrafUoae  a^u^iioiiuiiv    iComm.  iXm  ]737*;p.  85. 


-    •! 


/      f 


Il  (       I    t     I  .1 


.     ::...)  ,..,,,5    è   r   i   ^.  ^  ♦  .c.  .r>.i 


tSiO.  ss.  'Dè*pr6gressiotiibtiâ  trabsrendentibu^,  èeil  quanim  tennîni  ge- 
'    .         iieiJésalgebi»arcëdariW<luéuht  (x>mm/S^.  i730;^^ 

121.  «•.  ViKaè  obisèHatiiines  ^rca' sériés  îùfiiiîtad.   Cbtim.  ÎX.  1737. 

122.  S7.  De  productis  ex  inGnitis  factoribus' brtii.  ^hi/Tr.  \X7.  1739. 

123.  S8.  De  seriebus  quibusdam  eobsîderaimies.  *  Oc^nm.  kiL  17M. 

124-.  89.  De  serienim  determiniliéne^  sea  ttow  niethodiis  inveniendi 
«    iermidoe  gcoerales  Berienmu     N.  Comm,  tlL  Vl^(^  WH} 

m.  4€u  De  ierinbosdivergéDti]»!».  N^  Comm.  F.  1751k  I7SS.  f.  â#*J 

126.  41.  Obsenationes  analyticae.     iV.  Gmnnu.XJ.  1?6I.  ;i  124-. 

127.  4  a»  Ex^râhatioiies  analyticae.     N,  €onm.  lAT/Tl.   l77Sf.  ff*  ITSJ 
tW«  4<flL  Varia  aliificia  ip  aerierum  iadolem  iBqtiîrèndi.     Op.  anal. 

1.  1775.  p.  kS.  .    :    V 

12SIL  4^  l^emoq^UatiQ  gemiiHa  tbeoremàtis  NewtoDiani/  «juo  tradituM 
relatio  iiiter  coëfficicntes  cujusvitf'atquflioniiEif  al^^raicae  et 
summas  -  pjotesUitwn  Jtadit^uta  cgusdem.  Op*  nkar.  a/'g.  IL 
175(H  p.  108.    ,      «  i         ,  , 

130.  46.  Dembostrafk)  theoi^atis  'Newtonïaéi/  de  evolutione  po- 
testatuii^J>ipointî^  prb  q^sibus  quibés  e^ponentes  oon  siint 
Dumeri  integri.'  N.  t^omnt.  XIX,  1774.  p.  103. 


— ^"   vxvîîi    — 

tilJ  M.  Noté  demôDstràftîo,  qoocl  erolutk»  polesUttim  bhiomîi  New- 
toniani  6tiain  pro  exponenUbus  firâctrs  valeat  N.  A.  K. 
17*6.  p.  52.  "  i 

132.  47.  De  série  maxime  memorâbilî,  qua  poleatas  binomialis  quae-  « 

conque  expriikii  potest^  Mim.  IF.  f779.  p.  75. 

133.  48.  Plenior  expositio  eerierum  illanim  memorabrlhim,  (juae  ex 

unctis  potestatum  bÎDomîi  formantur*     N.  A.  FliL  17lfC 
p.  32.' 

134.  40.  De  mirabilibus  proprietatibuâ  unciànimy  quae  m  evolutioDe 

bmcNliii  ad  potesiatem  quamcunque  evecti  occumml.   A.  F) 
I.  1776.  p.  74.. 

135.  so.  De   ÎDsignibus    proprietatibus   tincianim  binomii  ad  imcias 

quoni^vis  polyDomionim  extensb.   A.  V.  II.  1776.  p.  7^ 

136.  SI,  Demonstratio  insignis  theorematis  numerîcî  circa  uocias  po- 

testatum binomialium.     N.  A.   XV.  1778.  p.  33. 

137.  sa.  De  uncîis  potestatiun  binomîi,  eanimque  interpolalione.  Miin. 

/X  1781.  p.  57. 

138.  BS.  De  extractione  radicum  ex  quantîtatibus  irrationalibua.  Comnu 

XIII.  17i1  — 17*3.  p.  16. 

139.  64.  Nova  ratio  quantitates  irralionales  proxime  exprimeudi.    N. 

Conun.  XVIII.  1773.  p.  136. 

1^.  {»fit*  De  inventioDe  quotrunque  mediarum  proportionalium  citra 
radicum  extractionem.     N.   Comm.  XIV.  I.  176%  p.  188. 

1(1.  B%.  De.  progressidnibus  hannonicis  observationes.  Comm.  VU. 
1734.  1735.  p.  150. 

112*  Bip  Remarques  sur  un  beau  rapport  entre  les  sëriea  des  puis- 
sances tant  directes  que  réciproques.  Mém.  de  Berlin. 
XVII.  1761.  p.  83. 

143.  ss.  Meditationes   rina   singulare   serierum   genus.     JV.   Comm. 
XX.  1775.  p.  140. 
.    Voici  la  forme  générale  de  cette  série: 


4m  (*  +  yi  +  yi  +  ^)  +  «»«•• 


144w  «•«  'De  tannmo^^enenilî  aenenun  hyfiergcoiiieUirartim.    -N*  :4* 

FIL  1116.  p.  42. 
.145.  to.  Yariae  connderationes  circajeries  hjrpergeomeiriraa.    N»j^. 

FUI.  1776.  p.  3. 
14fi.  •!•  Insigiies  proprietates  serierum  aub  hoc  termine  generali  cpi^ 

téntarum: 

N.-  Comm.  XFIIL  1773.  p.  VVi.  ■ 

147.  as.  De  progressioiiibns  arcuam  rirculariiun   quorum  tarigehtëa 

aerùndum  certaim  legem  procedmit.     N.  Comm.  IX.  1762. 
1763.  p.W.  :  ' 

148.  as.'  DilacidatTonea  super  formulîs,  cjuibus  sinus  et  cosinus  an- 
'  gulorum  multiplomm  exprimi  soient,  ubi  ingeUtes  diflS- 

cultates  diluuntur.     N.  A.  IX.  1777.  p.  54. 

149.  a%.  Observaliones  générales  circa  séries,  cpiarum  termini  secun- 

dum    sinus   vél    cosinus    angulorum   multiplorum   pn^re- 
diuntur.    N.  A.  FIL  1776.  p.  87. 

150.  aa.  Mediodus  facilis  inYeniendi  séries  pér  sinus  cosinusve  angu- 

lorum multiplorum  procedentes,   quarum  usus  in  universa 
tbeoria  aatronomiae  est  amplissimus.  N.  A.  XL    1777.  p.  ^4. 

151.  aa.  Diqnisitio  ul ténor  5U{)er  seriebus  secundum  multfpla  cujus- 

dam  anguli  prdgredienlibus.     N.  A.  XL  1777.  p.  114. 

152.  a 7.  De  seriebus  memorabilibus^  quibus  sinus  et  cosinus  adgu- 

lorum  multiplorum  exprimere  licet.    Mém.  f.  1780.  p.  51. 

153.  eê.  Yariae  obsenationes  rirca   angulos  in  progrcssione  geomê- 

trica  procedentes.     Op.  anal.  I.  1775.  p.  345. 

154.  a»;  ExerriUtîo  analylica.     N.  A.  FIJL  1776.  p.  69. 

Le  cosinus  de  tout  angle  j)eut  être  exprime  par  un 
produit  d'un  nombre  infini  de  facteurs,  savoir: 

il  -  ae  présente  ici  la  question  intéressante  de  savoir 
comment,  en  supposant  la  valeur  de  ce  produit  incon- 
nue, on  puisse  trouver  d'une  manière  facile  sa  valeur 

ar. .        . 

C08  ±^*  . 

Su 


JV.  Comm.  XX.  1775.  p.  123.     '  «^    '^    «'^Tl   .W  \ 
'\M{  71.-  GÀriâMemfo  f^iahiWdsLi^  fM- 

prietatibussunt  praeditae.  N.  Cb/iif».'\//?S  •|790.Mt51.  ^.  86. 
18fT.  ri.' hiv*!5ri^tîo  'qùâtruft*a*h'  èériento     qtiaè"iad  hittdèerfr*  piW- 

pheriae    circuli    ad    diametniin    definiendtot'  tnïH^ime   sunt 
•     À  :  ^coi^odj^tae.     iVi  j4.  XL  17794  ;>.  ^33.  ^        -    ». 
158.  73,  De  novo  génère  tjijipin  son^runv  .^^  ^.150. 

JIW.,  Tf,,  CJon^4iEMratÂ^  progressioni^  ciyiisd,axn  ^,  p^jrcuU  (p|adj^tuf||i|i 
.l:i*U    ./  ^nveijiiçnda^  id|ÇUQuQ^e.  Cbm/7».  JT/.,  17?I9.  p.  116.  , 
160.  76.  De  seriebus,  în  quîbus  produ(*ta  ex  bi|^^  termîfHf  contiguis 
,,,,     ,,   .,43U|m  conslHuunt  progressiopem,    Op^  anfid,.  L  1775,  ^^ 
ljS^^,79.,,Prc]ipositi^,quacunque  progressiojae  ab  UDÎt^t^  ixicip^ente,  quae- 

ritur  qi|Qt   eju9  ^rminos  ad ,  minjjniuxi  ^ddi   opporteat,  ut 
^    j  onmi^  pumeri  producanlur.     Op.  ancd.J,  1775./^.  ^^t/t 

162.  77.  Diluridationes  in  capiU   postrema  Ca^culi  mei^  differentialîs 

de  fiiûclioDÎbus  ii^explicabilibus^     Mérm.  l}^„  ^:7^'  P*  ^* 
lj^3...,78.  Pc  exin^Q  usu  methodi  ii>terpolafîoDU0i  ip3  sçr^wiin^  4^T 

trioa.     i}p..anflL  /.  1775.  p.  157- 
Ij^.  79^  De  Itapsfomi^lîonç  seriei  dîvergçntîs        .  j 

1  —  mx  •^-mfjn  -^  n)x^  —  'w  (m  -}-  ^*)  (m -j-  2  w)fc' -;J-  «r  . 

îp  fFactjonem  cont^iiuam.     N.  A.  //.  177)5.  /^.  36w 
165.  80.  Spécimen  transformationis  singidaris  serienun.    Nf  ui.  XH* 

1(^^  81.  Pe  série  Lambertina,  plurimisque  <yus  insigaibus^  propcifhf 
talibu^.    J.  IIL  11.  1779.  p,  29. 

167.  8a.  Evoljulio    jm^o^ucU   intiniU   (1 — Jc)  (1 — vc*)(l— r-^*)  ^t 

in  sériera  siniplicem.     ^.  //^.  1.  1780.  p.  4*7 .• 

168.  88.  De  evolutione   pole^tatis  po^ynouMali»  ('i\ju9iupqiie: 

(I  +  X  +  x^  +  X*  4-  . . .)"., 

a;  ^.  AT/.  1778.  p\  «: . 
1^.  84.  Pe  usu  functionum  distontinûakiim  m  analysi.     N.  Comm. 

Xt.  1765.  p.  "i.  ... 

170.  flfô.  Dis(juteilî()tyes  ïinaîyticâe   stfper  c%'oïdtroh^  pdtestatis  tiino- 

inialis  (1  +  x  +  jc  x)\     N.  A.  XIF.  1178.  p.  75. 


-ij,. 


blêmes  contenus  dans  le  ïnémaire.iBiiiyi\4**QkservaUones 

fit.  'se.  lVbth<d«Attfig€beMKliiSittliMM^    pt^ignstionm.'    *€omm.  .9V. 

TTS.'  '-87i'1iiVèktti^  MlMttniie  ^jtttfqu^  serief^ ex  ^to  témiiilo  generalû 

173.     88.  De  siunmatione  innumerabilîum  progi*essknîibiil\  Conun,  V, 

17V.     89.  De   summis .  seriomm   recitirocaiiinu     Comm,  Vil.    1734'. 
1735.  p.  123. 

i7^.^  V^  Pi^^tio^^alUra  de^ummw  reciprocapnoi  ex  jjjpj- 

.  lestatibus,  jiumeroram   oaluralium    oitarum.     Mise.  Berol. 

proxîme  inveniendi^j ^  .(Sqptnt^*  ^^M*  ^>^?^*  P* ,  ?* 
•Tin  ^  w^dWelfcodu^  uni^efiaiif  .séries  is^uanwvdi   i4t«rw  prQinqt% 

.  ,,Cmm,  FUI.  Xl^  p.AVI.  )  .i,»i 

178.  98.  '  De  seriehus  potestatuin  l^eitpitKiS:  metbodo  ikXva'  et  facillima 

âtunmaBdisi     Qpt  4irud.  IL  illS.  p.  S57..       :  .    .mi   .'JM 

179.  94.  De  sîngulari  ratione    diflbrentiaiàclî  ei^iJitegTattdi,  quae  m 

summis  serierum  occurrit.     N.  A.   VI.  1776.  p.  3. 

180.  96.  De  suminatioaie  seriei?QtiW  ni  q^il^us  '  t^rminorum  signa  al* 

ternantur.  N.  A.  Il,  1776.  p.  46. 

181.  96.  De  nunièrb  mèmofahih  lia  ^mmatione  prôgressionis  har- 

mcRucae  naèuvalis  bcciirrentei     A.  V^  II.  1781i  /t  .VS.  .:::*! 
M2*     97.  SivuinaU<»  prc^f essioAant  : 
1  •- sinr^ -f-^sûiïï^'* -|*âid  3^T». ..  +  sinny- /  Vî     •; 

N.  Càlmà.  XV^ltA  Vll^.  jK  2t.: 

tt3L    98.  De'flnminitrSerienim  nngnerosi  Beraotillianai  invdvefitiuis.j 

N.  Comm.  XIV.  ^k  ««9.-p.  129.    , 
tt(./<nM  De»v.pkdriiiifa  I  iipanti^biM  '  tran8peiid«iilibii6i,i^HBS   nullo 


modo  per  formalts  intégrales  e^prtikkefe  licet    jt.  IF»  IL 

1780.  p.Zi. 
•185.  iioo.  Exercitatîo  analytica ,  vbi  fanprimis  seriei   maxime,  gène- 

ralis  summatio  tradilur.     N.  A.  iX»  1777.  pi  K\. 
iSS.  i^u  De  siumna  aeriei  ex  niunerô  primis  formatae:  (  *-  i  +  V  !^ 

tV— i^x  — iS  +  Ti  + A       A+Vt  — •••    »*>*    numeri 
primi  formae  V/i—  1  habeni  signum  poaiiivmn,  .formae 

autem  4ii-|-l   sîgnum  negaliTUm.     Op.  anal.  IL   177S. 

p.2M. 

187.  loa.  De  summatione  serienim  in  bac  forma  oontenUrum: 

Jl/em.  ///.  1779.  /?.  26. 

188.  les.  Nova  methodu5  summas  serierum  rnfinitarum  per  fmtnttlàÉ 

differenliales  investîgandi.     Mèm.  V.  1780.  p\  45. 

189.  104.  Delà  controverse  entre  MM.  Lèîbnitz  et  BemouUi  sur 

les  logarithmes  des  nombres  négatifs  et  imaginaires.  BÊlhm. 
de  Berttn.  K  17 W.  p.  139. 

190.  los.  Deformulis  exponentialibusreplicatis.  A.  /.  I.  1777.  p.  38t 

191.  106.  Observaliones  analyticae  variae  de  combtnationibas.   Comm. 

XIIL  17*1  —  17*3.  p.  6*. 

192.  107.  Solutio    quaestionis    curiosae   ex  doctrina  combinationum. 

Mém.  IIL  1779.  p.  57. 

CALCUL   INFINITÉSIMAL. 

Calcul     différentiel. 

193.  1.  Institutiones  Calculi  differentialis,  cum  ejus  usa   in  analysi 

finîtorum  ac  doctrina  serierum.     Ouvrage  sépare,    Ber^ 
lin   1755.    4.    Seconde  édition:    Tessin  1787. > 2  vol.  i. 

194.  a.  De  infinities  infinitis  gradibus  tam  infinité  magnorum  quam 

infinité  parvorum.     A.  Il,  L  1778.  p.  102. 

195.  s.  Methodus  inveniendi  lineas  curvas  maximi  minimive  pro-' 

prietate  gaudente&)  stve  Solutio  problematrs  isopertmetrici  It- 
tissimo sensu acrepti.  Ouvrage  séparé*  Lemsanne  ilhk.  \* 


—  ww  — 

4.  Cnrvaiïam'inéiihni  miiihnîye  prqprieta^  ga^enlj^iin  ii 
tio  nova  ac  facilm.     Comm.  F'tÎL  1736.  p.  159. 

6.  Analytica  'explîcatm  methodi  ^  nubrimomm  et  ïninimorum 
k:  Comm.  a:  176*.  p.  n.  .       «    .: 

6.  Methodus  facilîs  ducènd}  radios  dscdli  ex  niethodo  maxi- 
mbnim  et  mînhhorum  petita.     If,  A,  VIL  1776.  p.  83. 

7.  De  insigni  paradoxe,  qaod  in  analysi  maximôrum  et  mi- 

nimorum  occurrit.     Mém,  ITï,  1779.  p.  f6. 

Voir  Ûéométhie  tuitUyÙtpt^^  è  l'article  des  Cmfhes'*'det'  oni^ 
MupériturSi  pluneurs  mémoirei  tfÀ  M  rap|porten^  ^mz  maxima 
et  minime 


Calcul     intégral. 
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.    8.  Institutiones  Calculi    integralîa.     Ouvrage  sépéré.    £/•• 

Pétersb.  1768  — n70.  3  vol.  V.    Seconde  ëdilioil:  Sb- 

Péièrsh.  1792—179*.  *  vol.  *. 
9.  Methodus  integrandi  formulias  differenirales  ratronales  uni- 

cam  variabilem  in  vol  ventes.  Comm.  Jf IV.  17i4'^1746. /f^S. 
.  io.  Methodus  facilior  atque  expeditior  integrandi  formulas  dif- 

ferenliales  ralionates.     Comm.   XlV.    17W  —  17i6.   p.  99. 
it.  \Pfdva  metnodus  integrandi  formulas  differentiales  ralionales 

sinesnbsidio  quantitatumimaginariarum.  A.  V  I.  Vl%i.pM^ 
,  ta.  De    integratione   formularum    di&erentialium   irrationalium. 

A.  IF.  i.  1780.  p.  *.   Inst.  Cale.  tnt.  IF.  p.  3. 
.  is.  Theoremata  circa  redurtionem  formularum  intégral ium  ad 

cirmli  quadraturam.     Mùc.  BeroL  Fil.   1743.  p.  91.  • 
14.  Consideratio  formularum^  quarum  integralio  per  arrus  sec- 

tionmn  ronirarum  absolvi  potest.     iVI  Comm.  FUI.  1760. 

1761.  p.  129.  ' 

.  ih.  De  redùctione   formularum    intégral  ium   ad   rertiGrationêm 

elHpsis  et  hyperbolae.     N.  Comm.  X,  176t.  p.  3. 

/st^iix 
Vt r<|JL        J   5\' 

ubi  simul  egregiae  observationes  circa  fractiones  continuas 
occurmnt.  A.  FI.  II.  1775.  ^.62.  fnst.  Calc.ini.  IF.p.^i. 


^:î*»  Mîa.' -J.:' .       u:  'l'iw  •;    -wij.rf  ■^«V'<l+**y  ••V-     =••'*  ••      *••'•*! 
>9,  17,  De   miegratipiie  fonnulae  / -^^ — -g — -  aliarumquc  snni- 

I  ...     .    Iw^.   /w^.l'Vfff.^??-  /^vJ776./^-  36.,  ,     ^  j 

210.  18.  Quatuor  theoremata  mwmq  IKHf^i  ^>g[W  û^.  c^culo  inte- 
.,   ^         grali,     ;îy:  ^  r//.   1776.  p.  22.  ,.     .       .^>;( 

Sur   lefl^  courbes   algël^riques   dont  les  .arcs  jb^dëânis  s 
_;,      .     ,,  ..  sont  exprimés  par   une.m^me  formule  întëgiçale^  ^FPf* 

JiZi/'rfysiirg)^-*. 
2%U  19.  .FofBMe  générales  differentialium)  quae  etsi  ni^la  substitu- 
'tîokie  ratîonales  reddi  possunt,  tamen  inlegraUcmem  per  loga- 
rithmes et  arcus  circulares  admittunt.  iVl  jé.  XL  1777.  p.  27. 
212.  90.  Integratio  fprmulae  cu'usdan^  differentialis  maxime  irratio- 
nalis,   quam  tamen  per  logaritnmos  et  arcus  circulares  ex- 
...  V,     . -^  V pedire  Ijcat*     -AT.  A.  IX.  Vni.,.p.  118.  .  .    ....  ^      xwr, 

MS.  %%*.  Olefonquli^  di^erentialibps  angi^laribus  maicime.  îrratîonali- 

bus,   quas  tamen  per  logfritiui[ios  et  ^us  cii^^^^ures  inte- 

gttw  Uctel.     Imf.  ,Calc.  inU  IF.  .1777.  /?.  18?, 

Jlli.  aii.;]£vo}utîo  formulae  inlegralis 

per  logarithii^os  et  arciis  circulares.  ^.  A*  IX,  1777.  jf.  iSB. 

21 JS  $1*.  Inlegcatîo  succincta  formulae  maxime  memorabilis 

,      r  dz 

1„  .IV.  j.  X  \111.  p.  20. 

216.  %êt.  jSpechpfn  întçgrationis  abstrusissimaç,  bac  formula 

/dx 
■  Il 
.4, 
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contentae.  iV^  ^.  IX.  1777.  p.  98. 
;217«.as.  M^JX^o^abile  genus  formulanipi.jdiffere^ntialium  maxime  ip^ 

^o^Iium^   quas^  (amen  .-ad   r^tionalitaiem   perducere   licet 

In.u.  Cale.  int.  IF.  Mil.  p.  W. 
216;  ^.^  Tl>«<>renia  maxTtnè  mémorabilè  rirca  (brmulam  itategralèbl 

//Mt.  Cale.  int.  ir.  1778.  p.  19*.. 


.  »•  I 
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21S«  MiriI)bfvntiAi*conjectiiraIîs'nip«r<  fiNrmaki  mIegikU  '  < 

220.  S8.  DemoDstraUo  V  theoreouitis   in^îgnis   pcjT-  conjectunu»    eruti, 

cÎTca  înt^i-atiaiiem  iortanlae 

J(|+aa-.2acos^)'-r»;,--j    ^x        -^       ; 
InsL  Cal.  int.  IF.  Vn%.  p.  2i2^  . 

221.  S9«  De  resolutione  fomuilae  mlegnlig^x^"^  i£x(J-f-x'*)    tn 

aerîem  semper  convei^eDlem ,  >ubi  simul  insignia  artiiicia 
éîrca  Iserierum  «uamaiiooém  •  exjdîoaiUiir* .  r  ./mt.  Cale.  int. 
ir.  1779.  p.  60.  ;.    ..    ,  .;;   ./    / 

222.  lo.  De  nrrenlioûe  întegralhim,  h  post  integratioiMW  vi^î^'îl? 

quantitati  determfcMitiis  valor  tribuatnr.  Mise.  BenÀ.  VII. 
17M.  p.  129.  ^  '  V 

22ti'sL  t<^civft''iHëéodiÏBl   quanthat^^  Ihtégraléé'  deteihniriàDdî.     iV. 
Comm.  A/a:  177*.  p.  66.  //wr.  CàÛl  intlF.^.  i 

22^.  fti«  Conàîpafatio  fonnulae  inl^^ralîa 

225.  as.  ^     xP-^dx 

a  termmo  x:=:0  usque  ad  xii^l  extenfiae.  (Deux  luëmoir^), 
iV:  A.  F.  1776.  ^.  86. 118.  Inst.  Colç.  ini.  IF  plsèi.  32*'. 

226.  S4.  De  valoribus  mt^raliiim  a  termrap  v^abilis  x  =  0  usque 

àd  ortzioo  exteunnim.  Jn$L  Cale.  iai.  IF,  1781.  f^.  337. 

227.  S6.  InVesfîgàlîô  Forinùiae  rotegralis    r    \  '{n^  ^^^  T*^  P^^ 

integrationem  staluitur  xzi:oo*.C^,4vui(.  IL  1775*  f'*  (2. 
Insi.  Cal.  int.  IF.  p.  346,  '  ^ 

â28.  «6.  Invéstigatio  valons  ÎQtc^ralià  '^i    *     .*h\ 

a  tennmo  xçtO  ukpie  ad  x:=:ob  eiMnai:    Op.  anal.  7/. 
1776.  /l  55.    //w(.  Cale.  int.  IF.  p.  358. 
229.  S7.  Methodus  invenieudi  formulas  intégrales ,   quae  certis  casî- 
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but'dalakn'  inler  té'  tendant- rationemv  i>bi  anonk IioedioiilÉ 
traditur  fractiones  contiDuas  summamdi.  Op.  anal.  IL  1775. 
p.  178.  Inst.  Cal.  inU  IK  p.  378. 

230.  t%.  Metbodus  facilis  Inven^ndi  tntegfale  hûjiis  formulae: 

casu  quo  post  intégra tionem  ponitur  ,x:i:l  et  x~00. 
N.j4.   III.  1776.  p.  3. 

231.  18.  De  valore  foimutaë  mtec^ralis 

*'' ^     '     baflfH   quo  *poal   Hit^rationem   ponitiir  jriz:!.     N.    Comm. 

XIX.  177*.  p.  Z.  .;        \ 

838.  4o'.  Ohaenrationes  circa  Hitegralia  talhim  formularum: 

I  .positoposliplf^ratioiieiuxz:.!.  ^IfùiCi  J^fT^r  //'/•  ^7^^^ 

233.  4t.  Evolutio  fomiulae  miè^nXis  fx'^^  dxQx)'^  integratione 
a  valore  xzz.^  ad  xzzLi  extensa.  N.  Comm.  XV  1.  1771i 
p.  91.     Inst.  Cale,  int,  IV.  p.  78. 

^4.  4a.  De  valore  formulae  intégral is 

'**  rasii    qno   jpoet   integrationem    ponilur  isiiz  1.      N.  Comm. 

,  .  ^/X.177i.  p.  30.  /«5f.  Cale.  int.    IV.  p.  122. 


M 
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23J^.  48*.  Observationes  in  aliquot  theoreinala  111.   de   la  Grange. 
'^6p.  anat:  IL  iin.  p.  16.  « 


dxlt 


236.  44,  De  integratione  formulae  y»  .■  j^ — r  abxzzOad  xz^i 
extensa.     ^.  /.  II.  1777.  p.  3.  //w^  Cale.  int.  IV.  p.  154. 

2^7.  \46«..ExpiutiQ..fqçaiyIaL'  integralis  fdxl  ^  .  |  —  j  a  termino 
xzzzQ  uéquê  ad  Jpzzl  exterime.   N.  ^.  IV.  1776.  p.  3. 


~U  .  ,     C :\ 
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fis.  «••  Dé  T«lor«  fonmdae  integràlis  •  •*^-  y    * 

a  termino  xrzO  UAoue  ad  xz:;!.  ex^enMe.  A.  L\  IL  1777. 
p.  29. 
239.  47.  Speculationes  analytîcae.     N.  Çomm,  XX.   I77S.  p.  59. ,  . . , 

Intëgrala  dëânie  de  la  fonnule    ■    '  ;   "dx. 

210.  48.  De  Téro  v&Iore  linjus  fonnuUe  m\jèm\\%  fd3à{i)t)^  'a  ter- 
mine xiZiO  usque  ad  xn:!  exteni^e.  ïf.  A.  VIIL  1776. 
•  />.  15.  '  •     ■'•     ■■.'    '-■  - 

241.  49.  Dé  mtegraltbus  «piibusdaih  inventa  difBciUimi8L"JI/em.  fT. 

1780.  p.  30- 

242.  so.  De  integrationibus  maxime  memorabilibus  el  calcule  inui'» 

^ginariorom  oriundis.     N.  A.  VIL   1777.  p. -99.  • 

243.  61.  Supplemenlum  ad  dissertatioi^em  pra^dsdénteni  eirca  inte- 

grationem  formulae  \— —.9  casu  quo  poniiur 

z  :^  1»  (cos  f  +  V — l.sinç)). 

N.A.  VIL  Vin.v.\%\.  „. 

ta*  De  sumino  usu  caiculr  imaginariorum  in  analjrai.     N,  A. 

IIL  1776.  p.  25.    (V.  103).  .   .  î 

as./  Ullerior   discpiisitio    de   formuJiis   integralibus   rniagiparUa. 

N.  A.  X.  Mil.  p.  3.    (Y,  104.    7  .  V 

.44.  De  insigni  usu  c  Iculi  jjnagii^riorum  in  çalçulo.  ialeg^î. 

N.  A.  XII  1777.  p.  3.     (y.  105),  . 

244.  44.  De   iategrationibud   4^^^'illi^î^9    quanim. .  integr^ia   taoïea 

aliunde  exbiberi  possunt.     JV.  ^.  XlF.  Ylll.  p.  62. 

245.  66.  Uberior  explicalio  meibodi  singulajria  integcalifi  alias  ^xiiiie 

abscondiu  inveatigandî.     N.  A»  IF.  1776.  p.  17» 

246.  47.  Innumera   theoremata    circa    fonnulas    intégrales ,    qpiorum 

démonstratif  (vires  analysées  superace  yidet^f«,,.iV^  A.  V. 

1776.  n.  3.  .  :  . 

•  .  .■''•<■■',..■ 

247.  48.  De  iterata  integratione,  dum  aliquis  exppnens  pro  variabili 

assumitur.    N.  A.  FIL  1776.  p.  64. 


lAXTHI 


2i8.  S9.  De  expressione  nitegi'ëlîiiiB.:{>er  tàciKts^]  1^4  Oémm.  ,9(L 
1756.  1757.  n,  115^  !  ' 

249.  «o.  CoDstructio  aequatiûntuii  quarundàiti  differentialniin ,  cpae 
•^'^'   ^ ^  Mdeiemînâtanim^  aepi^tibnédi  iid^  aSiliitUiii*  'Id.  Erud. 

Lips.  1733.  p.  369.  ~  ' 

250.'  «i.'^pecîmen  de  constructioné  aeqiiatfoDum  diffSerentialram  àHè 
mdetenninataniiii:sepailEitîèneL>  ComhL  ^J; '17921 1733.^.  168. 

2^^.  6a»  Comstr^ciio.aequatioDÎs  àitterenfi9\}S^a^'^4^Z:4X'jrjr^,4f^ 

252.  «s.  De  aequationibus  difierenlialibus,  qui  certist^tipi  casibus 
.\  \  .     : j  integrairâpiem  admiltiint,     Comm^  X,  1738.  /?•  40.    u   .!  i'- 

253.  64.  De  variis  integrabilitalis  generibus.  N^Compi^  Xf^IL  1772. 
-..,..:  ,\:P^1^  ...•••■  •  ..  '.  ....  V*:- 
251».  6S.  De  ÎDlegttatione  aequatioBum.  diflGerentialhim.  jVl  Canun. 
.,   .:   ,      FUI.  1760.  1761, /i.  3. 

255.  66.  De  fonnulîs  differeotiaflibtis,  quae  per,  duaa  pluresve  man- 

tîtates  dataé  inullipli(^atae^  fiant  integrabiles.     N.  A.  VIL 
1776.  p.i.' 

256.  67.  Nova  methodus  innumeiîd)Ueè\  aet^ilatiotiW  dmerenlîales  se- 
A     ^       Mtikdt  gftiditô  redlK^endî  ad  primum  gra^Amiî.     Comm.  IIL 

1728.  p.  12*.  •  •■^■'     •/        '"'     v   '••i   •  '^'^ 

297.  «a.  De  àequéiikiiiiW  âifie^|fà^ibtid  sêofendi  g^idn^.' JV:t;bi»im. 

f^//.  1758.  1759. »>;  Iflfx     -     \    *^^       '      \ 
i^.-i^'.  Dè'foràiùl'is'  difiei^thaibus  ije<^di   gi^âtia,'  q^^  ihtc^- 

iionem  admilltult.^  *  N.  A}  Xf\  ttii.  p.  3. 

2M.  '70.  Methôdu^  sîngàlaris  resolvéndi  ileqùalioties  differenf&deè  aé^ 
-*'  cùnd?  ^dud.     /hsL  Cale:  int  IF.  1779.  /).  52S. 

'260.  ^^.' De  fonmiKs  mfegralibu^  împlicalîs^  éai^micjue  evôlûtioilé  èl 
ti^Daforlnatibne.  Inst.   Cote:  int.   IF.  1778.  p.  SH. 

!26l.  '^^.  Dé  integintTdiie  aequatîoh'um  differentialhink'  âltiôitûti  ^n^ 
^  duuiri.    Mise.  Berol.  Fil.  17«.>.  193. 

262.  7S.  Metfaodua  aequationes  differentiales  altidrum  gfaduum  inte- 
'  "'   grandi  tafarius  proinoli.  A^.  Comm.  ///.  175b.  1751:  ^I T 


;  •»     • .     «» .  i  ;     ,    i    V     .i ,    .  <         .«1.  •  i  ■'.  il     '• 
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263.,i«».Ob^fYvatiope8  «ôigidarf^  çirca  aeq^«ti<ulej|,.4ifi'6|;çDtiale8  \i- 
ne^cef.    N.  A.  XIF.  1778.  p,  ^2.  , 

26^  7«.*  Integralio  generalis  ae<palionuQi..diQVv<'^tidiivn\lmeariuia 
cujiHcuoqaé  gndus  et.  quoteuaqua.  vaoabile».  iovolycutiiiip, 
Mém.  IF.  1779.  ».  M. 

265.  76.  De  aec[iiatioiiil>us  dtffereDtialibus  cniiidciinque  gradus,   quae 

denuo  differentiatae  initegrari  possunt    Inst.  Cale.  inL  IF* 
•1781.  p.  m. 

266.  77.  Spécimen  aequ^lîonum  differentialium  indeâniti  gradus,  ea« 

rumcjue  integralio.     Jnst.  Cale.  int.  IF.  1781.  p.  577. 

267.  78.  Exempla  quarundam  memoraLilium  aequalionum  differen* 

tialhtm,  qnas  adeo  algebraice  integrare  licet,  ètiamsi  nulla 
via  pateat  FariabilciB.  a  se  .in\^ce0^\sepai^aa4i*  Na  ^*  «^///i 
1778.  p.  3* 

268.  79.  De  resolutione  aequationis  dy  -i^-  ayy:dx'ZZ.b^^dx.    JV, 

Comm.  iX  1762.  1763.^.  154;  .  ., 

269.  ao.  De  întegrationcs.  âeqi^ttonil  differeiitialia      . 

i      .        '        mdx  ndr  ^  .i      *  î  .-, 

N.  Comm.  F  t.  1756.  1757.  r.  37.  ' 

270.  81.  Integralio  aequationis  --: 

JV.  Comm,:fIJ,  1?Ç6,  .W67-  ^.  ».  ;     x    ,    ,7^  j 
JBIl..:^.  Obs^ratione^  qircaiaequationeiii^idfffereiitialeiii-  <:    r..;  .L  '^ 

JV:  Cofpni  XF1L  1771.  »,  105.    , 
272.  as.  Integralio  aequationis  diSerentialis:  '    ' 

Mém.  UL  1779.  /i.  3. 
27t.  '64;.  Anâl^sis  ikcilis  aequalionem  Riccatianam^pep'finMtiènein  con- 

tinuam  resolvendi.     Mém.  FI,  1780.  p.  i2. 
274w  46.  Metboflos   noFa   ipvesligandî    omnea  .casna,    quîbua  kanc 
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"      '    *  '  iie^uàdôiiém  differéntfo-difiekvntîaléiii:  "âàyiX  -^^a^ùfary^ 
bxdx dy  —  cyA  j^*  ±:0  Tesdlv^re  *lic€ît     Inst.  ' Cale.  inL 
»'  rr.  ildO.  p.  $33.  »       -     «  >^ 

2T5.''âr6.  GoDsideralio  aecjdatidnis  dîffereotio'^diffisreiitîâlw: 

^a+bx)ddz  +  {c  +  ex)^+^^^^  «0. 

KComm.  XFII.  1772.  o.  125. 

276.  87.  Conslnictio  aequatiotiis  diOerentio-diflereDljalb :  ^ydu^^ 

(jB  +  Cu)du  dy  +  (/>  +  /s  II  +  Fm' m)  ddyzzi  0 ,    supito 
elemeniq  du  constante.  JV.Comm.  VtIL  1760.  1Ï61.  p.  Ï5Ô'. 

277.  88^  Rechèrclies  sur  rintëgration  de  l'ëqualioiï  diSerentîo-dîffë- 

Mjc.  TbttT^.  ///.  1762—1765.  p.  60.  b. 

278.  89.  Exposition  de  quelques  paradoxes  dans^*  le   calcul   intëgral. 
.        '3«m.  de  Berlin.  XII.  1756.  p.  300.  ^  .     : 

279.  oo.  Investigaiio  funclicinùm'çx' data  dfffèreolialium  oondilioDe. 

N.  Comm.  IX.  1762.  1763.  j?,  170.  ..*;..:. 

280.  91.  De    formulis   iptegralibus   duplicaiîs.      N.  Comnu   XïV.  i. 

1769.  p.  72.  //wf.  tWc.  iut.  ir.  p.  ii6. 

281.  93.  Plenior  expliratiô  chci  comparaiioneàfi  qùaiîtitâtùm  in  for- 

/Zdz  '  •     •      •'' '- 

-77-~ s— 2-v    contenlarum,  dénotante  Z 

'^        ftmctTonem. -quÀnciinque   rationalem  fpsiiis  z*.     \/É.    f^.  II. 
1775,  p.  3.    In^.  Ga/&.  'intHF.  p:  \K6. 

282.  9S.  DiltlHâattdti^    supier    metbodo   elegantissima  qtÀi  ^filL^Sé 

la  Grange  ustis^  est  in  int^randa  aequatione  differcnliali 

^  —  ^  •  ^.  //.  i.  1778.  p.  20;  inst.  Cale.  inillV.  p.  465. 

283.  94.  Methodus  succinctior    comparationes  quantitatum   transcen- 

dentium  in  forma     f—rrr-rTn: — r-7i — ^ t  ^.»>  à  i  -^  ^v     ^on- 

....   tentarum  invenieodi.     Inst.  Cale.  int.  IF'.  Mil  à  p.  SOI-;*:) 

11.  -....:   \    .      '■ 

•)  Ce  tifiéftioiré  »st  consigitë  dans  fa  liste  tle  V Eloge  smts'  là  titre;  &tppie^ 
menium  in  Caladi  integraUs  Tom.  /•  Cap.  FI. 


IMLXi       
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28i.  «s.  Rctkerehes  sur  quelques  inlëgrations  remarquables  dans  Vé^ 
iia]yse  dés  fonctions  à  deux  variables,  connues  sous  le  nott 
de  dfflFërerices  partielles.     N.  A.  XV.  VlTt,  p.  S. 

285.  96.  Intë^rratioD  d'une  es|[>èce  remarquable  d*ëquattod  diffëren- 
tSelle,  dans  Vaùalyse  des  fonctions  à  deu^  variables:  Jmnr. 
Xt.Vm.  p.  131. 

2861  97.*  ITe  trànsformatione  functionum  duas  variabites  'involven- 
lium.     Ment.  ilL  177».  p.  43. 

287.  96.  De  msignibus  p^oiprietatîbus  formularum  intégral Tum'prateter 

binas  varîabiles  etiam  earum  diAerentialia  cùjuscunque .  or-* 
dînîs  involventium»     N.  A.  IX.  XTVl.  p.  81.  *      ' 

288.  99.  Solutio  problematis  analytici  dlfticilli'mi!:    JUem.  XI.  1782. 

p.  '12S. 

If"  .  I      .  .  .  .    ■ 

'Calcul    des   variations.  >•    t'i^ 

289.  loo.  Elementa  calcul!  varia tiontun.  N.  Comm.  X.    1764.  ^.51. 

290.  loi.  Methodus  nova  ac  facilis   calculiun  variationum  tractandi. 

N.  Coinm.  XFL  MlCp,2l.  Itist.  Caïà.  int.  IF.  p.  590. 

CALCUL   DES    PROBABILITÉS^     ARITHMÉTIQUE 


.1 


POLITIQUE. 


291.  i.r  Scl^^rcîsBeffieats   «u*   le   mémoire   de    IV^.  de  la   Grapg« 

(Misç.  Taur.  Vol.  V.  p.  167)  concernant,  la  méthode  de 
prendre  le  milieu .  entre  les  riésultals  de  plusieurs  observa- 
tionai    'ki  'a.  lit  1777.  ».  289. 

292.  9.  Observationes    in   Cel.    Dan.    Bernoulli    Dijudicationem 

*  ■ 

maxime  prôbabilem  plurium  observationum  discrepanthun 
atque  verisimillimam  inductionem  inde  formandum.  A.  t.  I. 
1777. >.  24.. 

293.  s.  Solution    d  une    (juestiôn   très   difficile  dans  le  '  calcul  aka 

probabilités.     Wm.  de  Berlin.  XXF.  1769.  />.  285. 

294.  4.  Recherches  générales  sur  la  mortalité  et  la  miiitiplication 
'  dû  ^aat  hnmàm.  Afé/n.  de  Berlin.  XFt  tïiSO.'  p.  lO.'^ 


^5.     6.  Sur  les  rentes  viagères.  Mém^Jefierli^.  XV L  I7|^..  f-^fifi^ 
J296.    «•  Eclaircissements  sur  les  caisses   mortmires,    calculées  sous 

J[a   direction  de  M.  Kuler,    par  M.  N*  fus$.     Ouvrage 
^  .  ^éparé.    St.^PéterslfOurg.  1776.    4.  .>  ^..^ 

^Sfl*    7*  Solutio  quaestionis  ad   calculum   probabilîtatis  pertinentis: 

quantum  duo  conjuges  persolvere  d^bcapt,  >ut  suis   haere- 

dibus,   post   utiiusque  mortem,   certa  argeoti  siimmu  pior- 

solvatur.     Op.  ono/.  //^  1776.  /?,  3H. 
JÎ98.  ..s*  Sur  Tavantage  du  banquier  au  jeu  de  Pharaon*,  j  Méim^de 

Berlin.  XX.  176*..  p.  IH. 
299.     9.  Calcul  de  probabiliië  dans  le  jeu  de  rencontre.     Ment,  de 
,_  .  BeAin.  yiL  1751,  p.  255. 

900.  io.  Sur  la  probabilité  des   sëquences  dans  la  loterie  génoise. 

Mém.  de  Berlin.  XXL  1765.  p.  191. 

301.  il.  Solutio   quarundam  qaaestiotumi  ex    calculo   probabiliunu 

Op.  anal.  1781.  //.  p.  330. 

.1^     •   .  .  . 

.1,      u    \ .        GÉOMÉTRIE  .  ÉLÉMENTAIRE.     , 

302.  1.  Solutio  problematis  ad  geometriam  situs  pertinentis.  Comnu 

^      ritL  nhi.  p.  \sk  '  ^   ^'-'î    i  !.  ..  > 

303.  9.  De  s3rmptomatibus  quatuor  .pvf  ctorum  in  eodem  piano  si- 

torum.     j4.  VL  I.  1775.  p.  3. 
30ft:    s.  rie  centre  siikilitûdînîs.     N.  A.  tX  iTTI.  p!  IS»;      -^    ~ 

3b5.  4.  Proprietates  triangufônmr,  qiiorum  ânguti  certam  inter  se 
ràtiônem  tènent.     N.  Comm.  XI.  1707.  p.  67. 

306.  6.  Solutio  facilis  problenGrahmi  iquonmdam  geometricorum  dif- 
fîcillimorum.     iT.  Comm.  Xl.  1767.  p.  103. 

307. ,  é.  Dilucid alignes  super  problemate  quodam  geometrico,  olim 
a  Jac.  Bernoulli  tiactalo.     Mém.  /.,  1779.  p.  26. 

308..  |y.  Solutio-  compléta  ejusdem  problematis  de  quadrisectjane 
trianguli  per  duas  rectas  inter  se  normales,  Mém.  L  1779. 
p.  W.. 

309#,   s.  Geoipetriça  et  s|>faaeriça  quaedam.    Mém.  V  f780.  p.  96. 
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310.,  •.  y^riae  demoBstratîones  gepmetricae.  N»  Coptm.  /.  1750.  p.  .49. 
31|..  lo.  ^olutio  facilis  prçblematîs  geometrici,  quo  quaerilur  circulus, 

qni  très  alios  circ^los  datoa  langat  JV,  A,  FL  ^779.  p.  95. 
^12.  il..  Spli^lio  fariUa  probleurviiis  geomelricî,  quo  (juaeritur  sphaei;^^ 

<juae  quatuor  alias  datas  tangat     Jneni.  IL   1779.  p.  17. 

313.  la.  Dé  yariîs  modis  circuli  quadraturam  numeris  proxïme  ex- 

priin|Bnâi.     Comm.  iX.  ilH.  p.  ^22. 
is.  Consideratiô  progression^  cujusdam  ad  rirculi,  quadraturam 

inveuieDdain  idoneae.   Comm.  XL  1750.  p.  Il 6.  ^(V.  159). 

*3ft.  M. 'fconsideratîonescyclômetrîcâe.  N.  Comm.  XFHTI2.  p/tëb* 

315.  is.  AnnolatioDes  in  lorum  quèndani  Carlesn,  ad    circuli  qua- 

•      •    '       drarturam'  spectantem.     N.  Vomrh.  VilL  1764.  p.  157. 

3W.  lé.  Probleiualis  mjusdam  Pappf  Alexandrin!  cbnstrùctio.  A.  IV* 

I.  1780.  p.  91. 

317.  17.  Solutio  problematis  geometrici  circa  lunulas  a  circulis  for^ 

nuEtas.    Çonfm.,IX  1744;  p.  207.  ;;      ;;  {,/      V  \\' 

318.  18.  Elementa  doctrinae  solîdorum.  N.  Comm,  IV.  1758.  p.  109. 

319.  t%.  De  oorporibus  regulàHbus  per  dèiftritiafli  •  apbàérîaun.^dÉr 
.,    i  tetsiîilsftisj^  nbf  simul  Dovia  methodus  igloboa  shre  coelestes 

;  1  i    .  ^  shr?:  teri^tj?«v«  cbaictà  obduceûdi.  traditur.  ;  ^-^V  //•  .1  MM. 

/?•   3.  ■••'•;.•  ;  :        .  r.         ;  .  o 

320.  soe  Dfipon9tr9tTO.\n(^Km]aIloi[tini  iBsig^hiiii  |>roprietaliUm,  quibna 

.,  M)lida,.bedrrsip|anîj9!;ija(tliisa  suai  pva^U.    N.  Opmm.,H[* 
1758.  p.  IW.  :_    .\   »  :.;     \  ;      / 

32l.:i|i.  âoli|M0>proUaoaiMî^  de  invemendp  triatBgulfOyiîn  quD  rtttlie 
.      e;i   fein^^^lfâ  apgulis   latera  fppposila  biseqaiiie»  isint   ratio- 
nales.     N,  Comm.  XVIIL  1773.  p^  tll,i\  .   .l\ 

-323L  tik%.  IfiyesUgalio  Urianguli,  in  quo  distantiae  angn^ortoiiab  iegiis 
..  ee»^t>  gfâvifatis  rationaliser  exprimanUir.    A*  A.  XI L  1778. 

.8231  as.  Solùti^  'probkmâtis  difficilliinî  a  Fennatîo  propoaiti.  <  *Jf. 

Comm.  IL  1749.  p.  4.9.  i  4    <•       .  :      ' 

'     ^   .TrOuiMV  tm  «triaogW  rectangle,  evpnitki  ea  nombres) tt- 

A      .     tidoeUt  danSi  Ifqud  ;le  x^arrtf. de  chaque  oaAbète,  moins 

la  surface  du  triangle  méme^t-pepdi^iat.iQl  ot^lnbre  carre. 


LXX1CIT      —  - 

's2k  ^4.  Sôlutio  problemalis  de  inveniehdb  iriàngulb,  in  ijao  rectàe, 
ex  singulis  angulis  latera  opposite  biseéàntes,  «fait  tattiHiâeti. 
'       >  ■  "W.  Cômm.  XFlIt.  1773.  p.  171. 

"325.  as.  Solutio  facîlipr  ejusdem  proLlematis.   mèm.  IL  1779.  /iVlO. 

326.  ao.  Investigatio  quadrilateri ,  in  quo  singulorum  angulonim.  sir 

nùs  datam  inter  se  teneant.  ratîonem;  ubi  arlificia  prorsus 
singularia  in  analysi  Diophantea  occumint.  Mém.  f^.  1780. 
p.  73. 

327.  17.*  Problème  de  gëomëtrie,  résolu  par  l'analyse  de  Diophanle. 

Mém.  FIL  1782.  D.  3. 

-,     •  ■  •  '  ■        ■  .-.•'.. 

;   ,         Trouver  lef  trois  côtes  d*un  triangle  dont  les  lignes,  tî- 
'  \  .    \  rëes .  des   angles   par  le  centre    de   gravite  du  trjiaq^e, 

soient  toutes  trois  exprime'es  en  nombres  ratipnels. 

-:•■-...«'  .  \ 

TRIGONOMÉTRIE   ET  ANALYSE   TRIGONOMÉTRIQUE. 

•   •  il» 

,»■.•.••■  •• 

-828.     t.  Methodus  facilis  computandi  angulorum  sinus  «^  tangentes 
"  <  '    lam  naturales  quam  artificiales.     Comm.  XL  I7S0.  p.  194. 

•129/    i.  Subsidium  calculi  sinuum.     N.  Comm.  V.  1760.  p.  164. 
330.     s.  Quomodo  sinus  et  cosinus  angulorum  multiplorungi  per  pro- 
<r:    !  -       dtJK^ta  exprîmi  queant     Op,  anal.  /.  1774.  p.  3J3t   • 
•%!.•   4.  De*,  multîplicatione    angulorum    per    fàctores   expedienda. 

N.  A.  F.  1776.  p.  ^.  \        ^ 

'332;!   6'. .  Principes  de  trigonométrie  sphérique,  tirés  de  là  itafétliode 
•des  plus  grands  et  des  'plus  petits.     Menu  de  Berlin.   IX. 
1753.  ;?.  2i3. 
-333.     6.  TrigoDocnetria  sphaerica  uni  versa,  ex  primis  principiîs  .bro- 
.r  ^  »  j    ..  .viter  et  dilucide  derivata.     A*  IlL  I.  1779.  p*  72. 
334.     7.  De  mensura  angulorum  solidorum.     A.  IL  II.  1778.  p.  31. 
.  335..    a.  Speculationes  super  aréa  triangiiloruiai  sphaericorum.  N.  A. 

X.  1778.  p.  hl. 
336.'   9.  Eléments  de  trigonoÉdélrie  sphéroTdiqne  tires  de  la   mé- 
thode des  plus  grands  et  des  plus  j^tits.  Mém.  de  Berlùu 
JXr  1753.  ;».  2*8.  :. 


naasaus\ 
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•      TMGE   DES  CARTES.  » 

337.  1.  De  repraesentatione  superficiel  sphaericae  super  pjfDO.  Aj  •/• 

I.  1777,/?!  107. 

338.  a.  De  projectiooe  .geograpbica  Delislfana   în   mappa  generali    ' 

Iinp^î  Russie!  usilata.     A.  f.  h  Mil*  p.  H3. 

339.  .  s.  De  projectione  geographica  superficie!  sphaericae.    A.  L  I. 

1777.  p.  133. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 


t  •       • 
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Géométrie    des    couroe$   en    général. 

1.  fntroductio   in    analjsrn  infinitorum.  .    Ouvrage-  séparé, 

Lausanne.  17W.  2.  vol.  t.     (V.  87)*'   r  •    ;i 

3MK     9«  De  infinitis  '  curvis   eju^diem  gôieris ,   seu  melhôdus  :  iolwër 

34>1.     s.  niendr  laequationes    pro    infimiis.  carvk   ejusdem   generis. 

(Deux  iiiëmoires)..   Comm.  FIL  1734.  1735.  p^  174.  184. 

342.  '  4«  ETolutîo  gênerai ior  fermularum  comparationi  curTaniin.iiltfr 

,  denrÎBDlinm.     N.  (omm.  XIL  1766.  1767.  p.  42. 

343.  s.  DëmoDslration    sur  'le  nomfire  des  points  où  ^éux   lignes 

d'un  '  ordre  quelrorique  peuvent  de  couder.'  Mem.  de  Berlin. 
IF.  17W.  p.  234.  '  .     ^' 

344.  ••  Sur  une  contradiction  apparehte  dans  'la  doctrine  des  lignes 

courbes.     Mém.  de  Beilin.  IF.  1748.  p.  219.  - 

*  Sections     coniques.  '    •'^^• 

345.  7.  Sut  quelques)  propriëiës  de^  sections  coniques  qui  convi^oe 

neût  à  opei  infinité  d'autres  lignes  courbes.  Mimi  de  Ber-- 
lin.  /.  174&.  p.  53.  71.  .  .      i    :  i; 

346.  s.  Uberior  evoltttio  comparationis  quam  inter  trcua  sectionum 

conicarum  instîtuere  \\c&..     A^sf^*  \h  t775.  p.  23. 

347.  9.  SololiO' probleiltatis  geometrici.  N.  Comm.  IlL  1750.  1751. 

p.  224.  .  î.    .     . 


•   »  • 


1        K^' 


Les  diamèttrés  conju^ùëBj  d*i|ne- elIfjMe  ëtant  donnés  de 
nombre  et  de  position,  trouver  ses  axes  principaux. 
%\rS.  io.  t)êftnonstratio    tlîeôremâtis   et   solulio    problematis  in  Acdi 

Enid.  Lips.  proposilorum. 
'  'N.  Comm.  rn.  1758.  1759.  p.  128. 

Une  ellîpise  ëtànt  coupëe  en  deux  moitiés  par  un  dia- 
mètre  quelconque,    il   s*agit  de  partager  rîine  de' ces 
moitiés  en  deux   parties   telles  queleul'  différence  soit 
géométriquement  asignable. 
Stô.  il.  De  elllpsi  mipima    dato    parallflogramnif)    rectangulo   cir- 

cumscribenda.     A.  IV.  IL  1780.  p.  3. 
350.  ta.  Solutio  problematis  maxime  curipsi,  quo  inter  omnes  ellip- 
ses,    quae   circa    datum    tnangulum   circumscnbi    possunt, 
ea  quaeritUr,  cujus  area  sit  omniuin  miniouu     N.  \A.  IX, 
1777.  p.  \t^. 
3SI«  18;  Problema  geometricum:  inter  omines  ellipses,  tp/êà  per  lUSâ 
^piatuor  puncta  traduci   possunt,  eam  de6niile,  quaé  haStet 
/^  aream  minimam.     N»  A.  tX.  1777.  p*  132» 
VSL  t4.  Spécimen  alterum  methodi  novae  quantitates  transcendeliM 
inter  se  obmparandi  :  De  comparatione  arcuum  eUipsis.    N. 
Comm.  FIL  1758.  1759.  p.  3. 
^y  .    ^3*  Le  ^fecimen  prùn^m  voir  ci-dessous  .N.  WL    . 

353.  15.  Solutio  problematum    rectificationem  ellipsia  reqpirentiuiiL 

Comm.  FUI.  1736.  p.  86.  >     . 

354'.  16.  Nova  séries  infinila  maxime  convergens,  perinjietrum  ellip- 

sis  exhibens.     N.  Comm.  XVIII.  1773.  p.  71. 
355.  17.  Animadveiisiones  in  rectificationem  ellipsis.     Op.  var.  arg. 

II.  1750.  p.  121. 
3M.  fs.  De  curvis  byperbûlicis,  quae  intta  suas  asymptotes  spatkitai 
-     '  finiiam  includunt.     N.-  A.  VI IL  1777.  p.  1 16; 

357.  19.  Praeter  circulum  nulla  datiùr  cor  va  algebraica,  cujus  sin- 
ipAi  arcus  per   arcus  circulares  srmpliciter  exprimi  queékit 
'Vp.  4fnalx  II.  17754  p.  76.   Mémoire  intitulé:  Theoremaia 
\    :     t..  '^aadàm  analylita  quorum  demonstraiio  adhw  desideraW* 
(Voir  102.  U5). 


»; .' 
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M9.  7  t.  Sdlutm  {m>blëixiati!r  '  (é  ittedKido  fngentrani  fnvéÀ»)  méîkè 
Novembris  17ii  (îi^  Actis  firûd.  L^)  prdpoMtî.  jtua 
Erud.  Ûps^  MKK.  p.  Zn.  •         ^  •.î^ 

410.  73.  De  msîgnl  promotione    methodi  tangentiuln   myersae.     N. 

^  tbmm.  a:  im.  ;?.  135.    '  * 

411.  78.  De   melhodo    taogentium    inversa    tfd    theoriam   solîdorum 

translaU.     N.  J.   f  I.  1776.  p-  Tl.  '  '^^ 

412.  74.  Soltitto  triitm  ^probleinatom  dtfÏTrilîorain  ad  meth^dum  tan- 

gentium  inversam  pertineniium.     Mém.  X,  mtr  p.  i6..^. 

Rectification    des   qourbes^     «t 


413.  76.  Investigàtio  binarum  curvafum,    quamm   arcué  èidem  ab- 

scissae  respond entes  summam  algebraicam  cônstUuuiït.  Comm. 
FUI  1736.  p.  23.  '  -A 

414.  76.  De  reductibne  Hnearum  curvanim  ad  arcùs  cîrctilares.     N. 

Comm,  IL    1749.  ^.3.  '  '-i.     v 

415.  77.  NuUà  prôrsus  dàtur   curva  algebràiira,    cnjils  shiguli  arcnl 

simplîcîter  pei' logarîthmôs  ex-ptimr  qaeaM.  OpJ  anal.  ff. 
1775.  p.  76.  Mëmoire  înlitulë:  Theoremta  qûaedâm  anafy- 
tica^  quorum  àemotistraUo  ûdhdè  desideràtur.  (V.102.35Ï); 

416.  78.  De  curvîs  algebraicis,  quamm  oinnes  arcus  per  àrciis  cir- 

culares  meliri  l?cet.     Mém,  XI.  1781.  p>  114. 

417.  79.  De  innumeris  curvîs  algebraicis,  quarum  longitudo  per  ar- 

cus parabolico»  metiri   potesU:!  iVj^««-f^.:  t776i  p.  59. 

418.  8o.  De  inûnitis  cUrvis  algebraicis,  quarum  longitudo  arcui   pa- 

raboHco  aequatur.     Mém.  A"/.  1781.  p.  ÎW.  '  ^^  • 

419.  81.  De  innumeris  curvis  algebraicis, '  quarum  longrtudinem   p^r 

arcus  elliptîcos  métrri   licct.     A".  ^.  V,  1776.  p.  1\,       •  ' 

420.  83.  De  inGnîtfs  cufvis  algebraicis,  quarum  longitudo  indefinita 

arcui  elliptico  aeqi]atur'.\    'Xfém.  Xf.  1781.  p.,  95. 

421.  88.  De  binis  currts  algebt^icis  inveniendis,  qnamm*  ^arecis  in- 

finilc  inter  se  silit  aequales.     N^  Â,  tK,  1776:  p,  %. 
4fii.'*84.  De  bhiis  eurvTS  algebfaicii' eaâem  reeÀfiratiotie  gAùdentiboa. 
Mim.  XL  1781.  ».  t02. 


—    scn    —^ 

4S3»  é9*  Observationes   de    ecnnparatione    arcuum    irrectificabilhunu 
N.  Comm.  FI.  1756.  1757.  p.  58. 

424.  86.  Spécimen  novae  methodi  curvanun  qiiadraturas  et  rectîfi- 

cationes  aliasque  cpiantitates  transcend entes  inter  se  com^ 
parandi.  N.  Comm.  FIL  1758.  1759.  p.  83.  (Voir  ci- 
dessus  N.  352\ 

425.  87.  De  curvis  algebraicis  quarum  longitudo  exprimitur  hac  for- 

mula intégral!  f  y'^^^y.^    ^-  ^'  ^^*  *"**  P'  ^• 
4261  88.  Dé  'arctibus   curvarum   aeque   amplis   ebrumque   compara- 
tione.     N.  Comm.  XIL  1766.  1767.  p.  17. 

427.  89.  De  dùabus  pluribusre  curvis  algebraicis,  in  quihus  si  a  ter- 

minis  fixis  arcus  aequales  abscindantur,  eorum  ampli tudines 
datam  inter  se  teneant  rationem.     K.  A.  FI.  1776.  p.  63. 

428.  9o.  Sur  le   point  de   rebroussement  de  la   seconde   espèce   de 
r  M.  le  Marquis  de  rHôpilal.     Mém.  de  Berlin.  F.  1749, 

p.  203. 
429*  0t*  Metbodus  facilis  invesligandi  radium  osculi,    ex  principio 

maximorum   et    minimorum    petita.      N.  A.    FIL    1776. 

p.  83. 
43p.  sa.  De  curvis»  quarum    radii  osculi   tenent  rationem  duplica- 

tam  distantiae    a   puncto  fixo,  earumque  mirabilibus  pro- 

prietatibus.     Mém.  IX.  1781.  p.  47. 

_  « 

DéTeloppement   des    courbe  a. 

431.  as.  Investigatfo  curvarum  quae  evolutae  sui  similes  producunt 

Comm.  XII.  1740.  p.  3. 

432.  94.  Inyestigatio  curvarum,  quae  similes  sinl  suis    evolutis  vel 

primis,  vel  secundis,  vel  tertiis,  vel  adeo  ordinis  cujua-^ 
cunque.  N^A.I.  1775.  p.  75. 
96.  Demonslratio  tbeorematis  Bemoulliani,  quod  ex  evo|u? 
tione  curvne  .fujtiscunque  rei^tangulae .  in  infinitum  con- 
^tiniiatae  tan^oqn  cyHloidc!»  n^scantun  JV.  Comm^  X.  1764« 
p.  179.  (V.  ri-dei«us.  N..Jfl^\^,  Xr'\       .  .,• 


180.  49.  De  verà  bnchystochronaf  sed  Imea  celenrnni  descoMia  ift 
medio  resistente.     Mém.  VIIL  1780.  p.  29. 

381.  4«.  Investigatio  accuratior  cirea  brachystochronas.    MÂm.  f^IIL 

1780.  f.  17. 

382.  44*  De  bracbystochi'ona    in  medio  resistente   diim   corpus  ad 

cenlroin  virium  utcuncpie   attrahitur.     Mém.  VIIL    1780. 
p.  41,. 

383.  45.  Problematis  isoperimetrici  in  latissimo  sensu  accepti  solu- 

tio  generalis.     Conim.  VI.  1732.  1733.  p.  123. 

384.  46.  Solutio  problemalis  cujusdam  a  Cel.  Dan.  BernouUi  pro- 

positi.    Comm.  JL  1738.  p.  164. 

Parmi  toutes  les  courbes  isopérimëtriq[ue9  comprises  entre 
les  mêmes  termes  trouver  celle  dans  laquelle  fr^ as 
soit  un  maximum  ou  un  minimum*,  r  étant  le  rajroa 
osculateur,  et  s  l'arc  de  la  courbe. 

385.  47.  Methodus  inveniendi   infinitas   curvas  isoperimetricas  comr 

muni  proprietate  praeditas.   N.  Comm,  VI,  1750. 1751.  p.  3. 

386.  48.  Solutio   problematis  ob  singularia   calculi   artificia  mémo* 

rabilis.     A/em.  //.  1779.  p.  13. 

Trouver  une  courbe  telle  qu'en  nommant  les  cordon- 
nëes  jr  et  j* ,  Tare  5 ,  et  a?  une  fonction  quelconque 
de  'Vipcx -{-yy^^fv ds  soit  im  maximum  ou  un  mi- 
nimum. 

387.  49.  Solutio  problematis  trajectoriarum  reciprocarum.  Comm.  IL 

1727.  p.  92. 

388.  6o.  De  curvis  rectificabilibus  algebraicis  atque  trajectoriis  reci- 

procis  algebraicis.     Comm.  F.  1730.  1731.  p.  169. 

389.  61.  Nova  metbodus  inveniendi  trajectorias  reciprocas  algebraicas. 

Op.  var.  arg.  III.  1751.  p.  54. 

390.  62.  Rechercbes  sur  la  véritable  courbe  que  dëcrivent  les  corps 

jet&  dans  l'air  ou  dans  un  autre  fluide  quelconque.  Mém. 
de  Berlin.  IX.  1753.  p.  321. 

391.  68.  Digressio  de  trajectoriis  tam  ortliogonalibus  quam  obliquan- 

gulis.     N.  Comm.  XFIL  1771.  p.  205. 

g 


U6.     7.  Sur  le  principe*  d^.  U  moindre  artiqfi.     3ii$m.  <fe  Berlin. 

FIL  1751.  p.  199. 
ii\r.     t.  Examen  de  là  dissertation  de  M.  le  prof.  Kônig,  ins^réie 
*^*     *•  dans   les  Acte^   de  Leipzic    pour   le    mois    de    mars   1751. 

(Deux  mémoires).  Mém.  de  Berl.  VIL  1751.  p.  219.  ^W. 

449.  10.,  Dissertatiô    dé    principio    minimae    action is   una.  cum  exa^ 

^  mine  oibjertionum  Cl.   Prof.  Kônigii   contra  ^Koc   princî- 
pium  factorum.     Ouvrage  séparé.  Berlin.  XJ^^^.  8. 

450.  il.  Lettre  à  M.  Mërian  sur  le  même  sujet   ^A/éni,  de  Berlin, 

Vt  1750.  f.  522.  '   ' 

451.  ia.  Essai   d'une  démonstration   métaphysique    du  principe  gê- 

nerai  de  Tëquilibre.  Menu  de  Berlin,   VIL  1751.  p.  246. 

452.  18.  Dilucidationes   super   aliquot   casus  aequilibrii   difKciliores. 

A.  III.  II.  1779.  p.  10i>. 

453.  14.'  Genuina    principia   doctrînae   de  statu    aequilibrii  et  motù 

corporum  tam   perfecte  flexibîliiim   quam  elasticorum.     A, 
^'*    '^  ''^''tomm.  XV.  n71.  p.  381. 

454.  15.  De  gemina  methodo  tam^a^quilibrii^m   quam   motum   cor- 

porum flexibillum  detérmiriandi,'  et  utriusque  egregio  con- 
sensu.  j  iV^  C^(n*  J(^.  177^.  p-iÀ^'  .  î  ■:' 

455.  16.  De  motu  corporum  flexibilium.     Op.  var.  arg.  j(lL  175|, 

456.  17.  Sur  le  mouvement  de^    corps  HexYbfes.     Mém.  ^  Berlùf^ 

-'•   •■  •>. 'm5.>: i*.  À         .  ' •  "    •^" 

457.  18.*  De  mplu  corporum' i(lexibîliiun.Co/nm.  XfV  1744 — 1746^ 

_ttit  i  .-•**''  '         '  ■  î.<..  I..»         L.-1 

''         "p.  182. 

458.  19.  De  pressione  funiuin  tensoriim  in  corpora  subject^  eoruni- 
4Wf.  -io;  q^g  mblu  a  frictione   impcdilo  -,    ubî  praeserlim .  metbodiia 

traditur  motum  corporum  tam    perfecte   flexibilium    quam 

.fiiouoqu^  ela^tîcoituni  jioD  iti  eodem  piano  siionun  determi- 

nandi.  f  Deux  mémoires).    IV.  Comm,  XX.  1776.  p.  304.  3?7. 

•    *      •  •  •   •    •    • 

4iO.  ai.*  Accuratior  evolulio  formularum  pro  filorum  fltxibilium 
aequilibrio  et  motu  inventorum..   j4.  VI.  II.  1782.  p.  148. 

46f^  93.  De  aeqfiilibrio  et  motu  corporum  flexyris  elasticis  juncto- 
nim.     N.  Comm.  XÏIL  1769.  p.  259. 


\ . 


—,     ilCT       — 

M2.  ».  Ds  iproblcnute   qaodam  '  ni«i'h«ni<-o   hUs' obvio  m  sulutu 

diificillimo.     ^.  IL  II.  1778.  /».  150. 
i63.  34.  Solulio  gemîna  probtemalis,   quo  motus  corporis,  fîlo  ali- 
cubi    alligali,    super   plaoo   borizootali   quaerîtur.     A.  Il, 
il.  1778.  ;>.  162. 
46t.  M.  De  motu  lib^o  pluriiun  corporum  lilis  colligalorum  super 

piano  borizonUli.     A.  IF.  I.  1780.  f.  107. 
46S.  3fl.*  Solutiq  problematis  mecbanici.     N.  A.  III.   1779-  p.   14â. 
L'auteur  ronsîdÈre  deux   cylindres  parallèle»  entre  eus, 
sur  un  plan  horizontal,  avec    un  til  qui  les  enveloppe, 
en  passant  au  dessous  de  l'un  et  au  dessus  de  l'auire: 
il  suppose  que  rliarun  de  ces  cyliudres   soit  represL'nle 
par  la  section  circulaire  d'un  plan  qui  le  coupe,  et  que 
ces   deux    sections   avec    le    ûl    soient   situées  dans  un 
même  plan  vertical.     On  demande   quelles  lois  suivra 
le  nmuvement  de  ces  cylindres,  si  l'on  dopne  un  tboc 
à  l'un  d'eux,  ou  à  tous  les  deux  à  la  fois? 
t66.  37.  De  motu  globi   beterogenei  super  piano   horîzontali,    uns 
cum   dilucidationibus   uecessariis  super   motu  vacillatorio. 
N:  A.  i.  1775.  p.  Il*     .  ■    .  / 

467.  38.  Consideratio   motus   p'ane   singujaris,    qui   in  filo  peifecle;  I 

'     flexili  Wum  Kabere  polest.     If.  A.  If.  1775.  p.  103.      "  I 

468.  19.  Furmulae    générales    pro   Iranslatione  qnacunque  corpnruin  i 

rigidorum.      .V.  Camm.   XX.   1776.  p.  189.  \ 

469.  S9.  Nova  methodus  motum  corporum  rigidorum  determinandi.  j 

N.  lomm.  XX.  1776.  p.  208.  I 

470.  SI.  De  motu  quodain  maxime  memorabili,  satis  quîdem  siip-  | 

plici,  at  solutu  difGcillimo.     ff.  A.   K   1779.  p.  149. 

471.  sa.  De  motu   corponim  in  super6ciebus  mobilibus.     Op.  var. 

arg.  I.  1746.  p.  I. 

Mouvement    de»    projectile». 

IS  — 41.  Voir  «eii/" mémoires  sur  les  trajectoircit  GiomUriemnn^tiqiM^ 
k  l'artîd*  CiMirhu  det  ordrti  mpifietifi.    (N.  187  —  8K) 


^ 


—    scn    — 

4S3»  «5.  Obacnratioiies  de   ccnnparatîone    arcaum    n 
A\  Comm.  FI.  1756.  1757.  p.  58,  . 

424.  86.  Spécimen  novae  methodi  curvanim.  cpiadratunt  et  lectifi- 

cationes  aliasque  quantitates  transcendentes  inter  se  com- 
parandi.  N.  Comm.  FIL  1758.  1759.  p.  83.  (Voir  ci- 
dessuB  N.  352^ 

425.  87.  De  curvis  algebraicis  (juanim  longhudo  exprîmîiur  hac  for- 

mula integralî  f^^——^.    N.  A.  FI.  1776.  p.  36. 

426. "88.  De  'arctibus   curvanun   aeque   amplis   ébmmqne   compara- 
tione.     N.  Comm.  XIL  1766.  1767.  p.  17. 

427.  89.  De  duabus  pluribusve  curvîs  algebraicis,  m  qnibus  si  a  ter- 

minîs  fix is  arcus  aequales  abscindantur,  eorum  amplitudines 
datam  inter  se  teneant  rationem.     N.  A.  FL  1776.  p.  63. 

428.  9o.  Sur  le  point  de    rebroussement  de  la   seconde   espèce   de 
r  M.  le  Marquis  de  rHôpilal.     Mém,  de  Berlin.  F.  1749, 

p.  203. 
429*  91*  Metbodus  facilis  investigandi  radium  osculi,    ex   principio 
maximorum   et    minimorum    petita.      N.  A.    FIL    1776. 
P-  83. 

430.  9t«  De  curvis»  quarum    radii  osculi  tenent  rationem  duplica- 

tam  distantiae  a  puncto  fixo,  earumque  mirabilibus  pro- 
prietatibus.     Mém.  IX.  1781.  p.  47. 

DéTeloppement   des    courbes. 

431.  9S.  Investigatio  curvarum  quae  evolutae  sui  similes  producunt 

Comm,  XII.  1740.  p.  3. 

432.  94.  Investigatio  curvarum,  quae  similes  sinl  suis   evolutis  vel 

primis,  vel  secundis,  vel  tertiis,  vel  adeo  ordinis  eu  jus-; 
cunque.  N.A.  /.  1775.  p.  75. 
96.  Demonstratio  theorematis  BemouUiani,  quod  ex  evo}a- 
tione  curvae  cujuscunque  rei^tangulae .  in  infinitum  con- 
tinuât^ tan^oqn  cydoides  n^scantun  ^.  Comm*  X.  I764f 
p.  179.  (V.  ci.de.«8us.  N,.Jf^\^,  j-t       ;       .  .^^ 


—    xatt    — 
Surfaces   courbes. 

433.     se.  Recherches  sur  la  courbure  des  sur&ces.  Mém  Je  Berlin. 

XFI.  J760.  p.  119. 
i34.     S7.  Evolutio   insignis   paradoxi  circa  aequalitatem    superficie- 

rum.     N.  Comm.  XIV.  I.  1769.  p.  10*. 
(35.     ss.  Investîgatfo   superficierum ,    quarum    normales   ad   datum 

planum  productae,  sint  omnes  inter  se  aecjuales.  N.  A.  X* 

vm.  p.KX. 

i36.  90«  De  superficie  conorum  scalenorum  aliorumque  corporum 
conicorum.     N.  Conim.  1.  17 kl.  1748.  p.  3. 

i37.  toc.  De  superficie  coui  scaleni,  ubi  imprimis  ingénies  difBcul- 
(aies,  quae  in  hac  învestigalione  occurrunt,  .perpenduntur. 
N.  A.  m.  1776.  p.  69. 

438.  101.  De  solidis,  (piorum  superficiem  in  planum  explicare  iiç^tf 
N.  Comm.  XFI.  1771.  p.  3. 

4'39.  103.  De corporibus  cylindricis  incurvatis.  N.  A.  Xll.Vtn.p.^\. 

MÉGANIQUE. 
Mécanique^    en    général. 

440.  i.  Recherches  sul*  la  connaissance  mécanique  des  corps.  Mè'Un 

de  Berfin.  1758.  d.  131. 

441.  a.  Mechanica,    sive    motus  scientia   analytice   exposita.     Oic- 

vrage  séparé.  St.-Pélersbourg.    1736.  2  tomes.  4. 

442.  8.  Theoria  motus  corporum  solidorum  seu  rigidorum.     Ou>^ 

"vrage  séparé.  Âostock.  1765.    4, 

443.  4.  De   proprietatibus   triangulorum    mechanicis.     A^  IlL   U% 

1779.  p.  126. 

Principes  d'équilibre  et  de  mouvement 

444.  6.  Découverte  d'un  nouveau   principe  de  mécanique.     Mém.^ 

de  Berlin.  VT!.  1750.  p.  185. 

445.  6.  Harmonie    entre    les   principes    généraux    de   repos   et   de 

mouvement   de   M.   de   Maupertuis.     Mém.  de  Berlin. 
VII.  1751.  p.  169. 


U6.     7.  Sur  le  principe^  •  d^  h  mpindre  ar(i(p.     Mém.  de  Berlin. 

FIL  1751.  p.  199. 
ii\r.     t.  Examen  de  là  dissértatioD  de  M.  le  prof.  Kônig,  insâ% 
*■**•     ••  dans   les  Acte^   de  Leipzic    pour   le    mois   de    mars   1751.. 

(Deux  mémoires).  Mém.  de  BerL  FiL  jYSl.  p.  2Ï9.  ÛVd. 

449.  .10.,  Dissertalio    dé    principio    minimae    actionis  una.  cum  exa^ 

^  mine  oibjerlionum  Cl.   Prof.  Rônigii   contra  Jboc  princi- 

pium  fartorum.     Ouvrage  séparé.  Jferlîn^  U^3.  8. 
(50.  a.  Lettre  à  M.  Mërian  sur  le  même  sujeL    mém.  de  Berlin, 
'■■'  F/.  tt50.  p.  522.  "  ' 

451.  ia.  Essai   d'une  démonstration  mëlaphysique    du  principe  gê- 

nerai  de  Tëquilibre.  Mém,  de  Berlin,   FTL  1751.  p.  246. 

452.  18.  Dilucidatibnes   super  aliquot   casus  aeqi\ilibrii  difHciliores. 

^.  ///.  II.  1779.  p.  106. 
4Ï3.  14.'  Gènuina    principia   doctrrnae   de  statu    aeqqilibrii  et  motû 

corporum  tain   perfecte  flexibilium   quam  elasticorum.     j!V, 
^''    ^  '^'^IComm.  XF.  1771.  p.  381. 

454.  15.  De  gemina  methodo  tam^a^quilibrium   quam   motum   cor- 

porum flexibilium  detérmîriandi,*  et  utriusque  egregio  con- 

sensu.   1-^.,  Ç^m*  4f^^  *7^A»/'i'^'  »  J   f 

455.  16.  De  motu  corporum  flexibilium.     Op.  vur.  arg.  J^iL  175|, 

••'■•■'  •>'.88:  '•  ■"*       '  '  ■  •;,'  "  ;-,'\.     ;'  '  ■'■■ 

456.  17.  Sur  le  mouvement  de?    corps  Hexrbfes.     Mém>  |fc  Berlm^ 

■''    i:m5:p:sk:  À    '    :' ■■-   ■■■'  "  •^" 

457.  18.'  De  molu  corporum  flexibilium.  Cofnm,  Xff^>  1744  —  1746> 

-"''  •>.  ite.'     '  • .'    ■■;•'■     '  ■■'■    -■■ 

458.  19.  De  pressione  funiuin  fensorum  m  corpora  subject^  eoruia- 
%§V. -io;  q^jg  motu  a  frictione   împcdîlo-,    ubi  praesertîm .  jnetbodiis 

tradilur  motum  corporum  tam    perfecte   fle)i^ibilium    quam 

.fiiouoquQ  elasticortim  ^od  iti  eodem  piano  siionifli  determi- 

nandi.  rDeux  mémoires).    IV.  Comm.  XX.  1776.  p^  304.  3?7. 

460.  ai.*  Accuratior   evolutio   formularum    pra   filorum   fltxibilium 

* 

aequilibrio  et  motu  inventorum..   j4.  FI.  II.  1782.  p.  148. 

'  .  •  '       •  • 

461^  93.  De  aeqfiilfbrio  et  motu   corporum  flexyris  elasticis  juncto- 
rum.     N.  Comm.  XÏII.  1769.  p,  259. 


p,  î£d:f 


.  'i,  \,  \       *  %    ^ 


M.  De  ^problemate  -qnodam.  mévlianîca  mUs   obvjb   %i  solutu 

difficillimo.     J.  IL  IL  1778.  /i.  150.  ,, 

.  24.  Solulîo  gemina  problemaiis,   qjuo  motus  corporis,  iilo  ali- 

cubî    allîgali,    super    piano    horizonlali    quaeritur.     ji.  li^ 

II.  1778.  p.  162. 

as.  De  motu  lib^o  plurium  corporum  filis  colligatorum  ^up«| 
piano  horizonlali.     A.  IF*  I.  1780»  p,  107. 

26.*  Spjutiq  problemaiis  mechanici.  N.  A.  IlL  1779*  /?•  l^jî» 
L'auteur  considère  deux  cylindres  parallèles  entre  eux, 
sur  un  plan  horizontal,  avec  un  til  qui  les  enveloppe^ 
en  passant  au  dessous  de  Tun  et  au  dessus  de  l'auLre: 
il  suppose  que  chacun  de  ces  cylindres  soit  représenté 
par  la  section  circulaire  d'un  plan  qui  le  coupe,  et  que 
ces  deux  sections  avec  le  iil  soient  situées  dans  un 
même  plan  vertical.  On  demande  quelles  lois  suivra 
le  mouvement  de  ces  cylindres,  si  l'on  dopne  un  choc 
à  l'un  d'eux,  ou  à  tous  les  deux  à  la  fois? 

37.  De  motu  globi  heterogenei  super  piano  horizonlali,  una 
cum  dilucidalionibus  necessariis  super  motu  vacillatorro. 
N.  A.  L  1775.  p.  1191  r   .  ^ 

38.  Consideralio  motus  p'ane  singiUaris,  qui  in  filo  perfecU^ 
flexili  locum  habere  potesl.     N..  A»  IL  1775.  p.   103. 

.  29.  Formulae   générales    pro  Iranslatiune  quacunque  corporum 

rigidorum.     iV.  Comm.  XX,  1776.  p,  189. 
8ô.  Nova  methodus  molum  corporum  rigidorum  determinandi.. 

N.  Comm.  XX.  1776.  p.  208.  .'  - 

.  81.  De  motu  quodam   maxime  memorabili,  satis  quidem  sîm-. 

plici,  at  solutu  difficillimo.     N.  A.  F.  1779.  p.  U9.  ' 
.  82.  De  motu   corporum  in  superBciebus  mobilibus.     Op.  var^ 

arg.  /.  1746.  p,  1. 

Mouvement   des    projectile». 

88 -*4i.  Voir  neiç/*  mémoires  sur  les  trajectoires*.  GéomUi^ie  ^naljtimtg^ 
è  r&rtide  Courb0s  des  ordres  supérietirs.    (N.  987  —  Wf) 
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Pesanteur   et  descente  des  eorpi. 

i72.  4a.  De  motu  gravium  cîtissîmo  super  curvis  specîe  datis.     N, 
Comm.  Xril  1773.  f.  488. 

473.  48.  Ënodatio  maximi  paradoxi  in  problemate  quodam  mechanico 

occurrentîs.     Mém,  X.  1781.  p.  7. 

474.  44.  De  descensu  baculî  super  bjrpomochlio  cylindrico  fixo  de^ 

labenlîs.     J.  FI.  I.  1775.  p.  117. 

475.  45.  Solutio  problematis  mechanîci  non  pamm  curiosi.     Mhn. 

FIL  1782.  p.  23. 

476.  46.  Solulio  problematis  merbanirî.     N,  A.  Xltl.  1782.  p.  64. 

Un  fil  de  longueur  indëterminëe  est  passe  plusieurs 
fois  et  tout  entier  autour  d*un  disque  circulaire;  son 
extrëmitë  est  attachée  dans  un  point,  et  plus  bas,  à 
une  distance  égale  au  rayon  du  disque,  se  trouve  on 
plan  incline  sur  lequel  on  pose  le  disque  de  manière 
que  lorsqu'il  descend  en  vertu  de  sa  pesanteur,  il  dé- 
roule par  le  bas  le  fil  dont  il  est  enveloppé.  On  de- 
mande son  mouvement. 

Mouvement   de  rotation  des  corps. 

477.  47.  Du   mouven^ent  de  rotation  des  corps  solides  autour  d'un 

axe  variable.     Afe'm.  de  Berlin.  XlF.  1758.  p.  154. 

478.  48.  Du  mouvement  d'un  corps  solide  quelconque,  lorsqu'il  tourne 

autour  d'im  axe  mobile.  Mém.  de  BerL  XFl.  1760.  p.  IJfS. 

479.  40.  De  collisione  corporum  gyrantium.   N.  Comm,  XFIL  1773. 

p.  272. 

480.  50.  De  collisione   corporum  pendulorum,   tam   obliqua,   quam 

motu  gyratorio  perturbala.  N.  Comm.  XFIL  1773.  p.  315. 

481.  51.  De  motu  globi  circa  axem  obliquum  quemcunque  gyrantîs 

et  super  piano  horizontali  incedenlis.  A.  FL  IL  1775.^.  107. 

Mouvement    d'oscillation. 

482.  5!i.  De  minimis  oscillation ibus  corporum  tam  rigidorum  quam  fie- 

xibilium,  methodus  nova  ac  facilis.  Comm,  FÏL  1740. p.  99* 


-—      XBTK'    — 

ss.  De  oscilUtionibùs  fili  flexîUs  quotcunque  pdnduactQia  oniuti. 

Comm.  FUI.  17*1.  p.  30. 
64.  De  Dovo  génère  oscillatîonum.     Comm.  XL  1750.  p.  128. 

86.  De  motu  oscillatorio  corporuin  flèiibîlhiih.     CommJ  XlIL 
1751.  p.  12*. 

66.  De  motu  oscillatorio  duonim  corporum  ex  filo  super  trochr 
leas  traducto  suspensorum.  A.  IL  IL  1778.  p.  137. 

67.  De  motu  oscillatorio  tabulae  suspensae  et  a  yento  agitatae. 
N.  A.  IF.  1775.  p.  131. 

68.  De  motu  oscillatorio  penduli  circa  axem  cylindricum  piano 
horizonlali  incumbenUuii.     N.  A.   FL  1780.  p.  H5. 

69.  De  motu  tautoclirono  pendulorum  compositorum.  N.  Conun* 
IIL  1753.  p.  286. 

,  «0.  De  oscillationibus  minimis  penduli  quotcun^e  pondusculîs 
onusti.     N.  Comm.  XIX.  1775.  p.  289. 

.  61.  De  motu  oscillatorio  penduli  rujuscunque  dum  arcus  da* 
lae  amplitudinis  absolvit.     A*  I.  IL  1777.  p.  159. 

61.  De  motu  oscillatorio  mixlo  plurium  pendulorum  ex  eodem 
corpore  mobili  suspensorum,    A.  ///..  L  1779.  p.  89. 

r  66.  De  motu  oscillatorio  (lendulerum  ex  .filo  tenso  dependBft^ 
tium.    A.  IIL  IL  177*.  p.  95. 

.  64.  De    motu    penduli    ciira    axem   cylindricum   ftilcro    datiie 
■figurae  iucumbentem  mobilis,   remota  frictione.    Dissertatto 

prior.    A.  IF.  IL  1780.  p.  133. 
.  66.  De  eodem  arguniento,  sed  habita  frictionis  ratione,  disser^ 

tatio  altéra.     A.  IF.  IL  1780.  p.  16*. 
.  66.  De  motu  oscillatorio  bînarum  lanrium  ex  libra  suspensarum. 

Pr.  Comm.  XIX.  1775.  p.  302. 
.  67.  Explicatio  motus  oscillatorii  mirabilis  in  libra  majori  ob- 

servati.     N.  Comm.  XIX.  1775.  p.  325. 
.  68.  Determinatio  motus  oscillatorii  in  dissertatione  Cel.  Dan. 

Bernoulli  (iV^  Comm.  XFIII.  p.  2*7)  pertractali,  ex  pri- 

mis  mechanicae  principiis  petita.    N.  Conim.  XFIIL  177*. 

p.  268. 
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499r>6».'  De  cMcdlUtîoDibnâ  mhiîmb  funb  libère  euipcost.    A..  FL  L 
177t.  p.  157.  .      ^ 

Mouvement  vibratoire      Théorie   du  son.     Théorie 

mathématique   de   la  musique*. 

5*00.  70.  Dissertatio    physira  de  sono.     Ouvrage   séparé.      Bdle, 
1727.    i. 

501.  71.  De  motu  aêris  m  tubîs,    inaequaliter  amplb.     N.  CofànL 

Xn.  1772.  p.  281. 

502.  73.  Conjectura  physîca  de  propagatione  soni  (et  lummb).    0^. 

var.  arg.  IL  1750.  p.  1. 

503.  78.  De  la  propagation  du  son.  Mém.  de  Berlin.  Jf/^.  1759.  /y.  185. 
sot.  74.  Supplément   aux    rechirches   sur    la    propagation    du   son. 

Mém.  de  Btrlin.  XF.  1759.  p.  210.  ' 

505.  75.  Continuation    des    recherches   sur   la    propagation   du  son. 

Mém.  de  Berlin.  XF.  1759.  p.  2tl. 

506.  76.  Eclaircissements  plus  détaillés  sur  la  génération  et  la  pro- 

pagation du  son  et  sur  la  formation  de  Técho.  Mém.  dit 
Berlin.  XXI.  1765.  p.  335. 

507.  77.  Lettre  à  M.  de  la  Grange  contenant  des  recherches  snor 

la  propagation  des  ébranlements  dais  un  milieu  élastique. 
Mise.  Taur.  II.  1760.  1761.  p.  1. 

508.  7S.  De  propagatione  pulsuum  per  médium  elasticum.  A^.  (Jomm. 

L  1750.  ^.67. 
jM>9.  79.  De  cbordis  vibrantibus  disquisitio.  N.  Comm.  XFH*  Vt}% 
p.  381. 

510.  80.  De  motu  turbinatorio  chordarum  musicarum^  ubi  simul  uni* 

versa  theoria  tam  aequilrbrii  quam  motus  corponim  flexi- 
bilîum  sîmulque  etiam  elasticorum  breviter  explicatur.  N. 
Comm.  XIX.  1775.  p.  3iO. 

511.  Si.  EclaircissemejQts  sur    le    mouvement    des  cordes  vibrantes» 

Mise.  Taur.  III.  1762  —  1765.  p.  \. 

512.  st.  Deierminatio  omnium  moluum,  quos  chorda  tensa  et  uni- 

fonniter  rrassa   recipere   potest     j4.  III.  IL,  1774-.  p,  116. 


ês^  AnÎBUMliieraanetf  în    6Q)^UoDem    Benioulliwam    de 

chonjaniia  ex  duabus  parliboA  dîversae  cnussitfeî  compo- 
8Îlaniin,:(Tom,  ?^VL;l^ov,  Covim.  p^  257).  ^.  Comm. 
XFU.  1173.  p.  410. 

S4.  De  moiu  yibraloi^o  chordarum  ex  partibus^  quotcunque  di- 
versais  crassitiei    compositarum.     ^JV.   Comm.  XFIl.   1773. 
^        p.VÎ^.  ». 

86.  De  motu  vibratorio  chordarum  crassiiie  utctiXKpie  variabili 
praedîUnim.     N.  Càmm.  XVlI:  1773.  f.  432. 

88.  De  motu  vibratorio  chor4armn  inaequalUer  crassarimi.  If. 
Comm.  IX.  1764.  p,  246. 

87.  Recherches  sur  le  mouvement  des  cordes  înégalemeut  épaiar 
ses.     Mise.   tour.  III.  1762  —  1765.  p.  27. 

.  88.  Dilucidationes  de   motu  chordarmn   ina^tjMaliter  crassarum. 
A.  IF.  II.  1780.  p.  99. 

89.  Sur  le  mouvement  d*uiie  corde  qui,,  au  commencement^ 
n'a  éVé  ëbranlëe  que  dans  une  partie.  Mém.  de  Berlin. 
XXI.  1765./?.  307. 

90.  Sur  les  vibrations  des  cordes.  Mém.  deBerL  IF.  1748.  p.  69. 

81.  Remarques  sur  les  mémoires. de  Pan.  rBern oui li  qui  rou- 
lent sur  la  courbe  que  fait  une  corde  tendue  mise  en   vi- 
bration^  et   sur   lea  diffiâreotos   espèces  de  vîl>ratÂQ9s,.4çsf 
I         coixies.     Mém.  de  Berlin.  IX.  1753.  p.  19& 

93.  De  perturbatione  mohts  chordarfim  ab  earu'm  pondère  oriunda. 
•        Ji.  F.  I.  1774.  p.  180.  ?!..:. 

•e.  De  môtu  vibratorio  flli  flexilis  corpusculis  quotruiKpie  onusti. 
N.  Comm.  XI.  176i.  p.  215. 

94.  De  motu  vfbratorio  laminarum  elastfcamm,  ubi  plures  no- 
vae   vibralionum   species    haclcnus  -  non    pertrsMatae    evol- 

vuntur.     A.  Comm.  XVII.  1773.  p.  449. 

■ 

95.  Investigatio  motuum ,  quîbus  laminae  et  virgae  elasticae 
contremîscunt.     Au  IIL  I.  1779.  p;  103. 

96.  De  aequilibrio  et  motu  corporum- •  Bex|iri»  «las^icis  juncto- 
rum.     N.  Comm.  XI IL  1768.  p.  219.  (V«  KM). 
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S26I    Pi.  Solutio  prëblematîs  de  invenienda  cuira  qium  fomial  la* 
tnhia  elastica  in  smgulis  panctb,  a  potentiia  quîbuacun- 
que  solicilata.     Comm.  III.   1728.  p.  70* 
98.  De   miris   proprietatibus   curvae   elasticae  aub  aequatîone 

jr—f'^^l^    contentae.  ^.  P^T.  I.  1782.  p.  U.  (V.3«*> 

527.  99.  De   motu   vibratorio   tympanonim.     iV.  Comm.  A.   1766. 

p.  23t. 

528.  100.  TentameD  de  sono  campananim.  If.  Comm.  X.  1766.  p.  261. 

529.  101.  Tentamen    novae  theoria  Musicae,    ex  certisshnis  hanno- 

DÎae    prÎDcipiîs   dilucide    expositae.     Ouvrage   séparé. 
St.-Pétersbourg.  1739.    4. 

530.  loa.  Conjectures  sur  la  raison   de  quelques  dissonances   gâié- 

ralement  reçues  dans  la  musique  moderne.  Mem.  de  Berl. 
XX.  176t.  p.  165. 

531.  108.*  Du  ve'ritable  caractère  de  la  musique  moderne.    Mém,  de 

Berlin.  XX.  176t.  p.  175. 

532.  104.  De  harmoniae  veris  principiis  per  spéculum  musicum  re- 

praesentatîs.     N.  Comm.  XF'FII.  177t.  p.  330. 

Forcea    motrice  a. 

533.  105.  Réflexions  sur   quelques  lois  gënërales  de  la  nature  qui 

s'obsenren^  dans  les  effets  de  forces  quelconques.     Mém. 
de  Berlin.  IV.  1748.  p.  189. 

534.  106.  Recherches  sur  les  plus  grands  et  les  plus  pàtits  qui  se 

trouvent   dans   les   actions   des   forces.     Mém.  de  Berlin, 
XF.  1748.  p.  149. 

535.  107.  Rechercher  sur  l'origine  des  forces.  Mém.  de  Berlin.    Fl^ 

1750.  p.  419. 

Forcea    centrales. 

536.  108.  De  attractione  corporum  sphaeroidico-ellipticorum.  Comm. 

X  17t7.  p.  102. 

537.  109.  ProblèiÉie:.  Un   corps   étant   attiré  en    raison   réciproque 


—    a    — 

quanëe  des  dialances  vers  jdeux.  pahits^  fixes  donnes,  trou- 
ver le  cas  où  la  courbe  dëcrîte  par  ce  corps  sera  algé- 
brique.    Mém.  dé  BerUn.  XFI.  1760.  p.  22». 

538.  t  io.  De  motu  corporis  ad  duo  virium  centra  attracli.  N.  Comnu 

X.  1766.  p.  2m. 

539.  111.  De  motu  corporis  ad  duo  centra  vfrrum  fixa  attractî.     N. 

Comm.  XI.  1767.  p.  152. 
544k  lis.  Considérations  sur  le  problème  des  trois  corps.    Mém.  de 
Berlin.  XIX.  1763.  p.  194. 

541.  lis.  De  motu  trium  corporum   se   mutuo  attrabentium  super 

eadem  linea  recta.     N.  A.  III.  1776.  p.  126. 

542.  114.  De  ^lotu  rectilineo  trium  corporum  ie  mutuo  attrabentium. 

N.  Comm.  XI.  i767.  p.  144. 

543.  116.  De  momentis  viriuju  respectu  axis  cujuscunque  invenien- 

dis;  ûbi  plura  insignia  symptomata  circa  binas  rectas,  boé 
in  eodem  piano  silas,  explicantur.  N.  A.  VII.  1780. 
p.  191. 

544.  lie.  Metbodus  facilis  omnium   virium  momenta   respectu  axis 

cujuscunque  detenninandi.     N.  A.  VII.  1780.  p.  205. 
117.  De  viribuB  centripetis  ad  curvas  non  in  codem  piano  si  tas 
describendas  requisitis.  N.  À.  III.  1776.  p.  111.  (V.  400). 

Pression    et   choc    des    corps. 

■ 

545.  lis.  De  pressione  .ponderis  in  planum  cui  incumbit.  N.Comm. 

XVIII.  1774.  p.  289. 

546.  119.  De  commun icatione  motus  in  colHsione  corporum.  Comm: 

V.  1735.  p.  159. 

547.  1^.  De  communicatione  motus  in  collisione  corporum  sèse  nùOt 

directe  percutientîum.     Comm.  IX,  1744.  p.  50. 

548.  isi.  StfT  la  force  de  )a  percussion  et  sa  véritable^ mesure.    Mém. 

•  ■  de  ÈerimJ  I.  174$.  p.  2t. 
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16.  De  Tcra  làutochroDa  in  fluido.     if.  CâmUf.  XJTII.  1772. 

f.  333.    (V.  377). 

17.  De  tautoohrona  in  medîo  rarissimo,  quod  reslstit  m  n- 
lione  multiplîcata  quacunque  céleri taiît.  NuComm.XFlL 
1772.  p.  3W.      V.  375). 

577.  18,  Essai  d'une  tliëorie  de  la   rësistence   qu'ëprouve  la   proue 

d'un  vaisseau  dans  son  mouvement.  MértK  de  Paris.  1778. 
p.  597. 

Machine»    hydrauliques    et    pneumatiques. 

Moulins    à    vent. 

578.  19*.  Recherches  sur  reflFel  d'une  machine  hydrauliqne  de  J.-A. 

Segner.     Mém.  de  Berlin.   VI.  1750.  p.  311. 

579.  ao.  Application  de   la  machine  hydraulique  de  M.  Segner  à 

toutes  sortes  d'ouvrages,  et  de  ses  avantages  sur  les  autres 
machines  hydrauliques  dont  on  se  sert  ordinairement.  Mém. 
dr.  Berlin.  Fil.  1751.  p.  271. 

580.  ai.  Théorie    plus    complète  des    machines   qui    sont    mises  en 

mouvement  par  la  reaction  de  l'eau.  Mém,  de  Berlin.  Xm 
1754..  p.  227. 

581.  aa.  De  cochlea  Archimedis.     N.  Comm.  V.  1760.  p.  259. 

582.  as.  Sur  l'action  des  scies.     Mém.  de  Berlin.  Xll.  1756.  p.  2ffJ. 

583.  a4.  Discussion  plus  particulière  de  diverses  manières  d'ëlever 

de  l'eau  ][)ai*  le  moyen  des  pompes  avec  le  plus  grand 
avantage.     Mém.  de  Berlin.  Fil.  1752.  p.  H9, 

584.  as.  Maximes   pour   arranger    le  plus  avantageusement    les  ma- 

chines destinées  à  élever  de  l'eau  par  le  moyen  de  pom- 
pes.    Mém.  de  Berlin.  FIL  1752.  p.  185. 

585.  ae.  Recherches   sur    une  nouvelle    manière    d'élever   de  l'eau, 

proposée  par  M.  Demour.  Mém.  de  Berl.  FI.  1751.  p.  305. 
58â.  a?.  Recherches   plus   exactes   sur   rcffet   des  moulina  à    vent 

Mém.  de  Berlin.  XII.  1756.  p.  165. 
587.  9^.  JDe  ;Cons(ruciione  molaunn  alalarum.    N.  Comm.  IF».  1758. 


—     <îv.    — 
ARCHITECTURE   CIVILE   ET   HYDRAULIQUE. 

588.  1.  Sur  la  force  des  colonnes.     Mém.  de  Berlin.  XI IL  1751'. 

p.  252. 

589.  ».  Determinatio  onerum  quae  columnae  gestare  valent.    A.  II: 

l.  1778.  p.  121. 

590.  8.  Examen    însîgnis  paradoxi   m  theorîa  columnamm   occuN 

rentis.     A.  II.  I.  1778.7?.  1*6. 

591.  4.  De  altîtudine    columnamm   suh  proprio  pondère  corruen- 

limn.  J.  II.  I.  1778.  p.  163. 

592.  s.  Cogilatîones  de    aggerîbus    construendîs.     N.  Comm.  /JC 

1764.  p.  352. 

593.  6.  Régula  farîlis  pro  dijudiranda  firmitate  pontîs  alhisve  cor- 

poris  similis,  ex  cc^ita  firmitate  moduli.     N.  Conmu  XX 
1776.  p.  271. 

SCIENCE    NAVALE. 

594.  1.  Scientia  navalis,  seu  tractatus  de  construendîs  ac  dirigent 

db  navibus.     Ouvrage  sépare.     St.^Pétersbourg.   174'9« 
2  tomes.    4. 

595.  a.  Théorie  complète  de  la  construction  et  de    la  manoeuvre 

des  vaisseaux.     Ouvrage  séparé.     Su-Pétersh.  1773.   8. 

s.  Essai  d'une  théorie  de  la  résistance  qu'éprouve  la  prouQ 
d'un  vaisseau  dans  son  mouvement.  Mém.  de  Paris.  1778. 
p.  597.     {y.  ^11). 

4.  De  vi  fluminis  ad  naves  sursum  trahendas  applicanda.  ji. 
IF.  I    1780.  p.  119.    (V.  572). 

596.  5.  Examen  des  efforts   qu'ont   à   soutenir    toutes    les    parties 

d'un  vaisseau  dans  le  roulis  et  dans  le  tangage.     Rec.  d. 
p.  cour,  de  Paris.    VIIL  1759. 

597.  6.  Examen   artiticii ,    naves   a    principio    motus    intemo   pro* 

pellendi,    quod    quondam    ah    acut.    Jac.    Bernoulli    est 
propositum.     N.  Coimn.  I.  1750.  p.  106. 

h 
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16.  De  rora  làutochroDa  in  fluido.     If.  Càmm.  XKII.  1772. 

p.  333.    (V-  377). 

17.  De  tautoohrona  in  medio  rarissimo,  quod  resistît  in  n- 
lione  multiplîcata  quacunque  celeritatis.  N^Comm.XFlI. 
1772.  p.  3W.      V.  375). 

577.  18.  Essai  d'une  tliëorie  de  la   rësistence   qivëprouve  la   proue 

d'un  vaisseau  dans  son  mouvement.  èiénK  de  Paris.  177S. 
p.  597. 

Machine»    hydrauliques    et    pneumatiques. 

Moulinsàvent. 

578.  19*.  Recherches  sur  l'eAFet  d'une  machine  hydraulique  de  J.-A. 

Segner.     Mém.  de  Berlin,   VI.  1750.  p.  311. 

579.  ao.  Application  de    la  machine  hydraulique  de  M.  Segner  à 

toutes  sortes  d'ouvrages,  et  de  ses  avantages  sur  les  autres 
macliines  hydrauliques  dont  on  se  sert  ordinairemejit.  Mém. 
de  Berlin.  Vil.  1751.  p.  271. 

580.  ai.  Théorie    plus    complète  des    machines   qui    sont   mises  en 

mouvement  par  la  réaction  de  l'eau.  Mém.  de  Berlin.  X. 
1754..  p.  227. 

581.  aa.  De  cochlea  Archimedis.     N.  Comm,  V.  1760.  p.  259. 

582.  as.  Sur  l'action  des  scies.     Mém,  de  Berlin.  XjJ,  1756.  p.  267. 

583.  a4.  Discussion  plus  particulière  de  diverses  manières  d'élever 

de  l'eau  par  le  moyen  des  pompes  avec  le  plus  grand 
avantage.     Mém.  de  Berlin.  Fil.  1752.  p.  H9. 

584.  as.  Mavimes   pour   arranger    le  plus  avantageusement    les  ma- 

chines destinées  à  élever  de  l'eau  par  le  moyen  de  pom- 
pes.    Mém.  de  Berlin.  FIL  1752.  p.  185. 

585.  ae.  Recherches   sur    une  nouvelle    manière    d'élever   de  l'eau, 

proposée  par  M.  Demour.  Mém.  de  Berl.  FL  1751.  p.  305. 
58o.  a.7.  Recherches   plus   exactes   sur   reffet   des  moulins   à    vept 

Mém.  de  Berlin.  XII.  1756.  p.  165. 
587.  9^.  JDe  constructione  molaunn  alatarum.    N.  Comm.  IF.  1758. 

p.  M. 
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ARCHITECTURE   CIVILE   ET   HYDRAULIQUE. 

588.  t.  Sur  la  force  des  colonnes.     Mem.  de  Berlin.  XtIL  1751. 

p.  252. 

589.  ».  Determinatîo  onerum  quae  columnae  gestare  valent.    A.  IL 

I.  1778.  p.  121. 

590.  s.  Examen    însignis  paradoxi  m  theoria  columnamm   occur- 

rentis.     A.  II.  I.  1778.7?.  1*6. 

591.  4.  De  altitudine    columnamm   sub  proprio  pondère  corruen- 

timn.  J.  II.  I.  1778.  p.  163. 

592.  s.  Cogîlatîones  de    aggeribus    construendîs.     N.  Comm.  /AL 

1764.  p.  352. 

593.  «•  Régula  farilîs  pro  dîjudiranda  firmitate  pontis  alhisve  cor- 

poris  similis,  ex  cc^ita  firmitate  moduli.     N.  Ccmm.  XJù 
1776.  p.THX. 

SCIENCE    NAVALE. 

594.  1.  Scientia  navalis,  seu  tractatns  de  construendîs  ac  dirrgen- 

db  navibus.     Ouvrage  séparé.     St.^Pétersbourg.   nk9. 
2  tomes.    4>. 

595.  a.  Théorie  complète  de  la  construclion  et  de    la  manoeuvre 

des  vaisseaux.     Ouvrage  séparé.     Sv.'-Pétersb.  1773.   8. 

s.  Essai  d'une  théorie  de  la  résistance  qu*ëprouve  la  prouQ 
d'un  vaisseau  dans  son  mouvement.  Mém.  de  Paris.  1778. 
p.  597.     (V.  577). 

4.  De  vi  fluminis  ad  naves  sursum  trahendas  applicanda.  jl. 
IF.  I    1780.  p.  119.    (V.  572). 

596.  5.  Examen  des  efforts   qu'ont   à   soutenir    toutes    les    parties 

d'un  vaisseau  dans  le  roulis  et  dans  le  langage.     Aec.  d. 
p.  cour,  de  Paris.    FIIL  1759. 

597.  6.  Examen   arliticii ,    naves   a   principio    motus   intemo   pro* 

pelleiidi,    quod    quondam    ab    acut.    Jac.    Bernoulli    est 
propositum.     N.  Coimn.  I.  1750.  p.  106. 
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S98.     7.  De  promotione    navium   &ne  tt   venti,     Bec.  iL  p.  cour. 

de  Paris.    Flfl.  1753. 
999.     0b  De  motu  C3nnbaram  remis  propulsarum  tn  fluvHs.  Comm. 

X.  1747.  p.  22. 
MO.  .  0.  Mémoire   sur  la   force  des   rames.     Mem.  de  Berlin.  III. 

17W.  p.  180. 
601«  40.  Medîtationes   super    proklemale    nautico    de    implautotionr 

malonim.     Bec.  d.  p.  coiir.  de  Paris.  II.  1727. 

ARTILLERIE. 

eOS.    i.  situe  @ninbf(i^  ber  SirtiUerie/   wi  bem  Sn^ltfc^   M  ^m. 

JXobiné  iibcrfeçt  unb  mit  ÎJnmcrfungcn  bereic^ert*     Ouvr,  ge 

séparé.    Berlin,  174-5.    8. 
60}«     %»  De  ictu  glandium  contra  tabulam  explosarum.     N.  Comm. 

XF.  1770.  p.  K\K. 

ASTRONOMIE. 
Mouvement   des   corps    célestes. 

604.  '   1.  Theoria  motuum  planetarum  et  comelarum ,   contînens  mc- 

tbodum  facilem  ex  aliquol  observation ibus  orbitas  rum  pla- 
netarum tum  cometarum  determinandi.  Ouvrage  séparé. 
Berlin.  1744.  4. 

605.  a.  Recherches  sur  le  mouvement  des  corps  c^e^tes  en  gêne- 

rai.    Mém.  de  Berlin.  III.  1747.  p.  93. 

606.  «.  Recherches  sur  le  mouvement  de  rotation  des  corps  célestes. 

Mém.  de  Berlin.  XV.  1759.  p.  265. 

607.  4.  Considerationes  de  motu  corporum  coclestium.    N.  Comm. 

X.  1766.  p.  544. 

608.  6.  De  motu  corporum  cœlestium  a  viribus  quibuscunque  per- 

turbato.     N.  Cownu  IF.  1758.  p.  161. 

609.  6.  Methodus  facilis  motus  corporum  coelestium  utcunque  per- 

turbâtes ad  rationem  calcul  i  astronomici  revocandi.  N. 
Comm.  XII.  i768.  p^  X^f^. 


M.  7.  AnnoUMtio  quarunâam  càutelanuA  in  investigaiiontf  in%eqlia4 
lîtatum,  cpiibus  corpora  coelestia  ÎQ:  motu  peiturbantur, 
observandoruiiu     JN'.  Comni.  XIIL  176il,  p.  159r  ;    ,» 

$11.  8.  Nouvelle  mëthode  de  déterminer  les  dérangeoienls  dans  le 
nuMi^yeinent  des  corps  célestes,  causés  par  leujr  action  mu- 
tuelle.    Mém.  de  Berlin.  XIX,  1763.  p.  141. 

612.  9.  Nova  metbodus  motus  planeiarum  prinripalium   ad  tabulas 

astronomicas  reducendi.     N.  Comm.  Xf^IIL  1774-.  p.  354-. 

613.  lo.  Nova  metbodus  molum   planetarum  determinandi.     A,  IL 

n.  1778.  p.  277. 
6H.  11.  De  motu  planeiarum  et  orbitarum  determinatione.     Comm. 

ni  iiio.  p.  67. 

615.  la.  Cautione^  necessariae   in   determinatione  motus  planetarum 

observandae.     A.  III.  II.  1779.  p.  295. 

616.  îs.  De  variis  motuum  generibus,  qui  in  satellitibus  ptanetanini/ 

locum  habere  pôssunt.     A.  If^:  I.  1780.  p.  255. 

617.  14.  fnvestigiitio  p^rturbatîonum ,  quibus  planetarum  motus  cSà 

actionem  corudi'   mutuam   afEciuntur.     Rec.  d»  p.  cour,  de 
Paris.  FUI.  1756.  i 

618.  ic  Remarques  générales  sur  le  mouvement  diurne  des  planètes. 

Mém.  de  Berlùu  XIF.  1758.  p.  194. 

619.  l«.  De   perturbatione    motus   planeiarum   a    figura  eorum  non 

sphaerica  oriunda.     N,  Comm.  III  1753^  p   239. 

620.  17.  De  perturbatione  motus  planetarum  et  cometarum.     A.  f^^ 

I.  1781.  p.  297. 

621.  18.  De  relaxatione  motus  planetarum.     Op.  var.  arg.  I.  1746.. 

p.  24.5. 

Orbites    des   planètes    et    des    comètes. 

622.  19.*  Part  of  a    :etter  ronceming:  the  contraction   of  ifae  orbits 

of  the  planets.  Translaled  from  theFrencb  by  T.  S.  Phi- 
losoph,   Transact.    1750.  p.  356. 

623.  ao.  De   circulo  maximo   fixo    in   coelo   conslîtuendo,   ad    quem 

orbitae   planetaium    et    comelarum  ref«;rantur.     IV.   Cotnm. 
XX.  iTt6:  p.  509. 
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62V.  SI.  Mëmoîre  sur  la  pins  grande  équation  clea  plniètes. 
de  Berlin.  17(6.  p.  225. 

625.  sa.  Solutîo  problematum  quorundam  astronomiconun.     Comm, 

FIL  1740.  /i.  97. 

1.  La  plus  grande  ëqualion  d*une  planète  ëtant  donnée, 
trouver  rexcenlricitë  de  l'orbite.  2.  Problème  myerse. 
3.  L'excentrîcftë  de  Torbile  d'une  planète  ëtant  don- 
née, trouver  l'anomal ie  moyenne,  à  laquelle  réponde  la 
plus  grande  équation. 

Planètes    et   satellites. 

*  . 

a)     T  e  r  r  e. 

626.  as.  Enodatio    difHcullatîs   super   figura  Terrae  a  vi  centrifuga 

oriimda.     N.  ji.  IL  1775.  p.  121. 

627.  a4.  Theoria  parallaxeos   ad  figuram  Terrae  spbaeroidicam  ac- 

comodaU.     J.  IIL  I.  1779.  p.  24.1. 

628.  as.*  Part  of  a  letter,  concerning  the  graduai  approacb  of  the 

Earth  to  the  sun.     Philosoph.    IransacL  1749.  p.  203. 

629.  as.  Investîgatio  accuraiior  phaenomenonim,  quae  in  motu  Terrae 

diumo  a  viribus  coelestibus  produci  possunt.  N,  Comm, 
XIIL  1769.  p.  202. 

630.  a?.  Quantum  motus  Terrae  a  luna  perturbetur,  accuratius  in- 

quiritur.     N.  Comm.  L  1750.  p.  428. 

631.  as.  De  motibus  maxime    irregularibus,  qui  in  systemate  mon- 

dano  locum  habere  possunt,  una  cum  metbodo  bujusmodi 
molus  per  temporis  spatium  quantumvis  magnum  prose- 
quendi.     A,  IF.  I.  1780.  p.  280. 

632.  a9.  De  perturbât  ione  motus  Terrae  ab  actione  Yeneris  oriunda. 

N.  Comm.  XFI.  1772.  p.  426, 

633.  30.  Réflexions  sur  les  inégalités  dans  le  mouvement  de  la  Terre, 

causées  par  l'action  de  Vénus,  avec  une  table  des  correc- 
tions du  lieu  de  la  Terre.     A.  IL  I.  1778.  p.  297. 
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S3i.  81.  loTestfgatîo  peitarbationum,  qua«  m  motu  Terne  ab  ac- 
tione  Yenerîs  producitur,  cum  tabula  perturbatîonum  îsta- 
runu    A.  IL  I.  1778.  p.  308. 

635.  SX  Solutto   problematis   astronomiri  :    Ex    datis   tribus  stellaé 

fixae  altîtudmîbus  et  temporum  diSerenliis  invenire  eleva- 
tionem  poli  et  declhiatTODein  stellae.  Cofnm.  IK.  1735.  p.  H8. 

636.  zz.  Consrderatîo  super  problemate  astronomico  praecedente    ji. 

L  I.  1777.  p.  269. 

637.  S4.  De  inventione  longîtudînîs  loconim  ex  observata  lunae  di- 

stantia  a  quadam  Stella  fixacognita.  A.  IV.  II.  1780.  p  301. 

638.  86.  Méthode  pour  dëtermîner  la  longitude  des  lieux  par  Tob- 

servation  d*occullatioDs  des  étoiles  fixes  par  la  lune.  Métn. 
de  Berlin.  IIL  17«.  p.  178. 

V)    Lune. 

639.  M.  Theoria  motuum  Lunae,  exhibent  omnes  corporum  inae« 

qualitate^j  cum  additamento.  Ouvrage  séparé.  Berlin. 
1753.    4. 

640.  S7.  Theoria   motuum   Lunae,   nova  methodo  pertractata,    una 

cum  tabulis  astronomicis,  imde  ad  quodvis  tempus  loca 
Lunae  expedile  computare  licet.  Ouvrage  séparé.  St.- 
Pétersbourg,  1772.    i. 

6(1.  88.  Théorie  de  la  Lune  et  spécialement  sur  Véquation  séculaire. 
Aec.  d,  p.  cour,  de  Paris.  IX.   1770. 

642.  89.  De  theoria  Lunae  ad  majorem  perfectionis  gradum  evehenda. 

A.  L  n.  1777.  p.  281. 

643.  4o.  Considerationes  de  theoria  motus  Lunae  perficienda  et  im- 

primis  de  ejus  variatione.    N.  Comm.  XIIL  1769.  p.  120. 

644.  41.  Réflexions  sur  les  diverses  manières  dont  on  peut  repré- 

senter le  mouvement  de  la  Lune.  Mém.  de  Berlin.  XIX. 
1763.  p.  180. 

645.  \%^  Letter  on  the  proposed  question  by  the  academy  of  St.- 

Petersburgh   wbether   the    theory    of   Isaac   Nenvton   is 


—     cr     

sii(Bri(*nt  to  explain  ail  tlie  iiTf*|riilaritf€f8  which  are  fomid 

in  the  motion  of  (lie  Moon?     Philosoph.   Transact,  1751. 

p.  263. 
644>.  43.  ^fouvelles  recherches  sur  le  vrai   mouvement  de  la.  Ltfaflk 

Jtec.  d.  p.  cour,  de  Paris.  IX.  Vlli,. 
(Î47-  ^*  De  U  parallaxe  de  la  Lune^  tant  par  rapport  à  aa  hauteur 

qu'à  son  azimut,  dans  Thypothèse  de  la  terre  sphéroîdîcpie» 

Mém.  de  Berlin.   F.  1749.  p.  326. 
648.  45.  Sur    Tatmosphère   de    la    Lune ,   prouvée   par   la    dernière 

éclipse  annullaire  du  soleil.     Mém.  de  Berlin.  IV.  1748. 

p.  103. 
<>V9.  46.  Méthode  pour  trouver  le  vrai  lieu  géocentrique  de  la  Liuie 

par  Tobserx  atîon  de  Tocrultation  d'une  étoile  fixe.     Mim. 

de  Berlin.  IlL  1747.  p.  174! 
650.  47.  Mélii(jde  pour  trouver  les  vrais  moments  tant  des  nouvelles 

que  des  pleines  Lunes.    Métn,  de  Bei  lin.  III.  il  kl.  ^.154. 

651;  4ë.  Sur  raccord  des  deux  dernières  éclipses  du  Soleil  et  dé  h 
Ltine  avec  mes  tables,  pour  trouver  les  vrais  moments  des 
plénilimes  et  des  novilunes.  Mèm.  de  BerL  IV.  1748.  p.  86. 

652.  49.  Sur  le  mouvement  des  noeuds  de  la  Lune  et  sur  la  varia- 
'  lion    de   son    inclinaison    à    l'éclrptique.     Mém.  de  Berlin. 

I.  1745.  ;;.  40. 

653.  60.  De  motu  nodoriun  Lunae,  ejusqiie  inclînationis  âd  eclipti- 

cam  variatione.     N,  Comm.  I.  1750.  p.  387. 

654.  61.  Nouvelle  manière  de  comparer  les  observations  de  la  LuDe 

avec  la  théorie.     Mém.  de  Berlin.  XIX.  1763.  p.  221. 

c)    Saturne    etJupiter. 

655.  62.  Recherches  sur  la  question  des  inégalités  du  mouvement  de 

Saturne  et  de  Jupiter,   liec^  d.  p.  cour,  de  Paris.   VI.  1748. 
C56.  66.  Du  mouvement  des  apsides  des  satellites  de  Jupiter.    Aléin. 

de  Berlin,  XI^.  n^3.  p.  3\\. 
65/.  64.  Recherches  sur  les  irrégularités  du  mouvement  de  Jupiter 

et  de  Saturne.    Bec.  d.  p.  cour,  de  Paris.  VIL  1752. 
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6S8»  S5.  D€  figura  ipipareiite  annnli  Satumi ,  ptt>  ejus  Ibco  qù<H 
ciioque  respecta  terrae.     Jl.  /•  I.  1777.  p.  276. 

S59.  6«.  De  apparilione  et  dispariiione  annuli  Satumi.  ji,  L  L  1777i 
p.  288. 

C  o  m  è  t  6  •• 

660.  67.  >  S^eantn^ottutig  t^rfc^tebmer  grûgm  ubcr  bie  S3cf(!^affim^tt  ^  ^6t* 

tDCgimg  unb  ffîirfuug  bcr  Someten*     Ouvrage  séparé.  BerL 
i7U.   8.  ^ 

661.  68.  Sortfe^ung  bUfer  %caiUtt)ortung.    Ouvrage  lépari.   Berlin, 

1744.  & 

662.  s«.  Deler^iin^tio  facilis  orbitae  Cometaç,   eu  jus   transitum  per 

eclrplicàm  bis  observare  licùit.    A,  IF.  I.  178(K  jp..243.. 
66S.  «o.  Commebtatib  bypotbetica  de  periculo,  a  oimia  Comelae  ap- 
propinquatione  utietueiMlo.     N^  Comm.   A/AI  1775.  p.  i99i 

664.  61.  Recherrbes  physiques  sur  la  <raose  de  1&  queue  des  Comètes, 

(des  la  lumière  borëale  et  de  la  lumière  zodiacale)^'  'Mimu 
'  de  Berlin.  IL  1746.  p.  117* 

665.  ea.  Detemiinatio  orbitae  Conielae  Anno  1742  oixlervati.    Mise. 

BeroL  FIL  1743.  p.  1. 

666.  6S.  Recherches  et  calculs   Àur  Vorl)ite  de  la  tlôin^lé  de  l^é9 

exécutes  sous  la  dirêrtiou  de   M.  Etiler,  par  M.   Lexell. 
Ouvrage  séparé.     St.  ^ Péiersbourg.  1770.    4.  ' 

Voir  ausÂ  les  articles:  Mouvement  dès  catpt  célestes  et  Orbites 
des  planètes  et  des  comètes 

Soleil    et    étoiles    fixes. 

667.  64«  Determinatio  orbitae  solaris.     Comm.  FIL  1740.  p.  86* 
WH.  66.  Metbodus  ex  .observato  traositu  Veneris  per  solem  ioTeni- 

endf  parallaxin  Solis,  sive  £^positio  metbodorum,  cum 
pro  det(?rmlnaiidâ  pai^llatî  Solis  ex  obscrVato  transitu  Ve- 
,  jieris  per  Solem,  tum  pro  inveniendis  loDgitudixûbua  locot 
mm  super  terr^  e^  obsenratiouibas  eclipsîum  Solis,  una 
cum  ea|ciilis  et  coDclusionibua  inde  deductii.  N^  Comté» 
XI F.  n.  IWO.  ;?.  381. 
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Cfi9.  69.  De  eclipsibus  solaribus  in  superficie  ierrae  per  projectioiMiii 
repraesentandis.     jé.  IF*  II.  1780.  p.  308^ 

£70.  67.  Réflexions  sur  la  dernière  ëclipse  du  Soleil  du  25  juillet  17i8» 
Mém.  de  Berlin.  IF.  17*8.  p.  250. 
•s.  Sur  l'accord  des  deux  dernières  éclipses  du  Soleil  et  de  la 
lune  avec  mes  tables,  pour  trouver  les  vrais  moments  des 
plënilunes  et  des  novilunes.  Mém,  de  BerlUt.  IF.  1748. 
;?.  86.  ;V.  651). 

671.  «9.  Methodus  computandi  aequationem  meridiei.  Conun.  VUL 

17U.  p.  48. 

672.  70.  De  la  variation  de  la  latitude  des  étoiles  fixes  et  de  Toblr- 

quité   de  Técliptique.     Mém.  de  Berlin.   X.  1754.  p.  29& 

673.  71*  Réflexions   sur    les   divers  degrés  de  lumière  du  Soleil  et 

des  autres  corps  célestes.  Mém.  de  Berlin.  FI.  1750.  /».280. 

674.  7S.  Sur  lefiêt  de  la  réfraction  dans  les  observations  terrestres. 

A.  L  IL  1777.  p,  129. 

675.  7S.  De  trajectu  citissimo  stellae  per  duos  circulos  almucantarath 

datos,  pro  qualibet  elevatione  poli.     N.  Comm.  XX.  1776. 
p.  503. 

Aberration  de  la  lumière.  Précession  des  équinoxes. 

Nutation  de  Taxe  terrestre. 

676.  74.  Mémoire  sur  TeSêt  de  la  propagation  successive  de  la  lu- 

mière dans  l'apparition  tant  des  planètes  que  des  comètes. 
Mém.  de  Berlin.  IL  1746.  p.  141. 

677.  76.  Recherches  sur  la  précession  des  équinoxes  et  sur  la  nuta- 

tion de  l'axe  de  la  terre.  Mém.  de  Berlin,  F.  1749.  p.  289. 

678.  76.  Avertissement  au  sujet  des  recherches  sur  la  précession  des 

équinoxes.     Mém,  de  Berlin.  FI.  1750.  p.  412. 

Tables    astronomiques. 

679.  77.  Sur  de  nouvelles  Tables  astronomiques  pour  calculer  la  place 

du  soleil.     Mém,  de  Berlin,  /.  1745.  p.  36.  H. 
480.  7s.  Kmendatio  Tabularum  astronomicarum  per  loca  planetaruro 
geocentrica.     Comm,  XIL  1750.  p,  109. 
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681.  99.  Tabulae  astronomicae  solis  et  limae.     Ouvrage  séparé. 
Berlin.  tH6.   i. 

683.  80.  Novae  Tabulae  astronomicae  motaum  solis  et  lunae.    Oj/k 
var.  or  g,  L  1746.  p.  137. 

683.  81.  Novae   et  correctae   Tabulae    ad   loca   limae   computancbu 

Ouvrage  séparé.    Berlin,   17(6.    <*. 

684.  82.  Novae  Tabnlae  luDares  singulari  methodo  constructae,  qua- 

rum  ope  loca  lunae  ad  quodvis  lempus  expedite  computare 
lîcet     Ouvrage  séparé.    St-Pétershourg.  1772.    8. 

OPTIQUE. 

685.  1.  Nova  theoria  lucis  et  colorum.  Op.  van  turg.  1746.  /.  p.  169. 

686.  a.  Sur  la  lumière  et  les  couleurs.     Mém,  de  Berlin.  L  1745. 

p.  17.  H. 
a.  Conjectura  pbysîca  de  propagatione  (soni  et)  luminis.    Op. 
var.  arg.  IL  1750.  p.  i{\.    502). 

687.  4.  Explicatio  phaenomenorum,  quae  a   motu  lucb  successivo 

oriuntur.     Comm,  XL  1750.  p.  150. 

688.  s.  Reflétions   sur   quelques    nouvelles    expériences   optiques, 

communiquées   à   l'Acadëmie   par   M.  W ils  on.     A.  L  \. 
1777.  p.  71. 

689.  6.  Dioptrica.     Ouvrage  séparé.    SL-Pétersh.  1769  — 1771. 

3  tomes.  4. 

690.  7.  Précis  d'une  théorie  générale  de  Dioptrique.  Mém.  de  Paris. 

1765.  p.  555. 

691.  8.  De  la  réfraction  de  la  lumière  en  passant  pas  l'atmosphère, 

selon  les  divers  degrés  tant  de  la   chaleur  que  de  l'élasti- 
cité de  l'air.     Mém.  de  Berlin.  X.  1754.  p.  131. 

9.  Sur  l'effet  de  la  réfraction  dans  les  observations  terrestres. 
j4.  L  II.  1777.  p.  129.  (V.  674). 

692.  io.  Recherches  physiques  sur  la  diverse  réfrangibilité  des  ra- 

yons de  lumière.     Mém.  de  Berlin.  X.  1754.  p.  200. 


i^^"" 
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€93.  ti.  Yera  theoria  refractionîs  et  dispersioms  radioram  lueh,  n^ 
tionibiis  et  experinientîs  confirmaU.    j4.  I.  I.  1777.  p.  iH, 

C94.  ia.  Disquisitio  de  vera  Icge  refractionîs  radiorum  divereîcokH 
mm.     JV.  Comm.  XI L  1768.  p.  166. 

695.  1^  Examen  d'une  controverse  sur  la  loi  de  rëfractian  .des  t^ 
yons  de  difiërentes  couleurs,  par  rapport  à  la  dirersitë  des 
milieux  transparents  par  lesquels  iU  sont  transmis.  Mém^ 
de  Berlin,  IX.  1753.  p.  294. 

6%.  i4..Râlcxions  sur  la  manière  d^examiner  la  rëfraction  du  verre 

par  le  moyen  des  prismes.    Mém.  de  Berlin.  XXII.  1766. 

p.  202. 

697.  16.  Expériences  pour  ddlermiùer  la  rëfraction  de  toutes  sortes  de 

^  y  liqmuirs  transparentes.   Mém.  de  Berlin.  XII.  1756.  p.  235. 

(^99.  l«.  Essai  d*une  explication  physique  des  couleurs  engendra^ 
sur  des  surfaces  extrêmement  minces.  Mém.  de  Berlin, 
rill.  n52.  p.  262. 

699.  17.  De  motu  et  atlritu  lentium,  dum  super  catinis  polhmlur. 

N.  Comm.  FUI.  1763.  p.  254. 

700.  18.  Nouvelle  manière  de  perfectionner  les  verres  objectifs  des 

lunettes.     Mém.  de  Berlin.  XFII.  1761.  p.  181. 
JOlt  !•-  Cpnstruclio    lentium    objectivamm  ex  duplici   vitro.     Ou'- 
"vrage  séparé.     Sl.~Pétrrsbourg.  1762.    4. 

If^.i  20.  Recliercbes  sur  la  confusion  des  verres  dioptriques  causée 
par  leur  ouverture.  Mém.  de  Berlin.  XFII.  1761.  p.  107. 

703.  ^1*  Recherches   sur   les   moyens   de   diminuer   ou   de  réduira 

même  à  rien  la  confusion  causée  par  Touverture  des  verres. 
Mém.  de  Berlin.  XFIL  1761.  p.  147. 

704.  %%.  Considérations  sur  les  diflBcuItés  quon  rencontre  dans  Vexé- 

cuti  on   des   verres    objectifs   délivrés    de   toute   confusion. 
Mém.  de  Berlin.  XFIIL  1762.  p.  117. 

705.  S3.  Sur  la  confusion  que  cayse,  dans  les  instnunents  dioptriques, 

la  diverse  réfrangibilitë  des  rayons.  Mém.  de  Berl.  XFIIL 
.      1762.  p.  195. 


fM.  94.  Recherches  «or  les  lunettes  à  trois  verres  qui  représenleiit 
les  objets  renversés.    Mém.  de  Berlin.  XI IL  1757.  p.  323. 

707.  16.  Sur  Is  perfection  des  lunettes  astronomiques  cpii  représentent 

les  objets  renversés.    Mém.  de  Berlin.  XVII.  1761.  p,2i2. 

708.  ae.  Des  lunettes  à  trois  verres  qui  représentent  les  objets  de^ 

bout.     Mém.  de  Berlin,  XX.  1764.  p.  200. 

709.  37.  Considérations   sur  les   nouvelles  limettes  d'Angleterre   dé 

M.  Dollond,  et  sur  le  prhirfpe  qui  en  est  le  fondement. 
Ném.  de  Berlin.  XFIIL  1762.  p.  226. 

710.  as.  Recherches  sur  les  nouvelles  lunettes  de  cinq  et  six  verres 

et  sur  leur  perfection  ultérieure.  Mise.  Taurin,  III.  1762  — 
1765.  yr,.  92. 

711.  ay.  De  phaenomenîs  coelî  per  segmenta  sphaerica  diaphana  spec- 

tatî.     N,  Comm.  XL  1767.  p.  185. 

712.  8o.  Annotatro  in   dîssertationem  Ccl.  Kratzensternii  de  tubi 

iconantidfptici  sive  duplicantîs  emendatione.  jé.  IIL  l. 
p.  201. 

713.  SI,*  Lettre  sur  la  perfection  des  lunettes.    Mém,  de  Paris.  175^. 

p.  214.    Ed.  în  8.  p.  338. 

714.  5a.  Sur  la  perfecliou  des  verres    objectifs  des  lunettes.     Mém. 

de  Berlin.  IIL  1747.  p.  274. 

715.  5S.  Sûr   les   avantages  des  verres  objectifs   composés  de  deux 

verres  simples.    Mém,  de  Berlin,  XFLII.  1762.  p.  249.   ' 

716.  84.  Conslnictîon    des    objectifs    composés    de    deux    différentes 

sortes  de  verre  qui  ne  produisent  aucune  confusion,  ni  par 
leur  ouverture,  ni  par  la  difierente  réfrangîbilité  des  rayëns, 
avec  la  manière  la  plus  avantageuse  d'en  faire  des  lunettes. 
Mém.  de  Berlin.  XXIL  1766.  p.  119. 

717.  56.  Constiniclion    des    objectifs    composés,    propres    à    détruire 

toute  la  confusion  dans  les  lunettes.  Mém.  de  BerltH. 
XXIL  1766.  p.  171. 

718.  56.  Méthode  pour  porter  les  verres  objectifs  des  limettes  à  un 

plus  haut  degré  de  perfection.  Mém,  de  BértiA.  XX IIL 
1767.  p.  131.* 


—      CXVI      — 

719.  87.  Diflquîsitio  de  lentibus  objectîvis  triplicatis,  quae  vd  uni- 
lam  confuâîonem  pariant,  vel  etiam  datam  confnsîoneiii  a 
reliquis  lenlibus  orlam  destruere  valeant  N,  Comm.  XFIII* 
1774.  p.  377. 

.720.  S8.  Règles  générales  pour  la  construction  tant  des  télescopes 
que  des  microscopes.    Mém,  de  BerL  XV IL  1761.  ^.201. 

721.  S9.  De  telescopiis  quatuor  pluribusve  (6.  7)  lentibus  inslructis 

eorumque  perfeclione.     N.  Comm.  XIL  1768.  p,  224^ 

722.  4o.  Règles  générales  pour  la  construction  des  télescopes  et  des 

microscopes,  de  quelque  nombre  de  verres  qu'ils  soient 
composés.    Mém.  de  Berlin.  XIIL  1757.  p.  283* 

723.  41.  De  applicatione  lenlium  objectivarum  ad  omnrs  generis  te- 

lescopia,  ubi  agitur  de  perfectione  telescopiorum  1.  primî 
generis,  nullam  imaginem  realem  conlinentium^  2.  secundi 
generis,  seu  astronomicorum,  unicam  imaginem  realem  cou- 
tinentium;  3.  tertii  generis,  duas  imagines  reaies  continen- 
tium.     N.  Comm.  XFIII.  1774.  p.  415. 

724.  4a.  Détermination  du  champ  apparent  que  découvrent  tant  les 

télescopes  que  les  microscopes.  Mém.  de  Berlin  XVII. 
1761.  p.  191. 

725.  48.  Recherches  sur  les  microscopes  simples  et  sur  les  moyens 

de  les  perfectionner.    Mém,   de  Berlin.  XX.  1764.  p*  105. 

726*  44.  Recherches  sur  les  microscopes  à  trois  verres,  et  les  mo- 
yens de  les  perfectionner.  Mém.  de  Berlin.  XX.  1764. 
p.  117. 

727.  45.  Emendatio  latemae  magicae  ac  microscopii  solaris.  N.  Comm. 

III.  1753.  p.  363. 

728.  46.  De  novo  microscopiorum  génère  ex  sex  lentibus  composite. 

N.  Comm.   XIL  1768.  p.  195. 

729.  47.  Instruction  détaillée  pour  porter  les  lunettes  au  plus  haut 

degré  de  perfection,  calculée  sous  la  direction  de  M.  Eu- 
ler  par  M.  N.  Fuss.  Ouvrage  séparé.  St.^Péiersb. 
1774.  4. 
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730.  4ê.  Recherches   sut  les   télescopes    à   réflexion   el  les   mojenA 

de   les   perfectionner.      Mém.   de    Berlin.    XFIIL    1762. 
p.  143. 

731.  40.  Recherches  sur  une  autre  construction  des  télescopes  à  rë-. 

flexion.     Mém.  de  Berlin.  XFIII.  1762.  p.  185. 

PHYSIQUE. 

■ 

732.  1.  Inquisitio  physica  in  causam  fluxus  et  refluxos  maris.  Reç. 

d.  p.  cour,  de  Paris.  IF.  1740. 

733.  2.  De  statu  aequilibrii  maris  a  viribus  solis  et  lunae  soUici— 

tati.    A.  IF.  I.   1780.  p.  132. 

734.  8.  Tentamen  explicalionb  phaenomenorum  aêris.     Comnu  IL 

1729.  p.  347. 

735.  4.  Conjectura  circa  naturam  aeris,  pro  explicandis  phaenome- 

nis  in  atmosphaera  observatis.     ji.  III.  I.  1779.  p.  162. 
5.  Recherches    physiques  sur   la  cause  de  la  queue  des   co- 
mètes, de  la  lumière  boréale  es  de   la  lumière  zodiacale. 
Mém.  de  Berlin.  IL  1746.  p.   117.  (V.  664). 

736.  6.  Determinatio  caloris  et  frigoris  graduum  pro  singulis  ter- 

rae  locîs  ac  temporîbus.     Comm.  XL  1750.  p.  82. 

737.  7.  Dissertatio   de   igné ,    in    qua    ejus   natura    et   proprietates 

explicantur.     Réc.  d.  p.  cour,  de  Paris.  IF.  1738. 

738.  s.  Dissertatio   de    magnete.      Op.   var.  or  g.   III.   1751.  p.  1. 

Bec.  d.  p.  cour,  de  Paris.  F.  1744. 

739.  9.  De   observatione   inclinationis  magneticae  dissertatio.     Bée, 

d.  p.  cour\  de  Paris.  F.  1743. 

740.  lo.  Recherches  sur  la  déclinaison  de  l'aiguille  aimantée.  Mém. 

de  Berlin.  XIIL  1757.  p.  175. 

741.  11.  Corrections   nécessaires   pour   la    théorie  de  la  déclinaison 

magnétique   proposée   dans   le   mémoire  précédent.     Mém. 
de  Berlin.  XX IL  1766.  p.  213. 
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742.  1.  ©fbanfm  bon  ben  Slemcntcii  ber  Sôrper*    Ouvrage  séparé. 

Berlin.  17W.  4. 

743.  a.  Recherches   physiques  sur   la   nature  des  moizidres  parties 

de  la  matière.     Op,  var.  arg,  L  1746.  p,  287. 

744.  8.  Sur  la  nature  de^  moindres  particules  de  la  matière.  Mém, 

de  BvrlUi.  L  1745.  p.  28.  H. 

745.  4.  Ënodatio   quaestionis  :    Utrum    materiae    facultas    cogitandi 

tribûî  possrt  nec  ne?  ex  principiis  mechanicis  peiila.     Op. 
var.  arg.  L  1746.  p.  277. 

746.  6.  Rëflexions  sur  l'espace  et  le  temps.     Mém.  de  Berlin.  IV. 

1748.  p.  324. 
iVl.    e.  SXettmtg  ber  Dffenbonmg  gcgm  bit  Sinwûtfe  ber  Srcçgeifler*  Oii- 

vrà.ge  séparé.     Berlin.  1747.     8. 

AGRONOMIE. 

i\/i.    1.  Sîac^ric^t  t)on  ciium  neuen  3)îittel  jur  Sermc^rung  beé  ©etrcibcé* 

Sib^*  ber  ®t*  q.Uteréb.  ôfom  ©efellfc^.  FI.  1767.  ;?.  109. 

*"  ■  •     ' 

OUVRAGES   QUI  TRAITENT   DE   DIFFÉRENTES 

MATIÈRES. 

a 

1.  Opuscula    varii    argumenti.      Ouvrage   séparé.      Berlin. 
1746  —  1751.     3  vo!l.    4. 

a.  Opusi^ula  analylica.     Ouvrage  séparé.     St.^Pétersbourg. 
1783  —  1785.    2  voll.    4. 

Les  mëmoires  renfermes  dans  ces  deux  ouvrages,  ainsi 
que  ceux  qui   forment  le  4  volume  de  la  2  édition  des. 
InstUntioncs  Cale,  integr.  sont  enregistres  dans  les  catë- 
go;ies  ci-dcssiis,  chacun  à  sa  place  respective,  avec  ren- 
voi à  ces  ouvrages. 
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T49.  s.  Lettres  à  une  princesse  d'Allemagne  sur  quelcfues  sujet<t  de 
physique  et  de  philosophie.  Ouvrage  séparé.  Sl.-Pé" 
tersbourg.  1768  — 1772.   3  voll.    8. 

750-  i/XCIV  Lettres  à  Chr.  Goldbach  sur  dîflfe'rents  sujets  des 
nuithëmatiques  pures  et  appliquées  (avec  les  réponses  de 
Goldbach).  Forment  le  1  volume  de  cette  .Correspon- 
dance maûiematique  ei  physique. 


.  I 


B)     PIÈCES  INÉDITES. 

a)    Marquées   dans   V Eloge  parmi   les    manuscrits. 

751.  i.  Solutio  problematis  difficillimi  ex  methodo  tangenliiun  in- 

versa. (1774  mai  12). 

752.  9.  De  molu  sanguin îs  per  arterias.  (1775  décembre  21.     Le 

commencement  de  ce  mémoire,  écrit  de  la  main  de  Fuss» 
manque). 

753.  %•  CoDstructio   manometri,   densitatem   aëris   quovis   tempore 

accurate  monstranUs.   (1781  mars  22). 

754.  4.  Recherches  sur  deux  problèmes  de  l'analyse  de  Diophante. 

(1781  mars  1). 
755*    1^.  Supplément  au  problème  de  quatre  nombres,  dont  la  sommo 
de  deux  fasse  toujours  un  nombre  carré.   (1781  avril  23). 

i)     Non    contenue   dans  \' Eloge. 

756.    i.*  Astronomia  mechanica.  Manuscrit  in-4to  avec  quatre  plan- 
ches, d'une  écriture  très  serrée  de  la  propre  main  d'£ttlerv* 
91  feuillets  de  texte. 

Contenu: 

Capi    I.     De  viribus,  qiiibus  corpora  coelestia  sollicitaiitur.  {§1  —  00. 

feuillet  I. 
Cap.    II.    De  molu  duorum  corporuni  sphaericoruiu  se  mutuo  attra- 

hentium.    8  Bl  —  100.  f.  17. 
Cap.   III.   AKae  investigationes  motus  duorum  corporum  sphaericorum. 

110-127.  f.  30. 


—     cxx     

dp.  lY.  De  motu  duorum  oorponun^  quoram  altemm  UnCam  est 
sphacricam.  {§  1528  —  148.  f.  36. 

Cap.  V«  Determinatio  tnotus  corpoiis,  quaiido  in  ter  vires ,  quibus 
sollidtatur,  una,  ad  punctum  fixum  tendens,  quadrato  di- 
stantiae  ab  eo  est  reciproce  proportionalis ,  reliquae  yero 
vires  prae  illa  sunt  valde  parvae.  {§  1K0  —  179.  f.  44. 

CSap*  VI.  De  motu  trium  corporum  sphaericorum  se  matao  attra- 
hentiuni  in  génère,  f^  180  —  197.  f.  61. 

Cap.  VIL  De  perturbatione  motus  momeutanea   a  vi  quacanque  sol- 
licitante onunda.  $$  198  —  219.  f.  72. 
Di^ressio,   qua  efTectus  cometac  A.  I7IS9  expectati  in  motu  terrae 
perturbando  investigatur.    f.  80. 


G)    PIÈCES, 

marquées   dans  la  liste   des   manuscrits  dé   VEloge^   mais  qui  ne 

se  sont  trouvées  ni  aux  archives   de  rAcadémie,  ni  dans 

aucun  Recueil  publié  après  la  mort   d'Euler. 

1.  a.  1775.*)  Methodus  molum  corporum  tam  perfecte  flexibilium 
quam  utcunque  *  elasticonim  non  m  eodem  piano  sîtôrum 
determinandi.  (Deux  mëmoires.  Les  protocoles  de  1775 
ne  font  aucune  mention  de  ces  mëmoires). 

8.     1776.  De  quadratîs  magicis.    (Octobre  21). 

4.  1777.  Evolutio  formulae  analylicae,  cui  theoria  astronomie  po- 

tisshnum  înnilitur.    (Septembre  4). 

5.  1778.  Enodatîo    insignis   paradoxi    in    determinatione    peiiiu*ba- 

tionum  motus  plane tarum   occurrentîs.     (Les  protocoles  de 
1778  ne  font  point  mention  de  ce  mémoire). 
••     1778.  Additamenlum  ad  dissertationem  Tom.  XL   Nov.  Comm. 
inserlam.     (jNe  se  trouve  par  sous  ce  titre   dans  les   pro- 
tocoles de  1778). 

Ce   mémoire   se  trouve   cité  dans  une  notice  écrite  de  la  main 
de  Nicolas  Fuss  et  intitulée:  indication  du  contenu  de  qttel- 


*)  Les  dates  sont  déduites  de  Tendroit  qu'occupent  ces  titres  dans  la  liste 
de  V Eloge  f  dans  la  confection  de  laquelle  on  s*est  évidemment  coufoniM  k 
l'ordre  chronologique. 
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^s  mémoires  d*  Eu  1er  dont  le  titre  est  trop  général^  (2ln}(tge 
bcé  Sn^Ué  (inigcc  €ulet'f(^er  7lb\)antiunQtn ,  btrcn  litul  ju  aOgemcin 
(mb).  Il  y  est  dit  que  ce  mémoire  contient  des  remarques  sur  les 
dernières  parties  des  diviseurs  des  nomlires  contenus  dans  la 
forme  mx^-j^-njr^.  Ceci  pourrait  faire  supposer  que  ce  mémoire 
est  identique  avec  celui  qui  porte  le  titre:  De  divisoribiis  nume- 
rorum  in  Jbrma  mx^-\^njr*  contentnrum*  (Mémoires  T.  \*  p.  5) 
et  qui  manque  dans  la  liste  de  V  Eloge  y  si  seulement,  dans  cette 
pièce,  il  y  avait  le  moindre  renvoi  au  tome  XI  des  Novi  Cnm- 
mentarûy  ou  si  ce  dernier  volume  renfermait  un  mémoire  quel- 
conque dont  celui-ci  pourrait  passer  pour  supplément.  Or  le 
tome  XIV  des  CommentarU  contient  effectivement  une  pièce 
inscrite:  Thcoremata  circa  divisores  numerorum  in  hoc  forma 
pa^-^^qh*  contentonim  et  à  laquelle  pourrait  bien  se  rapporter 
le  mémoire  De  divisoribus  etc*  cité  ci -dessus.  Aussi  ces  deux 
mémoires  se  suivent -ils  dans  notre  liste;  ils  portent  les  numéros 
13  et  14. 

7.  1779.  Methodus  facilis  inveDiendi  radium  osciili  pro  curvis  non 

in  eodem  piano  sitis.  (Janvier  11.  Fait  peut-être  partie  des 
deux  mëmoires  intitules:  Metbodus  facilis  onmia  sympto- 
mata  curvarum  non  in  eodem  piano  sitarum  investigandi 
N.  A.  VL  I.  p.  19.  37.  (V.  cette  liste  NN.  Wl.  402). 
Ces  deux  mémoires,  conune  on  le  voit  par  Tastërisque, 
manquent  dans  la  liste  de  \ Eloge). 

8.  1780.  De  momentis  virium  respectu  axis  cujuscunque  invenien- 

dis;  ubi  plura  insignia  symptomata  circa  binas  rectas  non 
in  eodem  piano  sitas  explicantur.  (Août  14). 

9.  1780.  Metbodus  facilis  omnium  virium  momenta  respectu  a\is 

cujuscunque  determinandi.  (Août  14). 


Le  nombre   des   pièces   imprimées,   mais  qui  ne  se   trouvent  pas   dans   la 
liste  de  V Eloge  s'élève  à  21. 
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LETTRE  I. 

EULER     à     GOLDBACH 


INaiiRi.     Interpolation  des  sërîe»  é  lot  variable.  P\remièrr  applîraiSon  d«i  calcuK 
<lîflérentîel  «t  întéfral  à  in  doctrine  dti  s4riea. 


Vir  Geleberrime.  ^^^^^^^.  ^   ,,  ^^^^^  ^   ,,^, 

ium  nupcr  in  nonnulla  incidis&cm^  quae  ad  interpolandas 
irics^  legem^  uti  appcllare  soles,  variabilem  habentes^  Cacere 
sa  sunt^  ea  accuratius  contemplatus  sum^  et  multa>  quae 
lie  attinent,  detexi.  Quae,  quia  Tibi,  Vir  Geleberrime, 
lacitura  esse  mihi  signiticavit  Glarissimus  Bernoulli,  Tibi 
îribere ,  Tuoquc  submittere  judicio  statui.  Hujus  serîei 
>  2,  6,  2k,  120,  etc.,  quain  a  Te  multum  tractatam  esse  vidi, 
une  invcnî  tcrminum  generalcm 

l-f-'»  2  4'''*       *       3+ m  4-}- m 

t  intinito  fartorum  niimcro  ronstantem ,  qui  terminum 
rdine  m""^**  exprimit.  Ts  quidem  in  nullo  casu  abrumpitur, 
t  aeque  si  m  «si  numerus  îfiteg<:r,  tantum  ad  ▼ernm  magis 
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magisque  accedit>  ac  si  m  Fuerit  fractus.  Sed  tamen  per  euin 
admodiim  prope  qucmqiie  termimim  invenire  lîcet,  idquc  eo 
faciliiifti  quo  minus  assnniatnr  m.  Si  autcin  aliquot  solum^  iiti 
visiini  sit^  factoribns  ^  torinino  2;oncrali  commodior  induci 
potest  forma:  ut  si  duobus  prioribus  fartoribus  contentie»e 

velimus,  babebitur  ■— — r^-r-; 3'"  pro  termine  ordine  m.  Sin 

autem  generaliter  n  fartores  rapiantur,  sequentibus  reliquis 
nefflectis,  erit  terminus  seneralis  --; — -—^ — '  "  '  — ; — ;  (n-}- 1)*", 

qui,  quo  major  acripitur  numerus  n,  eo  propîhs  ad  veriim 
accedet.  Gommunicavi  haec  cuni  Clar.  Bernoulli,  qui  pecu- 
liari  modo  eundem  fere  postreiuuin  eruit  terminum,  in  hoc 
a  meo  diversum,  quod  aliam  potestatem  loco  (h  -|-  1)*"  ad- 
hibeat,  in  qua  determinanda  fortasse  factorum  negiectorum 
rationem  habuit.  Credo  ipsum  Tibi  nuper  inde  deductum 
numerum  termino  seriei^  cujus  index  est  i^,  proximum  mi- 
sisse.  Potest  hie  terminus  generalis  praeterea  alium  habere 
usum  in  inveniendis  fadis  ex  infinito  factorum  numéro  con- 
stantibus,  quae  sint  aequalia  numéro  finito :  ut  posito  mzz.2, 

habebitui*  factum   y  ^  •  -ê  •  ^  •  «  ^t^-   quod   aequale  est  2. 

Similiter  posito  m       3 ,  erit  —  •  —  •  tt  •  tt::  etc.  zz  6.   Terminum 

hune  generalem  ex  eo  inveni  fundamento,  quod  haec  séries 
1,  2,  6,  2k,  etc.  in  infinitum  continuata  tandem  evadit  geo- 
metrica.  Et  hujusmodi  termines  générales  etiam  pro  aliis 
seriebus,  quae  in  intinitum  cum  geometricis  confunduntur, 
exhibere  in  promtu  est.  vSed  cum  hoc  modo  termini  inter- 
medii  non  nisi  veris  proximi  inveniantur,  omissa  bac  serie- 
rum  tractandarum  ratione,  aliter  in  hac  re  versari  coepi, 
in  id  intentus>  ut  termines  intermedios  non  tantum  veris 
proximos,  sed  ipsos  veros^  si  fieri  posset,  invenirem.  Âd  id 
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rero  inveniendum^  cum  «erieî  terminum  generaleip 
[iportere  visum  sit,  quem  vero  peculiarem  et  ab  adhuc  usi- 
titis  longe  diversam  habitumm  formam  praevidi.  Obtulit  se 
igitur  nova  quaedam  tenninorum  generaiium  forma,  quae 
[[uideni  ad  omnes  prorsus  séries  potest  accomodari  jam 
cognitas,  sed  longe  ea  latius  patet,  quippe  infinitariim  serie- 
rmn  legem  variabilem  habentium^  quarumque  adhuc  me- 
thody»  consuetis  nuUi  termini  générales  inveniri  potueruiitj 
letenninaFe  possum  tenninos  générales.  Hi  autem  sunt  ejus- 
modiy  ut  termini  qui  vis  ^  sive  eorum  exponentes  sint  numeri 
iategri  sive  fracti,  inde  exacte  inveniri  queant,  quatenus 
icUicet  rei  natura  permittit.  Evenire  enim  solet,  ut  inventio 
terminorum  intermediorum  a  quadratura  circuli .  pendeat,  vel 
s  logarithmis,  vel  alius  cujuspiam  curvae  quadratura.  Neque 
vero  termini  générales,  qui  adhuc  in  usu  fuerunt,  hisce  de 
i|uibus    loquor,   praestant,    verum    utriusque   generis  aeque 

12       3         4  « 

bcilb  est  usus.  Pro  hac  quidem  série  1  . 2  •  6  .  2lh .  120  etc. 
terminum  generalem  nondum  inveni,  sed  pro  innumerabilibus 
sdiis   similibus;    unde  id  tamen  assecutus  sum,    ut  terminos 

intermedios»  quorum  expo nentcs  sunt -y,  1-^,  2  — etc.  reipsa 
possim   determinare.    Terminus  autem  exponentis  —  aequalis 

inventus  est  huic  -5-r  (V  —  l  ♦  ' —  1)^  »eu  quod  huic  aequale 

est,  lateri  quadrati  aequalis  circulo,  cujus  diameter  1=:  1.  Ex 
quo  perspiciium  cst^  natiiram  rei  non  permittere,  ut  is  nu- 
meris  exprimatur.  Sed  e\  ratione  radii  ad  peripheriam  quasi 

data,  terminum^  cujus  exponens  est-;  inveni  hune  0,8862269. 
Qui  si  miiltiplirctiir  pcr  -9  hahchitui*  terminus  cujus  exponens 
^f  hic  1,3293^^03.  Porro  hic  ductus  in  -^  dabit  terminum  cujus 
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éxponens  est  —  et  Ha  porro.  Potium  etiam  dare  eofe  tefttii- 
no»^  quorum  exponentes  sunt  X'  T'  V  ï  ^^'     ^^^  ®* 

13        5 

his,  quorum  exponentes  sunt  ^^  >  -^  >  -^  etc.   Sed  hoftun  de- 

terminatio  ab  altîoribus  pendet  quadratui^s.  Ex  régula  prin- 

cipio  data  quaeûvi  quoque  terminum  exponentis  7^   et  au- 

mendia  1 5  factoribua  eum  inveni  0^8933,  qui  aliquatito  major 
est  vero.  Serierum  jam>  quarum  habeo  tentiinoa  generalea» 
quaadam  hic  appoiiam^  quo  judicare  posais^  Vir  Geleberrime^ 
quam    late    pateat    mea    methodus.     Primum    hujua    aeriei: 

1     i.4      1.4.6       î. 4.6.8      ,        .  ^  L   L         .         • 

■3'  3T5'  sTsTî'  3T6?7~9  ^^'  mventum  habeo  termmum  ge- 
neralem^  ex  quo  terminoa  exponentium -y ,  1— >  3^ etc.  in* 
veni  utique  sequuntur.    Significet  p  :  d  rationem  periphèriae 

ad  diametrum,  quo  pcito  erit  Sl^,  —^-^ ,  M±^  etc. 
Aliae   seriea ,    quarum    terminos    générales    reperi ,    sunt 

J^     ÎL4       5JS.9      48*  12. t6     6.10.^.20.25  I       1.2     I.Î.3 

2  ^  3.5'  4T.IÔ'  5T9.i3.n'  ë^^ïîTïelirïè  ^      ^^T'  374'  ^TsTe* 

1.2.5.4    ^  ^     3       11      50      2-74      1764    ^      „  , 

sTgTTï^*^-  ''^^  ''^^  *'T'  T'  24>  Ï25>  l2cr^^-  Harumduae 
priores  quam  teneant  legem,  ex  inspectione  intelligetur,  tertia 
vero^   cujus  lex  minus  clare  apparet^    est  summatoria  pro- 

gfessionis  harmonicae  *>  "o">  Y'  T  ^*^*  ^^  cj**»>  quem  ha- 
beo, termino  generali^  invenî  terminum  cujus  index  est  —  — 
hune  —  2/2.  Terminus  vero  cujus  exponens  ^>  est  2 — 2/2. 

1  2 

Is  cujus  exponens  1-,  est  2  -f  y  —  2/2,  tum  ille  cujus  ex- 

1  2  2 

ponens  2^,  est  2 -{---- 4"-r  ^ '^'^»  ^*  **^  porro.    Significet 


vero    12    logarithmum    hyperbolicum    binarii    qui    est   rr 

0^6931  %718056.     Quae    cum    ita    se    habeant^   ut    termini 

générales  tôt  quadraturas  comprehendere  debeant^  intelligitur 

eorum  inventionem  a  calculo  infinitesiinali  peti  oportere«  Id 

ergo   hac  in  re  praestiti^  ut  calculum  differentialem  et  inte- 

gralem  seriebus  tractandis  accomodaverim.    Quem  usum  no- 

vum,    etsi  ob  temporis  brevitatem  nondum  magis  excolere 

potui^  spero  adbuc  ampliorem  fore.  Tu  igitur^  Vir  Geleber- 

rime,    qui   banc   de   seriebus  doctrinam  jam   tôt  tantisque 

inventis  auxisti^  judipkis^.ntf  M  pAUb  lioc  circa  séries  ver- 

sandi   modo    amplius   expectandum  slt    Maxima  vero  certe 

uûitas  atque  perfeotis  adquireturi  tst  Ips4|   quomodo  quam 

commodissime  calculo  differentiali  bac  in  re  uti  conveniat, 

inquirere  dignaberis.  Hoc  enim  adbuc  mea  metbodus  laborat 

iniMiHiniln^  quMl  ià  bbu  ÎB?enir6  possim^  qiiod  volo^  sod 

kl  vèifo  debesiifi,  t^ubd  înTeiiio. 

Vale  et  fave  Tui  observantissimo 

Eulero. 
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LETTRE  II. 


GOLDBACB     il     EULER. 


SotfHàiM»    DteonMnitioii  dw  teniMê  géoénum  des  éoitea  de  la  Icitrt  précédwi 
Ce  que  c^eit  que  les  loganthmet  hyperboUqnee?  Théorème  de  Fennet 


Vir  Glarisume^  Momom  l  Decembr.  il2» 

Ad  epittolam  Tuam^  quae  mihi  gratittima  fuit^  generati 
respondeo  me  in  terminis  mediis  fterierum  inveniendis  sa 
habuiste^  si  quos  in  numéros  rationales  cogère  non  postei 
eosdem  per  séries  infinitas  numerorum  rationalium  utcunq 
exprimerem^  quodsi  deinde  ostendi  possit  seriem  hujusmo( 
qua  valor  termini  medii  quaesiti  continetur^  vel  ad  numei 
irrationales  vel  ad  logarithmes,  vel  denique  ad  curvart 
quadraturas  nondum  inventas  pertinere^  id  minime  contei 
nendmn  puto^  nam  si  alii  operam  dederunt  ut  incognito 
rationem  diametri  ad  circulum  per  seriem  infinitam  det< 
minarent,  e  contrario  summam  seriei  nondum  cognitam  [ 
quadraturam  circuli  explicare  licebi^,  hac  tamen  notabili  d 


-fxî 


'H^ 


OKCÙ 

^  /il' 
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ferentia^  quod  numéros  irrationales  ad  rationales  redigi  non 
posse  facile  demonttretur^  quadraturam  vero  circuli  numeris 
rationalibus  definiri  non  posse  nemo,  quod  sciam,  evicerit' 

Terminum  generalem  seriei  l-|-24-64-2^'-h^te>  quein 
pro   exponente  quocunque  m  facis 

•     — ».  ■■  •   —————  •  etc. 

t+m        24-//!  34-m  4  4-m         ^*^' 

sic  demonstro  :  Sit  x  exponens  factoris  cujuscunque^  erit  for- 

mula  generalis  factorum  —- — -j- •>   et    productum   om- 

oium  factorum  a  primo  usque  ad  ultimum  cujus  exf9mm$ 
ert  X, indurive.  (x+l)-:  (^l>.tî±2>.<l±L»>...<i±i)).  E.. 

gratia  si  m  =  2,  fîet  productum  factorum  ad  datum  quem- 

cunque  factorem  (cujus  exponens  est  x) .  J,^w  Vo^***    ^^^ 

adeoque  productum  omnium  in  infinitum  =3.  Si  m  =:  3, 
erit    simile     productum    ad    datum    quemcunque    fiictorem 

6  (x  4-  *)*  •  [~r~)  (  a~~)  (~3~)  ^^^^^"®  productum  omnium 
in  infinitum  =:  6^  et  sic  porro.  Sed  observasti  sine  dubio 
séries  algebraicas  omnes^  quarum  termini  consueto  more  per 
signum  -{-  conjungi  soient^  etiam  in  hujusmodi  faictores  con- 
verti posse ^  erunt  enim  hic  producta  factorum,  quae  illic 
sunt  aggregata  terminorum. 

Fateor  me  non  satis  perspectam  habere  naturam  loga- 
rithmorum  hyperbolicorum ,  quin  et  Cl.  Wolfius^  ubi  de 
iogarithmis  agit^  hyperbolicorum  mentionem  nullam  facit. 

In  reliquarum  serierum^  quas  commémoras^  terminis  ge- 
neralibus^  Tuo  more  per  factores  exprimendis  non  magnam 
video  difficultatem  ^  nam  seriei 

1  2A    .      3.6.9  ^.8.12.16    . 

T  "«  sTS  "^  4.1.10  "^  5.9.i3.n  ' 
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terminus  generalis  ert  — r-7*5 — !-:•:; — rr*** — î-:  donec  m 
fiât  zz  X,  quod  si  nusqpiam  contingat^  erunt  &ctarw  nu- 
BBMTO    infiniti;    sic    terminus    respQndens    exponenti  -f  fit 

12      3      4^ 

—  •  —  •  —  •  — ••  etc. 

3      4      6       6 

^'^^^  T  +  376  •+"  3:5:1  "^  3X1:9  +  ^*^-  *«™""^"«  generalis  est 

2(!l/t+3)    4(2/t+S)    6 (2 /t 4-1)    B(!l/t-t-9) 
»(aj*-f  3)  *  6(li»+4)  *  1(111+6)  *  9(!l*+8)  '  ^*^' 
o_  .   .  t      .    l«!l    ,    1  2.3    ,    1.2.3.4    .      ^      ^ .  ^^        ■•         ^ 

SBn«^^j^4-,j^~-Hj^j^-f  etc.  terminus  geiienilis  en 

.  •    .  J^  ^1(4/1+1)    3(4^4-6)    4(4/t4-l0)    S(4H"<»)       4^  \ 
2  V  6(/»+l)  *10(/»+l)*    14(n-}-3)  *    18(/i+4)  *         V 

nëque  adeo  difficile  ert  assumere  numefos  qùadiraluràrt  cîr- 
culi  exprîmentes^  aliuude  jam  cognitos  et  pro  iisdetn  mums 
concinnare^  ({uarum  terminos  medios  hi  numeri  constituant^ 
çujus  artificii  mihi  probe  gnarus  videris. 

Gaeterum  egregias  plane  judico  methodos,  quarum  speci- 
mina  mecum  communicasti  ^  neque  dubito  quin  iisdem  vesli- 
^is  prôgtediens  mults  nova  et  praeclafa  in  hbc  geftere 
repefturus  ^s;  tnisi  ego  quoque  nuper  ad  Cl.  BemoulKum 
nortrnm  theorema,  quo  tnethodum  sumituindi  séries  ad  tal- 
Cttlum  qttem  voeant  integralem  a^otnitdavi.    Yale. 

Goldback. 

P.  S.  Notane  Tibi  est  Fermàtii  observatiô  omnes  numéros 

hujus  formulac  2  -f-1^  nempe  3^5^17yetc.  esse 
primos,  qiiam  tamen  ipse  fatebatur  se  démo nstrare  non 
posse^  et  post  eum  nemo^  quod  sciam,  demonstravit. 
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LETTRE  III. 


SeititAimB.      UsAge  eu  calcul   înlégral   dans  U  recherche  des  tefnieft  gëiténdï  des 
«nîtes.    Digression   sur    U   théorie    des   logarithmes  et  les  lo|r>'>*bin<* 
boliqiies.    Sur  le  théorème  de  Femut  de  U  lettre  précédtf&te. 


VÎT  Geleberrime,  p^^^^^^  ^  ^  ^^^  ,^^ 

Quae  nuper  de  methodo  fnea  progressionum  terminos  vhe- 
dios  ex  quadraturi^  invenietidi  scripsi^  ea  noU  ope  Berierilill 
infinitariim  terminos  illos  exprimentium  pefficio,  maxhne 
enim  arduum  esse  arbitror  de  quaque  série  infinitâ^  ad  quam 
pertineat  quadraturam ,  pronunciare;  quanquam  non  negeiA, 
me  primo  ex  série  terminum  generalem  progresliotiii 
l-f-2-f6  +  24-|-  etc.  exhibente,  quam  Tibi,  Vir  Celeber- 

rime^  perscripsi^  con(*lusisse  terminum  ordine  -y  a  quadratura 

cirruli  pendere.    Deinde  autem  eodem  modo  circa  alias  pro- 
gresêiones  versari  diffidens  id  meditatus  sum»    quomodo  alia 
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via  eodem  pervenire  potsem^  quae  non  teriebus  dîgnotcendis 
coutineatur.  In  aliam  igitur  atque  novam  incidi  rationem 
progressionum  terminis  generalibus  denotandarum.  Ea  in  hoc 
consistât,  ut  formulas  intégrales  in  tcrminos  générales  reci- 
piam.  Âd  hoc  autem  adductus  sum  considerans  ad  ea,  quae 
a  communi  algebra  perfîci  non  possent^  analysin  infinitorum 
plerumque  facilem  praebere  aditum.  Sed  termini  hujusmodi 
générales  toties  consuetam  induunt  formam,  quoties  for- 
mulae  illae  intégrales  algebraice  exprimi  possunt^  quibus  in 
casibus  progressionis  omnes  termini^  sive  exponentes  sint 
numeri  fracti,  sive  integri,  algebraice  exhibentur.  Quando 
vero  illae  formulae  integrationem  universaliter  non  admit- 
tunt,  omnes  termini  algebraice  exponi  nequeunt,  sed  qui- 
dam a  quadraturis  curvarum  pendebunt,  quae  inde  cognos- 
cuntur.  Gum  igitur  in  nonnuUis  seriebus  observassem  ter- 
minos  quosdàm  medios  a  quadratura  circuli  pendere,  in 
earum  terminis  generalibus  necessario  formulae  intégrales 
inesse  debere  visae  sunt  Sequenti  autem  modo  hujusmodi 
formulis  integralibus  utor.  Quando  dico  scriei  cujuspiam 
terminum  generalcm  esse  fPdx^  intelligi  oportet  ex  eo  ter- 
minum  quemcunque  indicis  n  inveniri  posse.  Indicat  vero 
hic  P  functionem  quandam  ex  x  et  constantibus  quantitatif 
bus  una  cum  n  indice  compositam;  refero  scilicet  n  ad  con- 
stantes, ut  unica  variabilis  x  adsit.  i^imfPdx  hoc  modo 
dat  terminum  n""*".  Integretur  fPdx  vel  reipsa,  si  fieri 
potest,  vel  ad  quadraturam  curvae  convcnientis  referatur; 
tanta  autem  constans  adjiciatur,  ut  totum  evanescat  posito 
X  t=  0*  Deindc  ponatur  x  =  constaiiti  ruîdain  qiiantitati  (  in 
scqucntibus  seinper  pono  a;=:l),  liabebitiir  fiinrtio  quacdam 
quantitatiim  constantium  et  indû'in  n,  quar  erît  ipsc  termi- 
nus n™"*.    Fieri   nunc  potest,   praefipuc  si  n  in  exponentes 
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ingrediatur»  ut  positis  loco  ri  certis  numcm,  formula  inte- 
grari  possît^  secus  vero  si  alii  substituantur.  Quo  fit,  ut  alii 
termini  algebraice  seu  in  numcris  exprimi  queunt,  alii  a 
quadraturis  pendeant.    Ut  terminum  generalem  reperi  liunc 

— -^ — jdœ{\  — xyv  X pregressioms irtiusy  |  ^    4-,  ,  -  |  etc. 

Qui  quomodo  eongruat^   ut  appareat,    sit  nu:  2^  habebitur 

—  Jdx(i  —  xyVxz=z—x* — — aî*-|-.x^;    ponatur   x'zzi, 

orietur  terminus  secundus  ru -\-  i  zn-^'*     Idem  hic 

3  5  l5 

terminus  generalis  omnes  termines  medios  suppeditat^  ut  sit 
n=:  — >  erit  2/dxV  (x  -  xx)  terminus  quaesitus.  Sed 
2/dxy^{x  —  xx)  exhibet  segmentum  circuli,  cujus  sagitta 
est  x,  radio  existente  —  9   seu    diametro   1.    Ponatur  x^zi, 

erit  terminus  ordine ^ aequalis  areae  circuli^  cujus  diameter  ni. 

Similiter  alii  termini  medii  determinantur.  Hujusmodi  ter- 
minos  générales  omnium  earum  progressionum^  quarum  men- 
tionem  feci,  aliarumque  infinitarum  similium  dare  possum. 
Quoiisque  autem  haec  methodus  pateat  ut  possis  cognoscere^ 
Yir  Celeberrime^  generaliora  hic  adjungo.  Fundamenti  loco 
mihi  fere  fuit  haec  progressio  1  -|-  1.2-|-1.2.3  -}~etc.,  cu- 
jus terminus  generalis  mihi  inventus  esty6?2c( — Ix)".  Ni- 
mirum    sumto    integrali    positoque  a?  =1 1  ^   prodit   terminus 

cujus  index  est  —  •  Dénotât  autem  Ix  logarithmum  hyperbo- 

licum  ipsius  x.  Antequam  vero  ostendam ,  quomodo  haec 
formula  progressioni  satisfaciat^  explicabo^  quod  Te  non  satis 
perspiccre  innuis ^  quo  difierant  logarithmi  hyperbolici  ab 
ordinariis.    Si  constituatur  progressio  geometrica 
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A..i,       a,         o*,  a*,  «*,  «*,       €tc. 

ekfue  ftub«cribatur  ^irithmetica 

B..b,  ft-f  c,  A4-2c,  fe4-3c,  ft-ftc,  6+5c,  etc. 

habebit  quilibet  terminus  progressionis  A  sive  eorum  qui  ad- 
sunt,  sive  interpolatorum  re^pondentem   in   progreMÎone  fi. 

Hi  termini  progrewonis  B  respondentium  tenninorum  in 
progressione  A  vocantur  logarithmi.  Jam  cum  innumer^iles 
progressiones  arithmeticae  subscribi  poftsint,  perspicuum  est 
innum^rabilia  dari  systemata  logariUunorym«  In  vulgarî  sy^ 
stemate^  quorum  tabulae  a  Briggio  et  Vlacquio  computatae 
habentur^  loco  seriei  geometricae  A  posuerunt  1>  10^  100«  1000 
etc.  et  loco  arithmeticae  sumserunt  banc  0^  1^  2^  3,  %  etc. 
ita  ut  logarithmus  unitati^  fût  0,  denarii  1  etc.  Ex  hoc  m«- 
telligitur,  ad  aystema  quodpiam  logarithmorum  condendumf 
duorum  quorundam  numerorum  logarithmes  pro  lubitu  ac- 
cipi  poM«,  t  quibua  deînde  omnium  numerorum  logarithod 
determinantur«  Ita  in  systemate  logarithmorum  hyperbolicorum 
etiam  pro  logarithmo  unitatis  ponitur  0>  et  pro  numéro  qui 
unitatem  quantitate  infinité  parva  superat,  ut  i  -{-dz  asâu- 
mitur  logarithmus  hoc  ipsum  dz.  Yel  séries  A  est 

I,  (l^dU),  {i'^d^)\  ii^dz)^  etc. 

et  séries  B  logarithmos  eontinens  est 

0,       dzy  2dz,  idz        etc. 

Logarithmi  ex  bac  positione  deducti  sunt  ii  qui  vocantur 
hyperbolici^  eo  quod  iidem  sint^  ac  illi  qui  ex  quadratura 
hyperbolae  eniuntur.  In  hoc  systemate  est  logarithmus  binarii 
0*6931  %7 180559945  et  logarithmus  denarii  est 
a,30a3830929940i»S  ut  ipse  calculo  aliquoties  repetito  inveni. 
Sin  autem  accident,  ut  logarithmis  hyperboiicis  uti  oporteat. 


—  u   - 

non.  quideio  neqiMii  q%|  tabi4aiiQ  e«>rum  ad  ananu»  ha)>ere* 

wd  Vkoqpmili  «0  WXfn%  Tocarî  ppfst^nt  <||iminodQ  »iAgul| 
lo^rithini  per  2^30^585  etc.  multip)icentur.  Semper  aut^m^ 
qiiando  in  calculo  infinitesimali  de  logarithmis  sermo  est, 
hyperiM^d  intelliguntur.  Et  hanc  ob  rem  in  termino  gène- 
«JiyW«(—  Ix)",  l  désignât  logantlununi  h^ei4>olicnm.  Ut 
mme  «ppweat,  quomodô  kaee  formula  qnemvis  terminum 
praebeat ^  sit  n  2r  3,  habebitur  fdx  { —  /a?)*  rz  —  x  (/«)* 
-|-3a5(/jc;*--r6a5te-4-6aîî  eonst^ntis  additione  opHS  no^i 
esL  Ponatur  ergo  a?  n:  1  :  proveniet  terminus  tertius  zz  6. 
Omnes  enim  termini  in  quibus  est  Ix  evanescent^  quia/lrzO. 
Simili  modo  omnes  termini  numéros  integros  b^Jbent^a  eruufir 
tur.  Sed  qui  valor  sit  eorum^  quorum  indices  sunt  numeri 
fracti,    id    difficilius  eruitur.    Deducit  enim  ad  quadraturas 

ctirvanq[n  transcçnd^ntiiiip ,   ut  terminus  ordiçie -ç- d^t^"Wia- 

tur  1^  ^iNldvwlura  tmfsw,  ad  quam  e^X  yy^lm  *  0>  cua 
Ulll?A  eufidem  aiite  a  quadraturt  circuli  pendore  deprdien*^ 
d9|pi|9^  V^liim  tamen  alia  nûhi  însuper  est  methodus  Msdem 
tafimYiM  ad  ciArvar^m  algebraioarara  quadraturas  radoeesdi^ 
quae  hoc  theoremate  continetur:  Terminus,  cuj|us  inde^  est 
p  :  <jf ,  aequalis  est 

i/(1.2.3...p)[(^f4-l)(^+l)(^  +  l)..-(^+i)]. 

qaae  iixpfessi^  aequi^alet  )Êmsifdx{^  Ixy .  Ponatur  €x.  gr. 
p:r  1  et  ^rr2  ut  terminus  ordîne—  invenîatur,  abibît  for- 
ma gçneralis  in  y l,8/rfa5V^(ff  —  «jx);    sed  jam  o^tcpsum 


-^   1«   — 

est  9ifdxV{m  —  XX)  dare  areun  cnrculi  diametri  1^  qiuure 
interie  f  +  t  .2  +  1.3.3  + <*2.3.%  +  etc.  tenmniift  ciqut 

index  est  —  aequalU   est   radici   quadratae  ex  circulo  ciqiis 

diameter  est  1.  Gum  igituryiix(—  Ixy  «t  terminus  genenli^ 
seu  terminus  ordine  n  hujus  seriei^  habeoyil(B( — Ixf  ^  t.8.3..Ji, 
quod  in  serierum  banc  includentium  terminis  generalilms 
inveniendis  magni  est  monienti.  Nec  minus  hoc 

m.m  +  l.m -j- 2...  m  +  '*=^*W^7^:7^Tw»^*  Maxime  univer- 
sale  et  latissime  patens  est  hoc  theorema 

unde  facile  fluit  hoc: 

Ex  hoc  theoremate  facile  est  invenire  omnium  hujusmodi  se- 
rierum^ quarum  termini  sunt  facta^  in  quae  ingrediuntur 
quantitates  in  arithmetica  progressione  progredientes,  termi- 
nos  générales.  Ut  proposita  sit  haec  progression  de  qua  nuper 

-    .       1     ,    2.4    .    3.6.9       .        . 

mentionem  feci,  y  ♦-  —  +^  ^  ^^  4-  etc. 
Hujus  terminus  ordine  n  est 

/f  «Slt.dlt.  •  .Hit 

Hune  comparo  cum 

W+g)  W-^  ^y)  (/+  5g) . . .  (/+  ng) 
{h  +  k)  (h  +  lk)  (h+3k),.  .  ih  +  nk) 

quae   formula  ut  in  illam  transmutetur^  oportet  sity^iO, 
gzzn  Qt  hzni,  kznn.    His  valoribus  substitutis  prodit 

n,2n.3n nn (l  +  n+AnX/âr^i/x  (f  —  x)" 

(«  +  l)(ait+l)(3«+l).. ..(««+!)—         («it+n)€//x(l  — ri" 


i 


^  il  ^ 

îA^pod  eettwiBiHiiugencraKtpragreism  flMa»^ 

tem  dx{i^ —  i)*  întegrabHe^  intégrale  enîm  ^tC--     ^^4 

Constans  C  débet  es»e  -=,  —r—  9  ut  noAito  9iZ^0,  totiim  ev*- 

ii-j-i  *  I 

oAfciitt  pQiii^tur  fitinc  api:;;;;;  1>  ut  prinçîpîo  maimii  pvo4i}iit  C 
wm  — TT»  ^^  lg**«r  (»in-|-n)/rfa?(t  — cd)*  =sn,  et  kleo  t€tt^ 
minus  generalis  seriei  propositae  hanc  habet  formam 

T     c     Q 

Sit   II  ^r  3,    ut  terminus  tertius     '  ■'      prodeat;   habebifui* 

*-  ^      u  u  u*        ^3  59     ,39  .  162  . 

ponatur  x  =  1 ,  habebitur  ~  —  —  -f—  —  1  =:  —  zz  ter- 

mino  tertio.  Quaero  terminum  ordine  —  ;  fiât  ergo  n  z:i  y^ 
habebitur 

Ergo  C  est=:— -  —  —  4"*-  Ponatur  x=i ,  restabit  solum C, 
leu  — -  —  —  -|-  1  zz.  — •  Algebraice  ergo  hic  terminus  ordine 

ydari  potest^  nec  non  ii,  quorum  indices  sunt  —9  -t->  -t-  etc. 

omnes  numeris  exprimi  possunt;  qui  autem  quanti  sint^  alio 
modo  vix  fortasse  inveniri  posset.    Hic  autem  observo  hune 

terminum   ordine  —   aequalem    esse   termino    ordine  2,    et 
generaliter  terminus  ordine  —  aequalis  est  termino  ordine  n. 

Raec  fere  constituunt  unum  genus  progressionum^  ad  quod 
inea  methodus  deduxit;  multa  quoque  ejus  ope  in  seriebus 
lummandis  detexi^    et  praecipue  lerminis  summatoriis  inve- 


/» *t 
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niendb  onmiiim  eanim  progrettioiiiim»  in  qpuumm  termink 
getiéralibus  exponens  vel  index  in  denominatorem  ingreditur^ 
ut  in  progretsione  harmonica.  Sed  de  his  alio  tempore^  ti 
placuerit,  scripturus  sum. 

Nihil  prorsus  invenire  potui,  quod  ad  Femurtianam  ob- 
teryationem  spectaret  Sed  noadum  pit)r«us  p^-soasui  sum, 
quomodo  sola  inductione  id  inferre  légitime  potuerit,    cum 

certus  sim  ipsum  numeris  in  formula  2^  loco  x  substituen- 
dis  nec  ad  senarium  quidem  pervenisse.  —  Haec  igitur  be- 
noTole  accipias  enixe  rogo  et  favere  pergas,  Yir  Geleberrime, 
Tibi  obstrictissimo 

Eulero. 


< 


LETTRE  IV, 


GOLDBACH      à      EULER. 


iMAimB.    Star    la    méthode   d*Ealer   pour  trouTcr    les    termea    fénënaz   de* 
•akes.  Sur  le  thëorème  de  Fermai. 


Moscuae  2121  Meîi  1780. 

gregia  Teque  auctore  digna  judico  quae  secundi»  litteris 
Bcmn  de  termini^  generalibus  serierum  communicasti  ;  hoc 
titum  in  inethodo  Tua  cavendum  mihi  videtur^  ne  assumta 
tegralis  yPtifa?  utrovis  modo^  hoc  est^  tam  posita  xzz,0, 
ma  posita  a?  =  1  ^  in  nihilum  abeat.   Deinde  sponte  moneo, 

nninum  generalem  seriei  y  "h  r^  4"  TTlô  "^  ®*^''  V^^™ 
*o  exponentibus  non  integris  dederam^  non  quadrare^  fisiten- 
m  tamen  est  terminum  generalem  ejusmodi 

^JLtlfdxd-xyVx, 

l  intelligibilU  fiât  in  ■eriem  infinitam  contueto  more  retolvi 
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debere,  cujus  singuli  termiiii  integrati  tandem  exhibebunt 
tenninuin  generalem  indefinitum,  quem  etiam  sine  uau  aritk- 
meticae  differentialis  infinitis  modis  produci  poMe  constat 
Quod  ad  Fermatii  observationem  attinet^  Tecuin  sentio^ 
non  credibile  videri^  eum  ad  sex  terminos  illius  suae  seriei 
exprimendos  progressum  fuisse  >  neque  tanto  labore  opus  est 
ad  verisimilitudinem  illius  observationis;  facile  enim  experi- 
mur^  divisore  quocunque  accepto»  residua  ex  terminis  ordine^ 
quo  sequuntur^  divisis  in  circulum  redire;  sic  v.  gr.  terminus 

2*  -|-  1,  ubi  xzz,2,.^\i^  pei  1  raliiviuit  3^  ergo  termi- 
nus sequens  relinquit  idem  residuum,  quod  relinquitur  ex 
divisione  numeri  (3  —  l)*-4'^  P^^^  7^  nempe  residuum  5; 
terminus  bunc  sequens  idem  residuum  dabit^  quod  relinqui- 
tur ex  divisione  numeri  (5  —  1)*4~'  P^^  '^  divisi,  nempe 
3;  ergo  omnia  residua  possibilia  oqinium  terminorum  seriei 
divisorum  per  7  (ubi  scil.  quotiens  ^it  >  0)  sunt  yel  3  V^l  5. 
Simili  ratione  facile  apparet  nuUum  terminum  seriei  Fejrma- 
tianae  dividi  posse  per  numerum  <  100;  sed  quidquid  sit 
de  Fermatii  observatione  ^  boc  certum  est^  omnem  numerum 
2^  -f"  i  >  V^î  P  ^on  sî^  ^  alicui  fiumero  2"  (in  qua  n  est 
numerus  integer  affirmativus),  esse  non  primum^  cuius  qui- 
dem  divisores  facillime  inveniuntur.  Sic  numeri  2'^  ^  1  di- 
visor  est  17,  numeri  2"**-f  1  divisor  est  257  etc*     Yjdç. 

Goldbaek. 
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LETTRE  V, 


EuLERàGoLDBACH. 

tVAimB.  Recherches  ultërîedfM  mit  le  théorème  de  l^ermat.  ForiAiile  qtti  ét^ 
prime  \ê  nombre  des  dîvisètot  d*aii  aQnifare  doniMé.  Cheqae  nombre  est  la 
somme  de  quatre  quarrés.  Formule  pour  la  quadrature  du  cercle  de  Grë* 
goire  à  St.-Vincenf. 


Petropoli  die  4  Juniî  1780. 

ïstquam    ultimas  ad  Te  misiisètti  litteras^   de  theoremate 

rmatkuio  diligentiut  cofptare  coepi^  idqûe  mm  taon  \eii 
lum  fundamento ,  quam  primum  putaTeram,  peripeû. 
icfties  enim  in  S^-f-l  non  e^t  n  numeni»  ex  progrettî^iie 
omebica  1^  2>  4*^  S,  etc.,  divisoret  temper,  ut  ipie,  Vir 
l«bejrrim6i  in  postremis  litteris  monuittii  assignati  possnnt. 
un  ai  n  est  numerus  impar,  binomiiun  2"-f-l,  yel  etîam 
nendiua  a^^b"  poterit  dividi  pe^  a^b.  Si  praeterea 
erit  il  multiplum  quodpiam  numeri  ûaaparis,  uti  si  nzl^ki, 
inotante  i  numerum  quemcunque  imparem,  diviior  erit 
-|-6^«  Quanc^rem,  cum  solae  binarii  potMliae  faluifc  ba- 
sant proprietatem^  ut  per  nuUum  numerum  imparett  dividi 
ossiut,  praeter  unitaten^  seqnitur  lum  sofam  hâatofii  ^^è" 


ex  hoc  fonte  divitorem  astignari  non  poMe,  qimndo  n  est 
potentia  quaedam  binarii.  Hoc  quidem  miiltum  ad  evincen- 
dam  theorematis  yeritatem^  sed  tamen  non  est  prorsus  suf- 
ficiens.  Quanquam  enim  pro  n  assumitur  dignîtas  quaedam 
binarii^  tamen  ex  eo  inferre  non  licet  a^-f-6"  nullos  habere 
divisores;  ut  si  a  sitr^t*.  et  6=z:3>  etiamsi  ponatur  fi=z2| 
potest  16  4~  9  dividi  per  5.  Gonducit  ergo  investigare  casusj 
quibus  nihilominus  divispres .  iocum  habent  Perspicuum  est 
primum,  si  a  et  6  fuerint  numerî  inter  se  compositi,  ut  c/ 
et  df,  binomium  c^f  -[-  d^f  babere  divisorem  /".  Deinde 
si  a  et  6  utrumque  fuerit  numerus  impar^  dividi  semper 
poterit  per  2.  Denique  ut  hos  casus  universalius  evoivamus, 
sit  ^zzime-^a,  et  6  =: me -f- /!^^  erit 

a*==|je-  +  iia"-*mc  +  ^—^  a''-'*m*c*+  etc., 

et    6-  =  /9"+a/ï'— *mc +  ^p^^ /î-- »m»c*-|"  etc., 
ergo  a"4-6"  =  (a"4-/J")  +nmc(a"-*+/î''-*)-|- 

^(^=J),n»c*(a"-*-f /î"    »)  +  etc. 

Ex  hoc  apparet  singulos  progressionis  termines  praeter  pri- 
mum  dividi  posse  per  me.  Quoties  igitur  a"-f-/}"  et  me 
communem  habarit  divisorem,  per  eundem  et  a"-|-  ^  dividi 
poterit.  In  bis  igitur  aliisque,  si  qui  forte  hic  non  continen- 
tur,  casibus,  quibus  a"  -{-  ^"  non  fit  numerus  primus,  si 
non  comprehenditur  casus  Fermatii,  quo  ai=:2  et  6=::i, 
tuto  eoncludi  potest  2"  -f-  '  semper  esse  numerum  primnm. 
Sed  forte  et  alia  hnjusmodi  theoremata  invenire  licet,  ut 
3"  -f*  2^1  si  n  fuerit  dignitas  binarii,  semper  numéros  primes 
mihi  dare  videtur.  Caeterum  theorema  hoc  non  tam  saepe, 
si  unqoam  iallit,  mihi  fallere  videtur,  quam  quae  de  difle- 
ten^  t  poteatiapum  emuiciant^  cujusoodi  est  boc:  8*  —  1 
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temper  dare  mtmerum  pnmiHn  «  i»  sit  numéros  primuiir 
Nam  si  ponatnr  ii=:ll^  2^^ — 1>  vel  2041*7^  habei  diyisorein  2(3, 
nmilîter '^7  metitur  2**— 1,  et  223  hoc  2"  — t.  Occurrit 
mihi  hic  terminus  generalis^  quem  aliquando  inveni^  vel 
fonctio  quaedam  ipsius  x,  quae  hanc  habet  proprietâtem, 
ut  quiconque  numerus  loco  x  ponatur^  ea  det  numènuH 
diviiorum  ejusdem  numeri;  in  divisoribus  vero  habeo  et 
unitatem  et  numerum  ipsum ,  ita  ut  numeri  primi  duos  taiî- 
tum  habeant  diyisores.  Est  itaque  haec  mea  formula  termi- 
nus geueralis  hujus  seriei 

1,  2,  2,  3,  2,  *,  2,  *,  3,    *,    2,    6, 
1,  2,  3,  *,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12, 
cujus  quilibet  terminus  indicat,   quot  index  subscriptus  ha- 
beat  divisores,   ut  6  habet  quatuor   1 ,  2,  3,  6.    Significet 
nunc   jp  numerum    quemcunque,    erit   numerus   divisorum 
ipsius  X  hic 

Désignant  vero  A  terminum  generalem  seriei  1,  i,  k,  T, 
13,  22,  etc.,  cujus  qui  vis  terminus  summa  est  duorum  pra«* 
cedentium  et  2;  fi  terminum  generalem  seriei  1,  1,  1,  S, 
11,  21,  ^1,  etc.^  cujus  quilibet  terminus  est  summa  trium 
praecedentium  4*  3;  C  terminum  generalem  seriei  1,  1,  1,  1, 
8,  15,  29,  57,  etc.,  cujus  qui  vis  terminus  est  sununa  qua- 
tuor praecedentium  4~  ^*  Similis  ratio  est  reliquarum  litte- 
rarum  D,  E,  etc.  Quaeratur  faine  numerus  divisorum  se- 
narii,  erit  «  =  6,  ^  =  22,  B  =  2l,  C=15,  !>=  10, 
K=l,  Fzizi,  et  reliquae  omnes  erunt  1.  Hîs  positis  erît 
numerus  divisorum  senarii  =: 


—  t%  — 

qmm  a«taHt  ***•  t  ekvatum  mi  mmmerum  ptum  dat  -V  i  ^ 
ad  MiniirmÉ  inqpalreni  *^  i ,  arit  nlunenis  ^liviMmoi 

qui  simt  1,  2>  3,  6.  $i  îgitur  quU  potuerit,  formula  illa 
posita  =::  2^  eruere  quîd  sit  âc>  haberetuf  terminus  generalis 
pro  série  numerorum  primorum;  sed  istbuq  perdngere  non 
qpero.  Ipcidi  nuper^  opéra  Fermatîi  legens^  in  aliud  quoddam 
non  ineiegans  theorema:  Numerum  qttemcunque  esse  summam 
quatuor  quadratorum ,  seu  èemper  iifivenîri  pojMe  quatuor 
numéros   quadratos>    quorum    summa   aeqûalis   sit  numéro 

dato^  ut  ïzzl-f-^'+^'f'^-  ^^  ^^  quadirata  nunquam 
inyenientur>  quorum  summa  sit  i.  Âd  Loc  theorema  de- 
fnonstrandum  requiritur,  ut  generaliter  quatuor  quadmta 
inveniantur  2^,  y^,  x^,  i^^  quorum  summa  aequalis  sit  sum- 
mae  quinque  datorum  l-|-a*-|-6*-(-c*-|-df*.  Alia  îbi  ha- 
bentur  theoremata  de  resolutione  cujusvis  numeri  in  trîgo- 
nales^  pentagohales  ^  cubos  etc.^  quorum  demonstratio  mag- 
num afferret  incremeatum  analysi«  Ut  pagina  haec  impleatur 
transcribam  quadrakuram  quandam  circuli>  quam  ex  propo- 
sîtione  aliqua  Gregorii  a  St.  Viaceatio  elicuij  cujus  ialaitatem 
nemo   adhuc  Mtendit.    Ea  baec  est:  Si  peripheria  ût  p  et 

diameter  d,  erit  i  =  ?I|±^,  e»t  vero  A  -  (^)««^ 
ubt  /  il  :  5  dénotât  logarithmum  fractionis  ^  et  / .  203  :  53 
logarithmum  faujus  -— •   fîaec  expressïo  prope  ad  —  accedit, 

et  si  vera  esset^  magnum  sane  esset  inventum. 

Vale  et  favere  perge>  Vir  Geleb.^  Tui  observantissimo 

Eulero. 
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LETTRE  VI. 


GoLDBACB      à      EULEA. 

SoMMAftAB.    Rëflcuon»    nhérieuflcs    aux    le  théorème   de  Format  et  r^Mmsc  &  la 
lettre  pfëcédente. 


Motcuae  d    j^|  Junii  i7S6. 

Etiamsi  vera  non  esset  Fermatii  proposition  tamen  laude 
digna  mihi  videtur  propterea  quod^  cum  ejus  démonstration 
nem  investigamué  ^  in  alia  incidlmns  theoremata  quorum 
Veritas  solidis  argumentis  evinci  potest^  quale  est  illud  quod 
de  numéro  à*'  -\-b^  divislbîli  per  a'\-  b,  si  n  tuent  uummié 
impar^  obsérvasti. 

Praetérea  i)  èI  a,  b,  n  sint  numeri  hntegri,  6t  ^  signi- 
ficet  aequatiofiem  impossibilem^  posito  "T  =3=  b ,  sequitur 
«^4"  I  este  aiHnonm  primum)»  id  quod  denionstaraii  poUsk 


—  àfr  — 

Suffidt  autem  pro  n  seligere  numéros  qui  ri*  -^  1  facàant 
primos^  videlicet  2,  *,  6,  10,  1*,  etc.  (sunt  enim  2*  +  l, 
4'*+l,    6*+l,  etc.  numeri  primi),   aie  verbi  gratia  quo- 

niam  illico  patet  numéros  — =-  et  — =-  non  etse  mtcfçrM, 

sequitur  numerum  20* -{' i  zz,  kOl  esse  primum. 

2)  Verisimile  est  divisorem  minimum  (unitatem  et  nu- 
merum ipsum  hic  pro  divisoribus  non  habeo)  cujuscunque 
numeri  a*  -{-i  esse  hujus  formae  n*  -|-  i ,  sed  hoc  quia 
nondum  satis  examina vi,  affirmare  non  possum,  nisi  de  unico 
casu,  ubi  x:izif  qui  facile  demonstratur.  Gaeterum  si  ve- 
rum  esset  quod  verisimile  dixi,  ex  eo  demonstraretur  theo- 
rema  Fermatianum,  nam  v.  gr.  posito  a=i2,  n  non  posset 
sumi  =  1  (quoniam  n*  -f- 1  fieret  numerus  par,  atque  adeo 
dividere  non  posset  numerum  imparem),  neque  n  r=:  2  (quo- 
niam divisor  n*  -|-  1  fieret  ==:  ipsi  dividende),  ergo  2*  -f"  ^ 
non  haberet  ullum  divisorem. 

Utrum  numeri  (3"  -f-  2")  (ubi  n  significat  dignitatem 
aliquam  binarii)  primi  sint,  non  dixerim^  si  conjectare  libet 
fortasse  etiam  (2.3)*  -^  i  sunt  numeri  primi,  furtasse  et 
{2p)*  H"  1>  si  p  est  primus;  sed  quis  unquam  affirma  vil 
numéros  (2"  —  i)  esse  primes,  si  n  sit  primus? 

Quae  de  termine  generali  numerorum  primorum  inve- 
niendo  ex  formula,  numerum  divisorum  dati  cujusvis  nu- 
meri exprimcnte,  disseris,  ingeniose  meditata  agnosco,  etsi 
in  usum  deduci,  ut  ipse  animadvertis,  vix  possint. 

Fermatii  et  Gregorii  ^  S.  Vincentio  opéra  me  non  legisse 
doleo.  Quod  ex  Fermatio  refers  theorema:  Numerum  quem- 
conque  esse  summam  quatuor  quadratorum,  demonstratum. 
videre  eupio,  finrile  illinc  infertur  Numerum  quemcunqêe  esse 


—  «  — 

mmmam  toi  quadraioruni  (3n  -f-  1)  9<^^  wimerus  pro  arbiirio 
sttnUus  n  continet  imitâtes.  Sunt  mihi  complura  ejusmodi 
theoremata  in  promtu ,  quorum  demonstrationes  neque 
exercitatissimus  Mathematicus ,  nisi  forte  fortuna^  inveniat, 
etsi  »ua  natura  facillimae  sint;  v.  gr.  nullum  numerum 
triangularem  si  ei  addatur  k,  habere  radicem  rationalem 
octavae  vel  decimae  potestatis^   seu  quod  idem  est^   positis 

û  et  n  numens  mtegris  fore -^-^ —  zn  a        • 

De  quadratura  circuli  per  logarithmos  numerorum^  quos 
in  litteris  Tuis  comnseqionii  »  eiqpressâ^  vehementer  dubito^ 
eUi  ad  verum  prope  accédât.  Sunt  etiam  numeri  surdi  sim- 
pUces  qui  parum  a  vero  aberrant,  ut  si  data  diametro  zrzi, 

peripheriam  dicamus  3  +  — >  bic  numerus  ne  quidem  .^r^^ 

a  yero  déficit;  ita  ut  non  putem  ullam  methodum  excogita- 
tam  esse  quae  rationem  diametri  ad  peripberîam  terminis 
tam  prope  veris  geometrice  definiat  quam  baec  ipsa;  quid 
enim  facilius  est  quam  diagonalem  quadrati  circumscripti 
dividere  in  partes  decem  et  unam  decimam  addere  ad  triplum 
diametri?    Valc  et  fave  Tuo 

Goidbach. 
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LETTRE  VIL 


ËtJtfiti    à    GeLDttACfl. 


SoHâmft.    Ricfaertlies  nMridiifes  «r  kê  MtnbMs  M  iêê  AîvilMiré. 


l*tfM 


Xheorematis  Fermatiani  veritas  quotidie  mihi  magis  elucere 
yidetur^  sed  tamen  demonstrationem  ejus  nondum  sum 
nactus.  Sunt  mihi  autem  nonnuUae  ejus  inventae  proprie- 
tates^  quae  fortasse  ad  demonstrationem  conficiendam  uti- 
les  esse   possent.    Fiat    séries   cujus   terminus   generalis  est 

2  +1   sequens  3,   5,  17,  257,  etc.,  cujus  singuli  ter- 

mini  secundum  Fermatium  sunt  numeri  primi.  Demonstrare 
autem  possum  nuUum  terminum  per  quemquam  praeceden- 
tium  dividi  posse,  et  praeterea  si  quis  terminus  haberet  di- 
visorem^   sequentium  nullum  per  eundem  dividi  posse^  sed 


par  nsidimiii  foM  SL  Oeiiiiiii  igitur  es  hoc  ett,  oÉines 
ejns  prognssionîs  termiiiof  intap  m  eam  pfimos^  vel  dueê 
reperin  non  poiie»  qui  communam  habcant  divitorem. 

Qùod  *a-hl  rft  nu«ef«.  primo. .   quotle.  In^^ 

nullus  iiumenis  inveniri  potest^  qui  pro  n  substitutus  fractio- 
nem  mutet  in  numerum  integrum^  demonsirare  etiam  pos- 
mm  hoc  modo:  TnveMigo  easns,  qulbns  aa^  b  (pono  autem 
ft<fitf-)-  1)  fit  nnmerm  primns.  Fiet  hoc  si  nullos  habét 
drfisores;  %\  haberet  antem  diTÎsores^  if  etse  bajus  fonnae 
a-^m  et  a  —  n,  quia  igitur  aa -^ hi=z [a  -f-  m)  (a  —  n),  erit 

nzz, — i —  =m  —  ^— i — =:  a ; — •  Quoties  ergo  nullus 

numeruf  inveniri  potett^  qui  Iqcq  m  substitutus^  ^^'  .iT  ^ 
Yel  ?^T|"\,»  yelt^^4^f  fiKiet  numerum  intaprum.  totiet  aêtÀ^b 

non  habet  divisores^  et  propterea  est  numerus  primus. 

Dids  deinde^  Vir  Geleberrime,  divisorem  minimum  ip- 
sius  Qa'\-  i,  si  quos  habet  divisores^  esse  hujus  formae 
un  -f*  1.  Sed  puto  unitatem  pro  divisore  minimo  habere  op- 
portere;  nam  hoc  nisi  esset^  theorema  verum  non  esset  Si 
enim  est  a'^zZh,  erit  au  ^izniiSl,  cujus  minimus  divi» 
sor  est  13.  Si  o  ts  76^  erit  aa^izr,  5171 ,  cnjus  minimna 
diviior  est  S3.  Quanquam  autem  hi  divisores  minimi  non 
quidem  unitate  excédant  quadratum^  tamen  sunt  fortasse 
omni»  summae  duorum  quadratorum. 

An  6^    -j-  1  sit  numerus  primus^  neque  affirmare  neque 

negare  possum.  De  generali  formula  vero  (2p)  *  -4^  1  nego , 
etiamsi  p  fuerit  numerus  primus  Nam  si  p  zi  9*^  œ  z±2, 
habebitur  lOOOi^  qui  non  est  primus^  sed  divisorem  habet 

7S.  Neque  etiam  ^  quod  suspicatus  eram^  3*  -1-2*  est  nu- 
merui  primus;  si  enim  x-zzi,  dividi  potest  3''f  2*  jj^r  H. 


—  »  — 

Fateor  me  nallam  librum  nominare  poi8e>  tu  qiMr  m- 
venerim  2"  —  1  etse  numemm  primum^  si  li  est  numenis 
primus.  Tamen  benè  ihemini,  in  inveniendis  nuineris  per- 
fectié  hoc  theorema  Yulgo  in  usum  vocari.  Requiritur  enim 
ad  eos  inveniendos^  ut  omnes  habeantur  casus^  quibus  2" — 1 
est  numerus  primus. 

Tbeorema,  quod  quicunque  numerus  sit  summa  quatuor 
quadratorum^  demonstrare  non  possum,  neque  ipse  Fermatius 
demonstra|re  se  posse  affirmât.  Tamen  rem  ad  banc  quaestio- 
nem  reduxi,  ut  xx-^l  in  quatuor  quadrata  resolvatur. 

Q^adraturam  circuli  Gregorii  a  St.  Vincentio  examinavi 
eamque  ex  falso  lenunati  deductam  esse  deprebendi.  Utique 
si  vera  non  est,  etiàmsi  adbuc  centies  propius  ad  veram 
accederet^  tamen  prorsus  nibili  est  aestimanda.  Sed  si  vers 
esset,  egregium  sine  dubio  esset  inventum.  Âpproximationem 
Tuam,  Vir  Celeb.,  ad  rationem  peripberiae  ad  diametrum, 
utilîssimam  esse  in  praxi  existimo. 

De  thcoi'emate  Tuo,  quod  nullus  numerus  triangularit 
li,iiario  auctus  habeat  radicem  rationalem  8^*^  vel  10"***  digni- 
tatis^  eogitans,  seriem  numerorum  triangularium  investigavi, 
qui  quaternario  aucti  Êiciant  quadrata,  atque  inveni  radiées 
numerorum  eorum  trigonalium  sequentem  constituere  pro- 
gressionem:  —  7,  0^  9 >  56,  329  etc.,  quae  banc  babet  pro- 
prietatem,  ut  quivis  terminus  puta  n"^"*  aequalis  sit  6  (n — l)"*^ 
—  (n  —  2)'"^  +  2.  Similem  legem  babet  séries  numerorum, 
quorum  quadrata  sunt  numeri  trigonaies,  quae  baec  est: 
0,  i>  Ç,  35,  20^,  etc.,  cujus  quivis  terminus  est  septuplum 
praecedçntis,  demta  summa  duorum  praecedentium.  His  ye- 
stigiis  insistens,  universaliter  seriem  numerorum  integrorum 
dare  possum,    qui  loco  x  substitut!  façiunt  cix^  -{-  fix -{- f 


—  3t   — 

quadratum^  notus  autem  esse  débet  unùs  casus^  quo  id  fit 
quadratum. 

Gum  mihi  nuper  theorema  Fermatianum^  quod  nuUus  nu- 
merus  trigonalis  sit  biquadratum  praeter  i,  occurreret,  inqui- 

rere  coepi  an  — ^—  prorsus  non  possit  esse  biquadratum^  nisi 

XX  ^^  X  \ 

sit  ac  =:  1  vel  0.  Posui  primo  — - —  zz  p*a5*,  eritque  x  :=  - — — 
et  V— T~ ^^ ^    ^ _^  Ut  autem  ^^^^  fiât  biquadratum,  de- 

bebit  r^^"*  ^  denuo  esse  quadratum.  Quadratum  ergo  esse 
débet  2p^  —  p.  tidhatijr  p  ziz^if  i\^  1  ;  hàbebitur  2q^  +  ^ 9? 
-h5^-|-  1.  Radix  hujus  sumatur  1  +  y  ^  erit  2^*  +  699 

zz  —  ^*.  Ergo  q  zz—9  p  n: -^et  a:  zz ^*   Quamobrem   nu- 

merus  trigonalis,  cujus  radix  est— 9  erit  biquadratum  radicis 
Y*   Ex  hoc  oasu  jam   cognito  infiniti  alii  inveniri  possunt. 

Hoc  autem  veritatem  theorematis  non  infirmât^  cum  Fer- 
matins  id  tantum  de  numeris  integris  intelligi  velit.  — 
Rogatus  sum  Tibi  nomine  Cl.  Bernoullii    salutcm  dicere. 

Vale  et  fave,  Vir  Geleb.,  Tui  observantissimo 

» 

Leonh.  Eulcro. 
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LETTRE     VIII 


(jOLDBACH  à   EULI^H 


Son  M  AIRE     Réponse  sur  \t»  woihat$  sujeU. 


Mmcom  If  Jttlii  Iff3a 

am  diu  animadverti  numerum  2^        ^"^9  ubi  x  et  p  sint 

numeri  integri^   divisum  per  2*    -\-  ^  >  relinquere  2,   prop- 

terea  quod  (2*'+l)  (2**  — 1)  est  =:  2'*"^'  — 1,    rurtui 

(2*"^'—  1)  (2»'"^*-|-  1)  =  2*'^'— 1,  et  «ic  porro,  donec 

perveniatur  ad  2^        —  i  ^  qui  numerus  binario  minor  est 

quam  2*  -j-  i  ;  ex  eo  quidem  certe  sequitur  omnes  nu* 
meros  seriei  Fermatianae  esse  inter  se  primos^  ut  dicis;  at 
quantulum  hoc  est  ad  demonstrandum  omnes  illos  numéros 
esse  absolute  primos? 


—     33    — 


Qiiod  affimuiYeniB^  divitorem  minimum  numeri  (^-^i  eme 
hnjiis  Ibrmae  n^-f- 1>  nnllo  fàiwiamento  niti  agnotco^  quando- 
qindem  exemple  numeri  a^r  3k  rdPelii  potett  Haec  erronea  hy- 
potkesb  aliam  nihUo  meliorem  peperit:  numerum  a*  -f  1  esse 

jNrimum^  n  'xbï  ^^"  possit  fieri integer^  quae  cum  facto  a=:3^s 

latis  refotetur^  non  digna  erat  nova,  qua  eandem  omasti^  de- 
monstratione.  Ob  hoc  ipsum  exemplum  a  Te  allatum^  magis 
quam  antea  dubito  de  veritate  theorematis  Fermatiani;    fieri 

enim  potest  ut  minimus  divisor  alicujus  numeri  2*  -)- 1  sit 
centum^  vel  centies  mille  notarum^  quem  usque  ad  finem 
mundi  nemo  inveniat 

Haud  satis  intelligo^  cur  Fermatius  affîrmavît  numerum 
qnemcanque  esse  summam  quatuor  quadratorum^  nisi  me- 
thodum  aliquam  tenuit  datum  numerum  in  quatuor  quadra- 
tos  dividendi^  quae  methodus  si  proba  fuit^  ad  demonstra- 
tionem  theorematis  satis  fuit. 

fn  superioribus   litteris  meis  pro  ^55755  scribendnm  erat 

9    quod   velim  corrigas.     Gaeterum  de  follacia  lemmatis 


10000 

Gregoriani  a  Te  deprehensa  Tibi  gratulor;  haud  dubie  is  est 
fons  errons  quem  et  Gartesium  vix  triduo  immoratum  Gre-^ 
goriano  volumiiii  notasse  scribit  Lipstorpius  in  Specim.  Philos. 
Cartes,  par.  i — 2,  p.  87.  Sane  si  facilitatem  legis^  qua  pro- 
greditnr  approximation  spectes^  nibil  puto  de  quadratura 
circuli  excogitatum  esse  quam  Leibnitii  seriem;  sin  modum 
quam  citissime  approximandi  requiramus^  eum  quem  secutus 
est  D.  Lagnius  (in  Gomment.  Âcad.  Paris.  A.  1719)  reliquis 
praestantiorem  ex  admirabili  quod  protulis  specimine  judicare 
licet  ;  occultavit  ille  quidem  tum  temporis  artificium  quo 
usus   est^    neque    u*îo    an    deinde  explicaverit;    posteriorum 

Carres^,  maih.  et  phys.  T.  i.  3 


—   »   — 

enim  Minomm  commeiitariot  non  meminî  ne  Yidkte.  Si 
qnid  Tibi  de  ejus  methodo  constat,  rogo  ut  ad  me  perBcrilns. 

Demonstrationein  meam  tkeorematîs  :  nullum  numemm 
trigonalcin,  praeter  1^  esse  quadrato-quadratum  communi* 
cavi  cuni  Cl.  Beriioullio  nostro  litteris  Moscua  datis,  quas, 
si  ad  manum  sunt,  Tibi  facile  concedet;  ex  ea  demonstratione 
perspîcîes  non  solum  nullum  numerum  a*^"*"*,  sed  ne  qui- 
dem  ullum  n*  (praeter  i  et  36}  reperiri  in  trîgonalium  or- 
dine,  tantum  abest  ut  omnes  quadrati  radicum  0^  1,  6,  35, 
Mk,  etc.>  quarum  progressionem  in  litteris  descrlpsisti,  sint 
trigonales. 

Incidi  aliquando  in  solutioncm  bujns  problematis  :  Nu- 
méro euicunquo  tntegro  quantumvis  magno  a,  cujus  tantum 
duae  postremae  notae  dantur>  addere  alium  numemm  ixh 
tegrum  b  hac  lege^  ut  aggregatum  non  babeat  radicom  n- 
tionalem  uUius  potestatis.  Sit  v.  gr.  numerus  5^366^^  cujm 
tantum  duas  ultimas  notas  nempe  dk  nûbi  cognitas  fingOi 
reliquis  ik^d  (vel  quibuscunque  aliis)  occultatis^  huic  si 
addatur  2,  ita  ut  fiât  5^3666^  is  numerus  nullam  habet 
radicem  rationalem.  Vereor  ne  totum  problema  simplicitate 
sua  yilcscat^  si  methodum  solvendi  et  demonstrationem  simal 
addam,  quapr opter  easdem  in  futuram  epistolam  differo. 

Vale  et  lave 

Goldbach. 


—     35     — 


LETTRE  IX. 


EULEE       à      GoLDBACH. 

SoMMAiBB.    Théorème    de    la    rësolubîlîté    de    chaque    nombre    entier    en    qnatre 

qaarr^.  Série  de  Mayer,  très  convergente,  po«r  b  vakiir  de  n    Séria  des 

nombres    dont    les   quarrés   sont  des  nombres  trigonaux.    Problème  de  Pell. 

Sur   le  problème   proposé  par   6.    dans    la  lettre    préeédente.     Ph>Uè&ie  de» 

lunules  quarrables. 


Petropolî  die  10  Angnsti  lYSO. 

Quantum  mihi  constat  de  theoremate  Fermatiano^  omnem 
nmnenim  este  summam  quatuor  qnadratoruin  ^  îpte  Ferma- 
tius  neque  demonstrationem  ejus  habuitae  videtur,  neqne 
modum  generalem  numeri  cujusque  in  quatuor  qnadrata 
diitribuendi  *,  sed  id  potius  videtur  tantum  observasse  et 
propterea  enunciasse^  quia  nuUum  exemplum  contrarium  ab 
eo  fuit  deprehensum.  Etiamsi  autem  haec  propositio  vera 
sit>  tamen  diflficillima  mihi  esse  videtur  demonstrationis  in- 
vention nullam  enim  legem  oKservare  potui  in  divisione  dif- 
fîcrlKmomm  numerorum  hujus  formae  nn-^T^  atqiie  reso- 


—    36    — 

lutio  in  quatuor  quadrata  semper  fortuna  tantum  succedere 
videtur^  neque  uUa  prorsus  régula  contineri.  Gommentarii 
Academiac  Parisinae  ad  A.  1719  et  sequentes  non  adsunt 
hic  in  Bibliotheca  et  hanc  ob  rem  de  methodo  D.  Lagnii 
nihil  commemorare  possum.  Quod  autem  ad  aptam  et  £ici- 
lem  approximationem  ad  aream  circuli  attinet^  memini  Maye- 
rum  nostrum  b.  d.  habuisse  seriem  vehementer  convergen- 
tem,  cujus  très  vel  quatuor  termini  tantum  sumti  darent 
maximos  Ludolphi  a  Gçulea .  numéros.  Séries ,  quam  nuper 
Tecum  communicavi  0^  i,  6^  35^  20^^  etc.,  hanc  habet  pro- 
prietatem,  ut  cujusvis  termini  quadratum  sit  numerus  tri- 
gonalis^  neque  haec  proprietas  ad  0>  1  et  6  tantum  pertinet 
Nam  V.  g.  quadratum  termini  35  est  1225  >  qui  est  numéros 
trigonalis  radicis  fhd.   Universaliter  vero^  cum  illius  progrès- 

noms  terminus  generalis  sit  ^ — — -rzrk *  nu- 
jus  quadratum  est  numerus  trigonalis  radicis 

Ex  ea  igitur  série  quam  dedi  inveniuntur  innumerabiles 
numeri  integri  qui  simul  sunt  quadrati  et  trigonales.  Fun- 
damentum  ejus  sequenti  generali  theoremate  nititur:  Si  for- 
mula az^  ^-bz-^rC  fit  quadratum  casu^  quo  ponitur  zzz:p, 
fiât  ea  quoque  quadratum  casu^  quo 

oportet  autem  pro  X  numerum  accipere  qui  l  -^-aXX  £aciat 
quadratum.  Si  igitur  unicus  innotescit  casus^  quo  az^-{'bz'\'C 
fit  quadratum^  ex  hac  forma  statim  invenieutur  innumera- 
biles^  idque  in  integris   numeris>   siquidem  X  ita  accipiatur 

nt • — ^ nat  numerus  mteger.   Omnes  autem  nu- 
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meri  lioc  modo  invonti  constituunt  seriem  ex  duaous  geo* 
Bietriiôt  conflatam.  Agitata  8unt  hujusmodi  problemata  de 
numeris  integris  inveniendU  inter  Wallisium  et  Fermatium. 
Exemplum  maûme  difficile  erat:  invenire  numéros  integros> 
qui  loco  X  poftiti  efiticiant  fonnuiam  i09a;x*-f-l  quadratum. 
Pro  hujusmodi  quaestionibus  «olvendis  excogitavit  D*  Peil 
Anglus  pcculiarem  mcthodum  in  Wallisii  opcrihus  expositam. 
Ëaque  ad  meum  institutum  opus  liabeo,  ut  i -\- aX\  fiât 
quadratum.  Ela  vero  niothodus  tantum  ad  exempla  prorsus 
munerica  pafet,  neque  ejuft  est  usus  in  formulis  arbitrarios 
coêfficientes  habcntibus  rrsol vendis^  cujusniodi  est  meus  casus 
az*  -^  bz  -^  c,  Gonatus  sum  similem  methodum  pro  formulis^ 
în  quibus  indcterminata  très  habet  dimensioncs^  invenire. 
fdem  vero  non  aequc  ac  in  quadraticis  praestarc  potui;  sed 
tamen  ea  sufficit  ad  omncs  numéros  integros  inveniendos, 
legem  vero^  qua  ii  progrcdiuntur ,  non  praebet.  Exempla  ad 
hoc  illustrandiun  sint  hacc:  Invenire  numéros  pyramidales 
trigonales  intègres^  qui  sint  quadrati^  vel  qui  sint  trian- 
gulares  plani. 

Solutionem  Tuam,\  Vir  Geleb.,  problematis  quod  per- 
scripsisti^  ad  propositum  numerum  alium  adderé^  if  à  ut 
summa  non  habeat  radicem  rationalem  uUius  potestatis^  ex 
hoc  prineipio  ductam  esse  statim  animadverti^  quod  nullus 
mumerus  uUius  dignitatis  per  solum  binarium  dividi  possit^ 
vel  quod  nulla  potentia  sit  numerus  impariter  par.  Ex  dua- 
bus  autem  postremis  notis  cujusque  numeri  cognoscitur, 
utrum  per  4  dividi  possit  an  secus.  Quamobrem  si  talis  nu- 
merus adjiciatur^  qui  efficiat  summam  per  2  sed  non  per  k 
divisibilem>  habetur  quod  desideratur.  Idem  adhue  pluribus 
modis  potest  effici^  vel  faciendo  ut  ultima  nota  sit  0^  penul- 
tima  non;  vel  ut  duae  postremae  notae  siut  05^  15^  35^  k5. 
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55^  GS^  85^  95  ;  hujuunodî  enim  terminatione»  nullae  habeiit 
dignitates.  Similiter  apparet^  qualis  numenis  ad  propontam 
quantum  via  magnum,  cujus  notarum  aumma  tantum  datur, 
addi  debeat,  ut  quod  prodit  nulla  ait  potentia.  Nimimm 
talia  débet  addi,  qui  ad  summam  notarum  additua  reddat 
eam  per  S,  sed  non  per  9  diviaibilem. 

Methodum  Tuam  lunulaa  quadrabilea  inveniendi  vidi^ 
eaque  mihi  magnopere  placuit  propter  summam  ejua  et  &- 
cilitatem  et  brevitatem.  Persecutus  aum  idem  problema  jam 
diu,  prorsus  analytice,  sequenti  modo:  Sit  (Fig.  1.) semilunula 
quaecunque  ABD,  et  ex  D  in  AB  productam  demittatur  per- 
pendiculum  DC,  arcuum  AD,  BD  sinus.  Sit  DCzzy.  ra- 
dius arcus  ADzz^a,  radius  arcus  BDzzzb\  erit  integratione 
per  logarithmos  absoluta  area  ACDzz: 

et  area  BCD  = 

2  bV  —  i  2 

Ex  his  erit  semilunulae  area  ADBziz 

aaV  -^t  tr  +  ^Crr  •^^<»)  bbV  '-'i   i  J^+  V  (jrjr  —  bb)  

2  aV^i  2  bV-i 

2 

Ergo  perspicuum  est  quoties  in  hac  expressione  quantitate» 
logarithmicae  evanescunt,    toties  lunulam  esse  quadrabilem^ 

erit  enka  ^i?B  =^^^^^--^^^--^"^^'"'-^-^^.    Quamobren» 

ad  lunulas  quadrabiles  inveniendas  oportet  ut  sit 

aaV  -t  fX-^-VJJX-^f^)  _  hbV  ^  i  fy  +  V(^x-^^) 
2  «y  — I  —        1  bV--t        ' 
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vel  sumtis  numeris 

V,      av-^i      J     —  V     T/-1      J  • 

Ex  hac  aequatione^  data  relatione  inter  a  et  b,  determinabitur 
J,  seu  semichorda  lunulam  quadrabilem  subtendens.  Quan- 
quam  in  aequatione  inventa  inftunt  quantitates  imaginariae^ 
tamen  in  reductione  eae  ex  calculo  abeunt^  proditurque  pro 
y  valor  realis.  Solutio  haec  cum  Tua,  Vir  Geleb.,  congruit^ 
utraque  enim  omnes  dat  casus,  qui  existunt.  Vale  et  fave 
Vûr  Geleb.  9  Tibi  observantissimo 

Leonh.  Eulero 


i 

I 
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LETTRE  X. 


GOLDBACH      à     El'LER. 


SoMM\ihL     Réponse  a  la  lettre   précédente.     Problème  de  géométrie. 


Moscuae  d.  9  Ocl.    1730. 

J^urnero»^  qui  dividi  possunt  in  tôt  quadrata  quot  a  continet 
unitatcs^  animadvcrti  posse  etiarn  dividi  in  quotcunque  plura 
(|iiain  a,  ho('  est  in  quadrata  a  -^  n,  ubi  n  denotet  numerum 
integrum  affirmativum  quemcunque.  Si  igitur  verum  est 
numerum  quemcunque  dividi  posse  in  quadratos  quatuor, 
theorema  generalius  enunciari  poterit:  Numerum  quemcunque 
radonalem  dividi  posse  m  quadratos  quotcunque  plurcs  quam  3. 
Omnis  vero  numerus  qui  ncque  duorum  neque  trium  qua- 
dratorum  summa  sit^  semper  dividi  posse  videtur  non  solum 
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in    quatuor  .quadratQt^    sed  «tiam   in   1   et  très   quadntos> 
$ic  V.  gr. 
7  =  l-f  1  +  1-4-*;  23=;l+*  +  9+»;  39  =  1 -f  1  +  1 -f-36; 
I5=l-|-l-h*+9;  28=1+94-9+9;  «=1+1+9+36; 

etc. 
neque   ullum    exempluni   contra  adferre  |K>teriê;   sed  hujua* 
modi  theoremata  non  facUe  demonstrari  cum  Fermatio  iateor. 

Séries  illa  Mayeri^  quae  tribus  quatuorve  tenninis  nu* 
meros  Ludolphinos  exhibuijt^  magni  momenti  videtur,  si  istr 
tres  quatuorve  termini  breviore  tempore  et  describi  et  m 
fummam  colligi  possunt^  quam  quo  tempore  opus  est  ad 
eosdem  numéros  methodo  Ludolphi  determinandos^  nisi  enim 
id  demonstratur  ^  nihil  in  ejusmodi  série  magnopere  admi- 
randum  est^  cum  vel  ipsa  séries  Letbnitiana  pro  lubitu  ih 
magis  convergentem  transmutari  possit^  si  v.  gr.  millenos 
quosque  terminos  ejusdem  pro  singulis  terminis  alterius 
seriei  sumamus^  sed  hujusmodi  compendio^  ut  dixi/  nihil 
proficimus^  quoniam  ad  duos  terminos  seriei  magis  conver- 
gentis  describendos  et  addendos  tantum  temporis  requiritur 
quantum  ad  coUigendam  summam  bis  mille  terminorum 
seriei  minus  convergentis. 

Innumeros  esse  quadratos  trigonales  satis  ostendisti  et 
banc  ob  causam  multo  magis  memorabile  est  Fermatii  efia- 
tum:  nuUum  numerum  trigonalem^  praeter  1,  esse  qua- 
drato  -quadratum. 

Numerum  qui^  divisus  per  9^  relinquit  3  vel  €  non 
habere  radicem  rationalem^  quemadmodum  observasti^  jam 
ante  plus  quam  12  annos  ad  amicum  scripseram.  Locus  ex 
epistola  excerptus  in  Supplem.  Actor.  Lips.  legitur. 

Quod  mea  solutio  problematis  de  quadrandis  lunulis  Tibi 
prcrfietur   pergratum    est^    quamquam    mibi   ipsi   displicere 
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coepit^  (MMtquam  non  fiôvâmi  %eà  a  CL  Dan.  Bemoullîa  ia 
Exercitat.  Mathemat.  multo  ante  expositam  vidi.  Tua  solntio 
miki  imprimii  arridet^  quod  ae()uationem  ad  expresâîones 
definitai  reducis^  quae  sane  plui  habent  elegantiae  quam 
séries  indefinitae.  Gaeterum  quaecunque  hujus  probLematis 
solutiônes  excogitentur^  totum  negotium  in  eo  est^  ut  ab 
expressione^  quae  déterminât  aream  lunula6>  removcantur 
quantitatet  a  circuli  quadratura  pendentes;  igitur  jam  ante 
7  annos^  cum  primum  hujus  problematia  mentionem  m 
lilteris  Ceiceret  Nicol.  Bemoullius  p.  m.  banc  ei  aolutionem 
iliisi: 

Sint  (Fig.  2.)  duo  circuli  sese  intersecantes  in  ^  et  C; 
circulua  AGC  =  a\  AHC:zifii   pars  circuli  ADCE  =;  y  ; 

ABCF=.-\    triang-    AEC=,b]    ACFzzc,   erit    segm. 

ADC  :^  ^  —  b:    ABC  in  ^  -^   ex     adeoque    lunula 

P  9  ^ 

A  BCG  :zz  a  —  —  +  A  —  —  -f-c;  et  ponendo  a  —  -—  — 

—  =  0  (ut  scilicet  destruantur  quantitates  quadraturam  cir- 
culi invol ventes)  erit  eadem  lunula  ABCGzzib  -^  c. 

Occasione  problematis  Kepleriani  de  semicirculo  CHD 
(Fig.  3.)  ex  dato  puncto  E  ita  dividendo,  ut  trilineum  CHE 
sit  ad  aream  semicirculi  in  ratione  data,  in  alius  proble- 
matis solutionem  incidi: 

1.  dato  radio  i^Cml, 

2.  ratione  diametri  ad  peripheriam  :   1  ad  /> , 

3.  arcus  dati  ad  sinum  rectum:  ^  ad  ^, 

n 

k.  areae  trilûnei  CHE  ad  aream  semicirculi  CHD;  1  ad  a. 
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determinare  diâtantiam  puncti  E  a  centro  A  seu  lineara 
AE:=z  e  infinitis  modîs ,  ita  ut  sinus  H I  exprimatur  per 
quantitates  p,  n,  c;  postulatur  autem  solutio^  quae  deter- 
minet  Uneas  AE  et  HI  non  per  séries^  sed  per  expressiones 


Sdutio.    Sit  m  numerus  arbitrarius^  AEzzc^= 

3^(1 -m)  y- 1  


«[(y(i-««)-4-«y-i)'»-(>^(i-e»)-ey-i)] 


m 


ne 


M 
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LETTRE  XL 


EuLEK       à       GOLDBACH. 

Somma lEE.    Tliëorcmes  de  la  tbéorie  des  nombres.    Formules  pour  la  valeur  de  jr> 
Intégration  de  formules  îrratlonelles. 


Petropoli  die  17  Octobr.    l7âO. 

Quod  omnis  numerus^  qui  in  tôt  quadrata^  quot  a  continet 
unitatcs^    dividi  potest^    etiam  in  plura  posait  dividi,    ex  eo 
£stcile    intelligitur^    quod    quadratus    numerus    quicunque  in 
duoft   pluresve    quadratos    possit   distribui.    Hoc  ergo   modo 
numerus  quadratorum^  qui  junctim  ftumti  numerum  datum 
efBciunt,  quousque  libuerit  potest  augeri^  non  vero  diminui. 
Observavi  atque  demonstrare  possum  nuUum  numerum  bac 
forma    contentum    mm  {kx-^  3)   in   duo   dividi  posse  qua- 
drata;    neque  ullum   hujuft  formae  mm  (Sx -{-7)  esse  sum- 
mam    trium    quadratorum.    An  vero   omnes  reliqui   in  tria 
pauciorave   dividi   possint^    non    dixerim;    neque    an  omnei 
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nnmeri  in  ea  formula  eontentî  in  quatuor  quadrata  possint 
dividi.  Saltem  nullum  exemplum  deprehendane  potui.  Atta- 
men  si  verum  est  aliud  theorema  ejusdem  Fermatii,  omnem 
numerum  esse  summam  trium  numerorum  trigonalium  >  et 
hoc  inde  sequitur  omnem  numerum  mm{8x^l)  esse  sum- 
mam quatuor  quadratorum.    Vi  enim  illius  tfaéorematts  om<- 

nes  numeri  eomprehenduntur  in  ista  formula  ^^^^-^-| ^-h 

— r — •  Propterea  hujus  oetuplum  kaa-^-ka-^^kbb  -^kb-j-^ 

kcc-^-kc  complectitur  omnia  multipla  octonaru^  seu  omnéfs 
numéros  hujus  formae  8  x.  Gonsequentier  haec  formulât 
(2a-f  i)*-f  (26+l)*-|-(2c-f  i)*  continet  omnes  numé- 
ros hujus  formae  Sas -|-  3.  Quocirca  omnes  numeri  Sx-\-9 
sunt  summae  triiim  quadratbrum.  Hane  ob  rem  omnes  numeri 
formae  8x-\-k  \el  hujus  8x-f-7  sunt  in  quatuor  quadrata 
resolubiles.  Porroque  et  hi  m  m  (8  a? -[-4)  atque  mm  (8  a? -{-7). 
Formula  mm{8x  '\-k)  aequivalet  huic  mm  (2x  -\-  l).  Ex 
hac  formula  excluduntur  omnes  numeri  impariter  pares; 
iîque  soli;  i.  e.  numeri  formae  istius  kx'^2.  Ëtiamsi  ergo 
verum  esset  Fermatii  theorema  de  numeris  trigonalibus, 
tamen  ad  veritatem  nostri  ostendendam  necesse  insuper  est 
demonstrare  omnes  numéros  kx'^2  in  quatuor  quadrata 
esse  resolubiles.  Quod  attinet  ad  observationem,  omnem  nu- 
merum in  quatuor  saltem  quadrata  divisibilem  dividi  posse 
in  unitatem  et  tria  quadrata^  sive  quod  eodem  redite  si  a 
tali  numéro  unitas  auferatur^  residuum  semper  in  tria  qua- 
drata distribui  posset.  Haec  proprietas  utique  in  omnibus 
numeris  centenario  minoribus  locum  habet^  sed  numerorum 
majorum  innumerabilia  exempta  in  contrarium  afierre  pos- 
sum^  cujusmodi  est  112^  qui  numerus  quanquam  in  pau- 
ciora  quam  k  quadrata  dividi  nequit^  tamen  cffici  non  potest^ 
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«t  miitat  «I  Ulb  ipuituor  ^piadraftis  rcpemtur.  Nam  Hl 
nimquain  im  tria  qiiadfttla  dividabir.  Eandem  proprietatem 
ktkent  omiiet  numeri  bftc  feraM  contmti  16 1111(8094^7)1 
aeqira  tmm  hà  neque  unitata  nnilctatî  in  tria  vel  pavcîora 
qnadrata  possunt  divîdi.  Nmncrit  anicm  t6nii(fta$4*7)  in 
quatuor  qvadnta  dividondis^   non  •olom  effici  non  potctt, 

ttt  nnitas  ted  neque  nt  hvjus  formae  ^^  -f- 1)*  37  quadra- 

tnm  lof  um  in  illis  quatuor  quadratis  expleat.  DoMtat  Me  d 
numerum  dWidantan  n.  «^  De  ahara  quaeiftione,  qoomodo 
qna»  fiicilUme  marâni  mimeri  LudolpU  a  Caulen  qnador 
turam  cirouli  dantea  invenîri  qnaant,  tcriban  quae  ipte  me- 
ditatui  $imk$  cum  manuaeripta  Mayrri  apipliut  inq[>iceve  non 
bceat.  Sit  dianiitar  circuli  6,  chorda  quaecunque  =5  o^  et 
arciia  raspondena  ;:;  S,  erit 

c         i    t.jr*    ,    i.a.j(*    ,     i.^.a.x^     ,     - 

Haac  séries  eo  odagis  convcurgit  quo  aoinor  accipitur  oo.  Sad 
ut  ratin  peripheriae  ad  radium  inda  possit  inve^îri,  opartet 
ut  S  cum  tota  peripheria  ex  o^^  cum  diametro  $it  comnea^ 
surabilisi  Ad  boc  minor  chorda  ratianalis  non  adhoc  est  in- 
venta^ quam  ea  anms  €0  ^dmm^  quae  eel  =:—  ^  Gu» 

autem  hoc  casu  séries  nequaquam  satis  convergat^  in  id 
cogitandum    est,    quomodo    expressio    finita    inVeniatur    ei 

quam  proxune  aequalis.  Prope  accedit  haec  6  z^  60&&-*^yryx  ' 

propius  etiam  haec  5  =  ar  +  t:u>bb(i^ibb^25xx)'   ""^    "^'^ 

1  s  9 
5  =;  a?  4-  ^-r  (zK^rrt — ttz — l^*  Sed  hae  onmes^  nisi  œ  wê- 

nor  quam  -^b  accipi  potest,    non  vehementer  admodum  ad 
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▼erum  accedunt;  propterea  maxime  consultum  erit  minorum 
peripheriae  partium  chordas,  etsi  irrationales  assumere.  Ha- 
beo  praeterea  aliam  formulam^  qua  peripheriam  circuli  de- 
terminare  possum.  Si  diameter  ponatur  =  1^  erit  peripheria 

16. 56. 64. 100... 4nn         8n  +  1 

—  »Tà5TÏ9.81...(î«  — l)a*2/i/i4.n' 

vel  accuratius 

...  .    /^      I        N       4.16.36..  .4/in      ^/în  +  î 

penpheria  =*(!+«)  9:â5:w...(a«+i).^ÏHF3' 
quae    posterior  expressio  semper  est  justo  major;    hic  quo 
major  accipitur   n,  eo   vero   propior  prodibit  peripheria.  — 
Vidi  Glarissimum  Bemf)ullii|ni    Qostrmn    in    litteris  ad  Te, 
Vir  Geleberrime,  datis  mentionem  fecisse  theorematis  cujus- 

dam  mei ,   banc  formulam  — semper  posse  in  ratio- 

nalem  transmutari  et  propterea  integrari.  Significavit  is  mihi 
Te  eam  formulam  multis  modis  universaliorem  reddidisse. 
Geleberrimus  Bemonllius  Pater    quoque  simile  effecit;    non 

solum  enim  eam,  sed  hanc-^ ad    rationalitatem 

reduxit.  Haec  videns  cogitare  coepi,  au  non  omnes  plane 
formulae  hoc   modo  integrari  possint,    admissis  saltem  loga- 

dx 

rithmis.  Nam  quia  —  in   x'^dx  continetur,    quae  beneficio 

logarithmorum  integrari  possunt,  ea  pro  absolute  integrabi- 
libus    haberi    debent.     Nullo    autem    modo    hanc    formam 

-^--j— -j;->   quae  exprimit  elementum  curvae  elasticae  rectan- 

guUe>  integrare  potvii  neque  ellipain  rectîficare»  etiamsi  lo- 

garithmi    admittantur.    Nescio   autem,    an  in  nuUa  Tuarum 

formularum    et    hae    comprehendantur.      Vale  et  fave,    Vir 

Celeb.,  Tibi  obstrirtisRimo 

Eulero. 
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LETTRE  Xll. 


GoLDBACH      à      EULER. 

SoMNAiBB.  Réponse  à  la  dernière  partie  de  la  lettre  prëcédenie,  sur   rînté^bîlîlë 
des  for  mules  îrratîonelles. 


Moscuae  6  Nov.    1730. 

In  ultima  epistola  Tua  miror  diligcntiam^    quam  ad  inda- 
ganda  numerorum  mysteria  adhibes.    Revidi  quae  ad  Celeb. 
BernouUium  de  formula  differentiali  cujus  mentionem  (acU 
scripfteram^    atque    illico    animadvcrti    casus    illos    rationales 
multo  brevius  quam  putaram  expediri  poMe,  Praemonendum 

autem  duco  formulam  A... 


(x'^-{-x 


— T-    nihilo    generaliorem 


esse  formula  B... y»  cum   per  solam  substitutionein 

m 

x^Lv'^'^"  ex  A   producatur  B,    quod    etiam    agiiovit    Glar. 
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Daniel  BemouIUus.    Gonsiderabo   jam   differentialem   hujus 

formae  C .  • .  (I  -|-  x^Y  dx  (ubi  p  sit  numerus  rationalis  non 
integer)^  quam  dico  rationalem  fieri  %\  n  sit  numenis  integer 
quicunque;  ponatur  enim  x'^z{z  —  1)"^  mutabitur  C  in 
D...n{z — i)''''^z^dz,  quam  apparet  fieri  rationalem  n  n  sit 
nnmerus  quicunque  integer.  Si  vero  ponatur  zzzv  (y  — 1)~~'> 
migrabit  D  in  E...  —  n{v — i)'""""''~^v''rfy,  quae  ad  ter- 
mines rationales  redigi  potest^  si  —  n  —  />  sit  numerus  in- 
teger quicunque.  Memorabilis  baec  est  convenientia  casuum 
integrabilium  et  ratkmabilium  (ut  sic  loquar),  ilU  enim  nu- 
merum  n  Yel  —n  —  p  integrum  affirmativum,  bi  saltem  in^ 
tegrum  postulant.    Vale. 

Goldbach. 


dx 

Note    marginale   d'Euler:    m fit   ralionale,    si    ponatur 

VCbx'^+ax'') 

1  dx 

(fc+aar"-'^*  =  z;   — ^ est  intcgrabile,  si  »  —  1  dividi  potest 

xPVit+x-''')  ^ 

per  n. 


Conesp.  math,  tt  phys.  T.  L 
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LETTRE  Xm. 


EULRR    à    GOLDBACH. 

SoMMAiHK.    Réduction    des    formules    différentielles   îrratîonelles   à   U  ratkmalité. 
Théorème  fénéral  pour  Tîntégration  des  formulfes  r«tion«ll€«. 


Petropolî   dîe  9  Novembris  A.    t7flO. 

Omni»  formula  differentialis  rationalis  hanc  habet  proprie- 
tatem,  ut  ejus  integratio  reduci  possit  ad  integrationem  hujm 
x'^dx.  Quam  ob  rem  tt  m'^dm  pro  absolute  integrabili  ha- 
bemus,  enunciare  possumus,  omnes  formulas  rationales  esse 
integrabiles.  Gum  autem^  si  mzz  —  1^  intégrale  ipsius  x^^dx 
sit  Ix,  cujusmodi  expressiones  in  algebraicis  non  habemus; 
si  eas  tantum  formulas  integrabiles  esse  censeamus,  quae 
dant  integralia  algebraica^  oportet  superiorem  propositionem 
quodammodo  restringi,  hocque  modo  enunciari,  ut  omnes 
formulae  diflferentiales^   quae   in   rationales  transmutari  pot- 
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fuat^  ioQtcipnibiles  es^e  dicantur^  m  exce|ptU^  q^aje  a  jio||;^t^- 
mit  pendent  Âtijme  éx  hoc  ortum  suum  habet  magna  ea 
eoAveiwntîa  caAutDtn  intograbilitim  et  rationalinmj  quam  m 
poitremit  litte^s  annotasti.  Nelcio  autem^  cur  e^8  Cormulas^ 
quae  a  togarithmik  pendent^  non  pro  integrabilibiu  babere 
yelûnut.  Haec  ratio  sane  non  suf&cit,  quod  aeque  difficile 
ât  dkere  quod  àt  tx  atqae  dmiiù.  Siiûilis  tfnU  vidéhir 
differentia^  quae  est  xiAer  f2ùidx  et  x^.  ])einde  démonstra- 
tion elt  qvaïititàtibuA  iDgftiîthmich  aeqtidet  àlgebràfoas  dari 
non  potse;  et  propterea  ad  quasqtie  qnantitates  etprîmendas 
logarithmi  aeque  sunt  necessarii  ac  algebrsQCfte  qifantitates , 
et  si  formulam  integrando  ad  logarithmos  perduxerimus  aeque 
coMeiiti  4me  Aénsmulk,  ac  «i  ad  algébvaîcaa  tiMt  rednclâ. 
Admiiêis  îgîtar  logarithant  tanquam  qiiavtîUtibus  in  f^f"  dm 
oontentii,  omneé  farnluke  4iffer»Dtialea  rationales  sunt  in- 
legprabilMj  omnesque  irrationales^  qua«  in  rationales  transr 
mutari  poMunt  Maximam  ergo  habet  utilitatem  cura  et  stu- 
dium,  quod  ponitur  in  reducendis  formulis  irrationalibus 
ad  ratiotiales.  Ehc  eo  atrtem ,  quod  omnes  fottnulae  tatiottales 
ad  x'^dù:  poisunt  reduci^  foi^  sutpicari  licet,  ômnei  prot^ 
tus  formulaê  differentialet  eo  reduci  potse,  vel  omhes  proi^ 
gu  fennnlas  irrationales  in  rationales  transtnutàri  posée. 
Magnam  fattjns  desiderati  inveniendi  bab^erem  èpem,   si  qui» 

banc  tantum  expressionem  ^  ^.  ad  rationalitatem  rçdti- 

08M  ioeeret.  Formula  Tua,  V.  CL,  (1  ^x*yd$i,  quae  ra* 
fionidb  Mddîtinr>  si  Tel  n  vel  n-^p  foevit  numéros  înteger, 
latisHlftie  piftet;   deprehendi  ^lim  comphures  lormldas,   ^uas 

non  putassem^  ut    -^ et  ^ — ■ in  ea  compre- 

btttdi.    Ae^talelque   Tuum   hoc   theorema   atquenli  meo» 


i 
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quanquam  aniversalius  videatur:  -^ — — —  ad  ntionalîtatein 

rednci  potert  qaéûm  vel  4=^,  Tel   -p^,  est  mmienif 

rationalis.  Âd  integrandas  autem  quascunqae  formulas  ratio- 
nales  theorema  tequent  inveni: 

/</x(a  —  x)(6->x)(c-'jr)  etc.  (tt4-tf)(tt+6)(g+c)  etc.    .   x^^a     , 

/    {a+x)(p+x)(j+x)  eic      —  0î-a)(7-a)  («-«)  etc.  «         ' 


(«-«(7-ft(«-Â)ete.        fi     "'"(«-7)tf-7)(«-7)etc 


etc. 


±if«:::f-y-±— -  :^  etc. 

Honun  posteriorum  tenninonim  algebraicomm  nullus  adest^ 
si  (pQsito  numéro  Cactonmi  numeratoris  a  —  x,  b  —  x^ 
c  —  œ  etc.  m,  et  nmnero  fiaictorum  detiominatoris  n)  n^nm 
vel  m<^n.  Primus  tantum  Ax  locnm  habet,  si  m=:ii-|-l. 

Duo  vero  ^^o?  et  —^  «unt  adjiciendi  si  mzi:n-4-2;  très, 

si  m  =;  n  -(-  3,  et  ita  porro.  Signorum  ambiguorum  sumentiir 
superiora>  si  n  est  numerus  par,  at  inferiora>  si  n  est  nu- 
merus  impar.  Litterae  vero  majusculae ,  quae  valent  si 
nf^  n,  sequentes  habent  valores:  A  significat  summam  om- 
nium factorum  quae  Iconstant  ex  tôt  litteris  litterarum  a,  fi, 
yy  dy  etc.  et  a,  b,  c,  d,  eU:.  quot  m —  n  continet  unitates; 
fi  significat  summam  omnium  (actorum  tôt  habentium  factu- 
res ex  iis  litteris  desumtos^  quot  m  —  n  —  1  continet  uni- 
tates;  C  summam  omnium  factorum^  quae  habent  m  —  n — 2 
factores  etc.  Excluduntur  autem  omnia  ea  facta  in  quibus 
quaepiam  latina  littera  plures  quam  unam  habet  dimenûo- 
nes.  Gomplectitur  autem  haec  generalis  formula  integrafa 
omnes  formulas  diflferentiales  rationsdes.    Numerus  enim  fiie* 
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tomin,  quam  in  numeratore  tam  in  denominatore^  est  arbi- 
trarius.  Quod  autem  in  omnibus  (actoribus  x  unius  tantum 
sit  dimensionis^  id  universalitati  non  nocet^  omnes  enim 
formulae  algebraicae>  in  quibus  x  plures  babet  dimensiones^ 
sont  diyisibiles  in  hujusmodi  factores  simplices.  Denique 
Êicile  perspicitur  id  universalitati  non  obesse^  quod  x  alios 
coêfficientes  nisi  -l-  1  et  —  1  non  babeat  Yale^  Y.  G.>  et 
bve  Tui  observantissimo 

Eulero. 
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LETTRE   XIV. 


GoLDBAQB  à  Sc.ULËE. 


Sommai  HE.    Bfêmes  suj«u.  Rëponie  à  U  lettre   précéileiite. 


MoMuat  d.  ^  Nov.   1791. 

Jfam    in    litteris  Cal.  Jun.   1730  ad  Cl.  BemouUium 
monueram  formulas 


dx 


•  •  • 


V 


B  •  •  • 


u^du 


dv 


y 


(x^+t)"  (m'^+I)"  (,.«+,•)* 

pro  iisdem  haberi  posse^  et  propterea  me  uti  velle  formula 
A  y  in  qua  duae  tantum  exponentes  arbitrariae  insunt^  cum 
in  binis  reliquis  formulis  très  exponentes  reperiantur. 

In  formula  Tua,  quam  pro  \d x ^^^'^^^^^  adsignas, 

non  video  quid  fiât  deuominatore  =  0  in  expressione 


(a 4-<0  (a-f-  h)  etc. 


si  (irzza,  vel  y^ia  etc. 

i. 


(j5  — a)(y  — a)etc. 

Quod  attinet  ad  y*(i  — x^ydx  non  facile  puto  inventum 
iri   integralem  praeter  casus,  quos  jam  in  praecedente  epislola 
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mea  expressif  si  scilicet  per  casus  integrabiles  eot  tantum 
intelligemus^  qui  vulgo  dici  soient^  quodsi  vero  magis  ad 
naturam  rei  quam  ad  usum,  qui  inter  Mathematicos  obtinuit, 
respîciamus  ^  apparebit  sane  eodem  jure^  quo  hujus  differen- 

tialis  (1  — x)^dx  integralîs  genuina  statuitur -(1  — oc)  > 

i 
posse   etiam   (1 — x")^dx  quovis  alio   ca«u  integrari;    nam 

cum  /{i  — x^j^dx,    ut  notum  e«t,    resolvi  possit  in 
vel  in  .  *  • 

yel  in 

^  an      ?!±î    .   p.p  —  i.n    !*±?       p.p  —  t.p^^.n    !tt»  ,      ^ 

ad  inveniendam  ititegralem  nihil  aliud  reqtdrttttr^  qiiâm  m 
determinetur  formula  generalis  summariun  Iiujus  seriei 


x 


n  — 1 


H i Ax  »    +  etc. 


per  expressionem  quae  finita  maneat^  posito  pro  n  numéro 
quiconque  non  inte^ro;  qtiâ  ratione  autem  bujusmodi  for- 
mula designari  powit^  in  di^sertatione  mea  dixi,  sola  diffe- 
rentia^  quae  inter  inte^ale$  bas  novas  et  alias  jam  cognitas 

imtionales  (v.  gr.  (!-«*-«)')  intercedit^  haee  est  qnod  illae 

a  Madiematicis  nondum  receptae,  hae  longo  usit  jam  c^on- 
firmatae  sunt. 

Gaeterum   aequatio   (1  — x  ^dxzzidj  Cacile  reducitur 

ad  banc  rfz  =  (/>  -|-  1)  zdv  -f-  w  (1  —  z)v^^  dv,  in  qua 

exponentes  prions  n  et  p  coëfficientium  locum  tenent.    Vale 

mibique  lave. 

GoldbàcJi. 
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LETTRE  XV. 


EULER      à      GOLDBAC 


SoMMAilB.  Développement  uH^eor  du  théorènie  précédent.  Sotoltotion  pour  li 
Insolation  de  l*éqiutioo  Ricc.ati.  Cm  où  2**— 1  e»t  mi  nomlire  compote, 
quand  même  n  «erait  premier. 


Petropoli  die  26  NoTembris  A.  1751. 

In  integrali  hujus  formulae  dx  ,  T  x  L  T   n-/--Ï~ vir^  utîque 

difficulter  apparet,  quid  fiat^  si  litterarum  a,  §,  y,  etc.  ali- 
quot  fuerint  aequales.  Denominatores  in  aliquot  integralis 
mei  terminis  tum  evanescunt^  et  propterea  ipsum  intégrale 
infinitum  fieri  videtur.  Verum  si  ad  signa  terminorum  isto- 
rum  attendimus^  videbuntur  ii  se  potius  destruere^  atque  in 
niliilum  abire.  Horum  autem  neutrum  recte  se  babet;  nam 
termini  illi  in  infinitum  crescentes  junctim  sumti  dabunt 
valorem   determinatum  finitum  quem  sequenti  modo  inve- 
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alîgo.  Sit  fizza,  erit  difficuhas  in  duobus  integralit  ter-^ 
imms  istis 

05-a)O-a)(«-«)ctc.        a      "^  (a -/»)&- /3) («-«  «««•        i^ 

ponta.  Ad  eonim  verum  valorem  inveniendum  pono  fi  = 
a^da,  da  verb  dénotât  quantitatem  infinité  parvam,  tantiim- 
dem  ergo  est  ac  si  posuissem  fi  m  a.  Breyitatis  gratia  tcribo 

P  loco  y^^S'^ly^T^  Sumo  deinde  hiqus  firactionis 

(7~a)(9  — a)etc.  «• 

differentiale,  poûto  tantum  a  variabili,  sit  illud  Qda*  Manife-r 
Uum  est  fore^-:^.^^^l^+J^^':-P-\-Qda.  Est  vcro  etiam 
^  —  a=:da  et  «  — |»  =  — rfo  et /^  = /'+"+'^  = 
zzl^^^^ f^  ,^  :  «  His  substitntis^  duo  illi  termini  abftimt 

P  jxA^a        P  ,a?4-a    ,         Px  /%f«+a    ,      Qxda      „ 

in^T-i— ! :t-/— ^^— +   .    .    .  —  v'--^  +  -rT— N*  Honim 

dao  prières  termini  sese  toUunt^  etpostremus  prae  reliquis  eva- 
nescit^  ita  ut  pro  valore  duorum  terminorum  quaesito  habeamus 


Px 


.    ,    .  —  Q/  ^^tf!,  qui  in  integrali  eorum  loco  substitui  débet. 
Est  vero,  ut  posui,  Pzz.      ,       <L      7^  ^ — >atque  exboc  ent 

'         ^                              (7  — a)  (5  — a)  etc.            ^ 
O_(«+^)(^+^)(«4-0elc./    t 1 , 1 ,  , 

-j — î y--r^ — I-  etcY 

Notandum  hic  est  in  casu  fi:zza  non  totam  quantitatem  esse 
transcendentalem ,  sed  partem  ejus  esse  algebraicam,  cum 
tamen  universaliter  ambo  termini  sint  transcendentes.  Si  jam 
ulterius  fuerit  y  -HZ  a,  eodem  modo  terminorum  infinitorum 
vaior  ponendo  yzz^a-^-da  determinabitur. 

De  fonnulay*(l  — x^^dx  non  dubito  quin  omnes  inte- 
grabilitatis  casus  a  Te,  V.  G.,  sint  eruti.  Sed  de  reductione 


—   »  ~ 

-|~  n  (1 — z)dv:v  dubium  habeo>  cum  posterior  «eqMlio 
nunqiniiii  fit  akiohrte  integrabilis^  iniiuideiii  idjàctiotteoi  eon- 
stantis  non  negUg&mus.  Sumamus  casum  simplicistununiy  quo 

p=:l  et  nzzi,  erit  dz  —  2zdv-{ — ;-  zz—   Multipliçetur 

h«ec  per  €^^^*%  ieu  quod  id^n  est»  per  e^^^v  («  dénotât  liîc 
numerum,  cigus  logarithmus  hyporbolkuf  ett  zs.  i),  prodibit 
e^^^vdz  —  2c""*''zy£fv-i-e"'^''x  Jvzre"^**'£fv,  quae  integrata 

dai  e'^^vz^  Contt.  — ô"^**"^  wéu  ivz  -^  l  irûô**',  quae 

aigebrafca  non  ett^  nisi  sît  a  ==^  0^  et  propt^rea  ea  ad  hanc 

OTr' — ^XQH^y-^-h  éubttitutionilms  algebraieis  tednci  non 

pgdtontf  Simili»  e»t  ratio  formulao  g^nemlis^  haec  enina  tiiiUo 
casu  est  inte^rabilis  ad  aequationem  algebraicam,  nisi  con- 
iCAiii  addenda  pênatur  ^r:  0. 

GaMi  nnper  formnlae  RKoatlanae  aepaMbileii  coAtideram, 
aeyiéitUHii  nntTetsalem  detexi  rabMîtationem ,  qua  aeqtiatio 

An 

ad^liKj^dp  — dp  ad  hanc  formam  ady^:iy*d9D — «~s*^if» 


reduci  potert.  Ponatiur /»=::(ai»-|- l)x**-^*  atque 


:i^-fi 


:^+! 


i»4— i»  ■■  I  I  ■  >  »l  ■!■■■ 

etc.  etc.  etc. 

1 


-a(n-t)a    ^    ^ 


—      ■■■  I       "■ 


««^r 


^   s»   -- 

iilt«0tf,'pMuUtfe«  hatteo  »i  v^t  iliegtktiivu»,.  Quoties  inhac^/ 
efi  BUMM»  intiget  «fBvin^iwHs»  MIwAhiiep  fractionuii*  wiia»< 
abnUMpitair,  et  qiwd  pvo  f  tdl^slitw  jeMj  iwMe  deteii|Mn!a(Hw?>:. 

Redproce  ètiana  aeqUatipnèm  adylity*dà: — «•'^dbîîn  liane' 
a^^— ç'rf^ — ap  tranrformo  bac  substitvtione  «:=(^|^Vï). 


(te- 

1)< 

'H-1 

P 

■          • 

ï+t 

(^f»,-P'^ 

•  1 


1» 


etc.  etc.  etc. 
P 


a     , 


Facile  hic  cognoscitur^  si  valores  harum  continuarum  firactio- 
num  inveniri  possent  si  n  dénotât  numéros  fractos^  tum 
formulam  ady  =:y^dx  —  x""  dx  universaliter  posse  construi. 
Interpolatio  vero  ista  nititur  inventione  termini  generalis  pro 
série  hujus  proprietatis ^  si  terminus  a^^  fuerit  A,  ejus  se- 
quens  B  débet  terminus  {x  -|-  2)""'  esse  n^  (2  m  +  1)  B  -f  ^> 
vel  in  numeris  hujus  seriei:   1,  i,  h,  21  >  151>  1380>  etc. 

Perpendi    ulterius    etiam    formulam   2"  —  i,   quae    non 
potest  esse  numerus  primus  nisi  sit  n  numerus  primus,   et 
eos  investigavi  casus^  quibus  2"  —  1  non  est  numerus  pri- 
mus^  quamvis  fuerit  n  talis.   Exceptiones  istae  sunt  nrrll^ 
re  =  23^    n  =  83>    reliqui   numeri  primi  omnes  centenario 
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minwei,  looo  n  ponti^  reddunt  2"  —  1  primnm*).  -  Poteit 
véro  2"— 1  dividi  per  23,  2**— 1  per  *7,  et  2"— 1 
per  16T.  Ratio  kujiu  fondataest  hoc  theorenurte  non  inde- 
gmti:  2^  —  1  temper  potett  diyiili  per  n  -j-  1,  siquidem 
fi  -{-  i  fuerit  numerut  primus.  Sic  2^  —  1  dividi  potert  per 

23.  Saepe  etiam  2'  —  1,  nec  non  2^  —  1  etc.  per  n  +  * 
dividi  possunt,  et  ex  hoc  investigatio  casuum,  quibu8  ST —  1 
est  numerus  primu8^  non  est  difficilis.  Yale  atque  fave 
Tibi  obftrictissimo 

Leonh.  Eulero. 


*)  Ealer  ooUie  le  nombre  31;  dans  la  lettre  5éme  ^  page  25»  il  lait  ob- 
senrer  lui-même  que  2''~1  est  divisible  par  725,  ^ 
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LETTRE  XVL 


GOLDBACH   à   EULER. 
SoHHâimB.    Rertîficatîofi  d*uiie  formale  ëe  la  lettre  14^ine. 


BIcMeiiae  d.  -f^  Dec.  17S1. 

Ante  omnia  mihi  emeudanda  est  aequatio  in  auperioribus 
litterit  meis  maie  deacripta^  scribendum  enim  erat^  in  quo- 
eunque  casu  numerorum  p  et  n  aequatio  (A)  (1  —  v)vdz'zz 
{n-\-p  -^^  1)  zvdv  ^  n  (1  —  z)dv  est  integrabilis,  eodem  casa 

aequationem  (B)  (1 — x  ydx'zzdy  esse  integrabilem^  ïà 
quod  instituto  examine  deprehendes. 

Altéra   aequatio  (C)   x^^^'^^  dx  —  y^  dx'zz  dj  mïà\\ 

modo   transmutatur  in  (D)  dz  —  v^d%±2nvz~^dzz:zdv. 

Quomodo   vero  separatio   variabilium  in  aequatione  (C)  vel 

[D)  pendeat  a  termino  generali  seriei,  cujus  lex  progression 

nis  est  ^  -f-  (2  m  -^  1  )  B  =:  C,    non  video.    De  reliquis  in 

posterum.     Vale. 

Goldbach. 


LETTRE   XVn. 


ËULEK   à  GoLDBACn. 


Sommaire.    Recherches   uhërîeures  sur  la  sëparatîon  et    l'înt^ratîon    de  l'éqnatîon 


« 


iccati. 


I I    ■■■■ 


DDmî  ê.  S  Jtnuâr.  l7Sa. 


Omtiis  areqnatio  et  tribns  constans  tcrnninis  facile  rednckur 
ad  kanc  formam  x'"dx  -f-  ay^dœ  -)-  hdj  rr  0,  cjnae  iMa 
Mibatitutione 


1 


xzzv  z  et  yzrzv  z 

transformatur  in  seqqentem  ordinis  secundi  aequationem 
z^dv-\-  (n — i)vzdz-\-avzdv  '\'a{n — i)v^dz'\-b{m'\-i)zdv 
—  6vrfz:=0.  Si  fuerit  n  =  2>  habetur  forma  Riccatii 

x'"dx  +  ay^dx  +  b  dy  =,  0, 
('ui  ista  aequatio  ordini»  secundi  re^pondet 
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z*d V  +  vzdz  +  avsdp  -|-  av^dz  -|-  ^("^-l- 1) zdv-^bvdz  =z  0, 
pro  cfoa  mihi  difficilior  videtur  casuum  separakilium  inve* 
stigatio,  qiuuD  pro  ipaa  m'^d^-^-ay^dx-^-  bdy^=zii.  Sit  nzzi^ 
erit  aequatio  in  quam  haec  m'^dx-^aydie;'\-kdyx:;LÙ  trana- 
formatur^  ista  z*rfv  + avj8rfy-|-^  (''*  +  *)  ^^^  —  bvdz^ziO, 
in  qua  [Htera  z  unicam  dimentionem  habere  centenda  est. 

Quod  aequatioma  ady  z^ZLy^dw  -^  œl^^'^dx  ad  hanc 
acf^  zz,  q^dp  —  dp  reductîo  univerialis,  n  dénotante  nume- 
mm  quemcunque»    pendeat  ab  mventione  termini  generalis 

huju$  sériai  A,  B,  (2m-l- l)^-h^»  *^<^  ortendo:  ReducttQ 
îUa  perficitur  hac  svbstitutione  (cczfr^^^rt)  et 


;,  ^"^«is) 


(2n  — 5)a    ,       1 

— I T  — 


vsque 


Formula  ista  cimtîiiiianun  firaetiomim  dat^  si  n  2r  1 ,  htme 

valorem  -^ vel  ;q;;;->  posito  r=i  —  •     Si  n  =  2,    prodit 

p  ^  T 


^-r-  =  rTxt^-  Sin  =  3,  fit 


< \ grS4^ayy^l 

^Sr4-Jl_        ^     ^  3rS  +  3ry-j-l 

Ponatur ,  bre vitatis  gratia ,  r -^qizs,  «eu  qzzis  —  r  et  va- 
lores  inventi  formulae  datae  respondentes  litterae  n  collo- 
oentur  in  seriein^  prodibil 


—    6*     ~ 

in  qna   série   apparet  cujnsyis  firactionis  numeratorem  eaie 


praecedentis  denominâtorem.    Âtque   si  terminus  ordine  m 
sit  —1  fore  sequentem  indicis  m-|-  *  l=  v^^^^-j.-^jj^    Ex  his 

ergo  manifestum  est>    quod  in  praecedentibus  Ûtteris  corn- 
memoravi ,  ex  termino  generali  hujus  seriei 

A,  B,  (2m+l)B-f  ^ 
cognilo  haberi  formulae  Riccatianae  separationem  et  integra- 
tionem  universalem.   In  illa  autem  série  ^  ut  sit  determinata, 
oportet  esse  terminum  primum  z=  1  et  seeundum  :=  s.  Gag- 
nitis  igitur  ex  termino  generali  ^  et  fi  factoque  n  =z  m^  erit 


—  4m 


qua  suhstitutione  aequatio  ady::zy^dx  —  x^'^'^^dx  reduci- 
tur  ad  hanc  adq:zzq^dp  —  dp,  ideoque  integrabitur  ope 
logarithmorum  universaliter.  Aequatio  vero 


—4m 


adyzz,j^dx  —  xV^'^^dx  modo  initio  tradito  redudtur  ad 

hanc 

z^dv'\'vzdz — vzdv — y*rfz-|-a("l^^'^  )zdy — aycfjsrrO. 

Haec  ergo  reducetur  ad  istam  adq'zzq^dp  —  dp,  substitu- 

observantissimo 

Eulero. 
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LETTRE  XVIII. 


GOLDBACH    à    EULER. 

lAllB.    RMMrque  snr  les  somines  des  aérit^  et  les  înt^Ales.    Solution    d^ane 
éqmation  du  S'^m^  degrtf. 


Moscuac  ^  Januar.   178a. 

superioribus  litteris  Tuis  non  animadverteram  Te  in 
nula  A,  B,  (2m  +  •)  ^  "h  -^  sumere  m  pro  exponente 
nmorum  qui  comperit  termino  A,  quod  ex  postremis 
ê  nuper  ad  me  datis  nunc  satis  intelligo  videoque  simili 

Ioy(l  — y  )^dy  pendere  a  formula  generali  sununarum 

eî,  cujus  lex  progressionis  est  f(p -|- n -|- a?) ~(n  ±x)j AzzB^ 

per  X  intelligo  exponentem   qui  termino  A  rcspondet^ 

-r  vero    signum    divisionis  ambiguae^    ita   ut  sumto  ex 

lis  ±  superiore,  n-^x  sit  denominator,  sumto  inferiore^ 

~  X   fiât    numerator;    vei  eandem  integralem  pendere  a 

orresp.  maik.  et  phys.  T.  L  K 
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termino  generali  summarum  seriei^  cujus  lex  progressionis 

est    '^      '  ^"".  ^^"^"^ "^        znB:    sed  raro  admodum  contins 

gère  arbitrer ,    ut  ad  terminum  hujusmodi  generalem  expe- 
ditior  quam  ad   ipsarh  integralem   quaesitam  via.sit. 

Gasu  aliquo  nuper    observa vi    ex   aequalionibus    quintae 

potestatis^  quae  banc  formain  babeat 

quicunque  numeri  dentur  pra  m  et  p,  radlcem  algebraicam 
erui   posse^    quod   non  contemnendum  puto^  quotiescuiique 

numerus  p  in  aequatione  data  x^  -{-  —  xzizn,  per  m  et  n 

Cacile  determinari  potcat.    Yale. 

Goldbach. 
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LETTRE    XIX. 


EULRR    h    GoLDBACH. 

SoMVAiAC.     Solution    des    é<|ttat!(»ns    par    approximation       Méthodes    de    D    Ber 
noullî  et  de  Taylor. 


,  Petrftpofî  d.  Si   Sê/ùnatt,  l^Sa. 

Ocdsîone  acqudrCîoniê  ordinis  quinti  aî*  +  -^a?ir:^*  cujii» 
l'adiccm  Te  assignarc  po»se  scribis^  quoties  e^t 

» =4(i  ±  ^'(ffi-^.))^_(_  £±  /(^_„.))t+»,], 

in  qua  vero  determinatio  litterae  p  etiam  ab  inventione  ra- 
dicis  ex  aequatione  ordinis .  quinti  pendet^  non  incongruum 
arbitror  communicare^  quac  de  radicibus  aequationum  proxi- 
me  mveniendis  observavi.  Duos  omnina  modos  ad  bec  ad- 
hiberi  solere  perspexi^  quorum  primus  est^  quo  in  pluribus 
aequationis  locis  loco  incognitae  x  ponitur  quantitas  non 
multum  ab  ea  diflferens,  et  tum  ipsa  x  quaeritur^  dcinde 
hic  pro  X  inventus  valor  iterum  in  aliquot  locis  pro  x  scri- 
batur>  denuoque  x  quaeratur.  Hujus  operationis  ope^  quo 
saepius    repetitur^    eo  propior  habebitur  quantitas  ipsius  x. 
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Ut  in  aequatione  a5*r=3flc -|- 20  ponatur  6  loco  jp,  uI  pro- 
deat   haec   aequatio  x  zz. — ^ — zz.6—9    tum   fiât  «ii^Çyj 

fiet   X  =^  6  —}  porroque  eodem   modo  xzz,6—9  tandem- 

que   admodum    exacte   x  reperietur.     Generaliter    etiam ,   si 
principio   ponatur  x  :zz  a  ,    post   unam  operationem  prove- 

niet  X  zz  2^  A >    post    dua»  x  zz  3-1 ^z^9  pott  tre» 

""      ^  3  f  ?? 

»     a 

05  ir:  3  H ^ }    atque   po«t  infinita» 


3-H^ 

a 


20 


20 


3 + -^- 


3+  ^ 


etc. 

Hujus  igitur  continuarum  fractionum  quantitatif  valor  eog- 

noseitur,  ert  nimirum  m  --^ —  •  Hujusmodi  etiam  est  qnan* 

titas^  quam  ad  formulam  Riccatianam  construendam  deâL 
Hoc  etiam  modo  nititur  methodus  Cl.  Bernoullii  noatri^  quam 
dédit  ope  serierum  ut  vocat  recurrcntium  radiées  aequatio- 
num  admodum  prope  inveniendi.  Ita  autem  hinc  eam  derivo: 
Sit    primo   aequatio    quadratica   x^ziiax-^b,    fiât   ex   ea 

x-zza-] f  in  qua  pono  esse  «zz-^  prope,  hoc  substitttto 

xzzL^^'^'^  propius,   hocque  etiam  pro  x  posito  habebitur 

œr^— ^^^_^';  ^  multo  denuo  propius  etc.  Ex  his  ipsius 
X  valoribus  formatur  facile  haec  séries 

/>>  7,  «7  -h  ^P>  o^q  +  abp  -|-  bq,  etc. 
hanc  habens  proprietatem  A,  B,  aB-\-  bA,  adeoque  recur- 
rens.    Si  igitur  ejus  quivis  terminus  per  praccedentem  divi- 
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ditur^  quotas  dabit  valorem  ipsi  x  eo  propiorem^  quo  Ion- 
gins  séries  continuatur.    Idem  quoque  evenit  etiamsi  pro  p 

et  if  numeri  quicunque  assumantur,   quo  vero  magis  —  ab 

X  differt,  eo  longius  séries  est  continuanda.  Si  fuerit  pro- 
posîta  aequatio  cubica  cc*rz:aa?* -f- ^^  +  c>   mutetur  ea   in 

h  c 

«  :=  a -) l"ii*    ^^  hujus  radicem   inveniendam  pro  x 

assumendi  sunt  duo  yalores  arbitrarii  huîus  formae  —et —9 

"^  p         n 

ex  quibus  igîtur  fiet  x^ ::=:,— 9  prodibit  ergo  xzz:^^*    PJjl^. 

Hinc  emergit  ista  séries  n,  p,  q,  aq  '^bp-\^cn,  etc.  itidem 
recurrens^  et  cujus  quivis  terminus  per  antecedentem  divi- 
sus  dat  x  proxime.    Simili  modo  ad  aequationis 

ndîcem  inveniendam  servit  haec  séries 

'H,  n,  p,  q,  a<jf  4"  bp -\- cn-^dm,  etc. 
Compendium  hinc  ingens  nascitur  ex  eo^  quod  principio 
pro  X  non  unus  sed  plures  valores  assumuntur^  hocque  ef- 
ficitur  ut  tôt  sumendis  potestatibus  non  sit  opus^  ideoque 
séries  fecile  possit  continuari.  Âliis  forte  etiam  idoneis  mo- 
dis  aequationes  possunt  disponi^  et  congrui  pro  x  valores 
assumi  ut  séries  prodeat  simplicior^  ope  cujus  radix  inveniri 
potest.  Alter  modus  appropinquandi  est  maxime  usitatus^ 
atque  in  eo  continetur^  ut  primo  divinando  ipsi  x  propin- 
quus  valor  habeatur^  tumque  complementum  ejus  quam 
proxime  investigetur.  Hoc  modo  fit  aequatio  x^'^ax-^b, 
in  qua  notum  sit  esse  xznc  prope.  Ponatur  ergo  xzzzc-^z, 
ubi  z  valde  parvum  erit  respectu  c,  ita  ut  pro  x^  assumi 
possit  c*-|-2cz,  erit  ergo  c^-{-2czzi:ac-^az-\-b,  adeoque 

zzz^-—^^^—  et  ag^z:  ^  _    -  Si  igitur  jam  pro  c  substitua- 
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c^^b 


tur  ^^-9  prodibit  multo   exactius 

c^  +  Bbct -|-  5»  -  tkabc  +a^b 

et  ita  porro.  Hanc  methodum  vehementer  amplificavit  CL 
Taylor.  Aequationcm,  in  qua  ine«t  incognita  x,  reducereju- 
bet  ad  nihilum^  ut  prodeat  haec  forma  X  =  0 ,  ubi  X  déno- 
tât quantitatem  quamcunque  ex  x  et  cognitis  compoâta. 
Deinde  asaumit  quantitatem  ipû  tC  propinqiiamj  quae  ùt  «« 
eamque  in  X  pro  x  substituit^  prodibit  ergo  quantitas  ex  z 
et  cognitis  coniposita,  quae  sit  zzzy,  riamque  quia  non  est 
zzz.  m,  etiam  haec  quae  prodit  quantitas  non  eiM  pfltiMt 
=1  0.  Hoc  facto  sumantur  differentialia  po«iti$  y  e%  ^  sui^r 

bilibu»,    erit  inquit  x  zz,  ~^^— —  q-  p-  quae  noi|  ftolum  pro 

aequationibus  algcbraicis,   sed  etiam  transcendeutibus   valet 

Ut  sit  V(7x  —  xx)  —  ]/{9^x^)'zzii,  ponatur  a3::=isi  «U 

2  3 

y(7z  —  zz) — K (9+ «*)=:/,  hincque 

dy  —  -5 -^ 

adeoque 

x  —  z—         ^rK'y^~^0>i^(e  +  »»/         . 

.H 

ut  ponatur  ^z^X,  erit  /— V^6 —  KlOi  adeoqiie 

.       12^100+.  30  Ve      isi/e^irioo 

ÔV'IOO  ^  3>^6  51^100  —  1lv6 

Accuratiu«  deinde  idem  pertractat  dicitque  foré  anz^^z  -f-  ^ 
At  V  ex  bac  aequatione  débet  deteraninari 

J   ^  i.dz   ^  i.l.dz^^  i.2  3.dz^^^'  —  ^^ 

Si  ex  bac  aequatione  detiniri  potest  v  accurate,  etiam  rêvera 
foret  X  :=  z  -(-  i/.  In  secundis  vero  differentiationibus  dz  pro 
constante  habetur.  Inveni  vero  esse  quam  proxime 
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-jr^dzd^jr        jr^dzd^jr    _    jr*dzd*x    _i      . 

OB* — a  1=0,  eiit  z* — o=:j,  et  dy=:izzdz,  ddyz:z.6zdz^ 
et  d^ yz^^dt^  hinc  habebitur 

atque 

®~         36z»  +  36a«»4.9aa«a 


quidem  est  operosa  kaec  methodus ,  si  pluries  eandem 
rcpetere  volueris,  ponendo  iterum  loco  z,  quod  pro  x  jam 
ent  inventum,  sed  forte  etiam  compendia  poterunt  excogi- 
tari^  quae  hanc  aeque  commodam  reddunt^  ac  priorem  me- 
thodum.   Ad  bas  autem  operationes  confinuandas  requiritur 

n    «-fil  w-+-t 

séries  hujus  proprietatis  Xy  P y  X ,  ni  X  eodem  modo  de- 
terminetur  in  P,  quo  P  determinatur  in  x,  Nam  pro  hac 
aequatione  x^:rz  ax  -\^  h  siint  ipsius  x  valores  successive 
inventi  ki 

Invent  aotem  qtiomodocunquc  P  detnr  in  a:)  fore 

Hujusmodi  aequatio  etiam  dari  potest  pro  curva  cujus  ab- 
scîssae  si  fuerint  1,  2,  3,  k,  etc.  respondentes  applîcatae 
suut  Ij  2,  6»  24* >  120,  etc.,.  scilicet  iu  aequatione  pro  ea 
inerunt  differentialia  omnium  graduum.  Valc  et  fave,  V.  G. 
Tui  observantissimo 

L.  Eulero. 


»   »  m    " 
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LETTRE  XX, 


EULER    à   GOLDBACU. 


SoMMAlBfi*    Problème    de    U  gëomëtrle  des  courbes. 


(Plié  en  forme  de  lettre,  mais  sans  suscription,  signalore  et  dale). 

Probkma.  (Fig.  4-.)  Si  ex  curva  A  MB  curva  Amb  itst  for- 
metur^  ut  recta  MAm  per  punctum  fixum  A  ducta  perpettio 
capiatur  ejusdem  longitudinis;  invenire  casus,  quibus  liae 
duae  curvae  prodeunt  inter  se  similes  et  aequales,  ad  axes 
AB,  Ab  inter  se  normales  relatae. 

SoUuio.  Posita  longitudine  constante  Mmzi:,Dd:z:AB^:.2a, 
sii  AP^izx,  PMziiy,  atque  sumta  nova  variabili  z,  %\t  Q 
talis  functio  ipsius  z,  quae  posita  z  negativa^  abeat  in  sui 
îpsius  negativam^  cujusmodi  sunt  mz,  mz* -\-nz,  etc.  Se- 
qucnti  modo  per  z  coordinatae  a:;  et  j  determinabuntur  : 
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KHininaTidig  ergo  t  et  Q,  infinitae  prodibunt  aequationes 
inter  «  et  jr^  ac  proinde  innumerahjJes  currae  A  MB  pro- 
bkmati  satia&dientes  Q.  E.  L 

Corottarium  1.   Erit  ergo   K  («a? -|- //)  =  û -f- z.    Atque 

«:7=y(afl  +  zz  +  2Q):y(aa4  zz  —  2Q). 

CoroUarium  2.    Sumta  ACz^i-^f  fiet  CDzi:,^  atque 

AJD':^a,  punctoque  D  in  altéra  curva  sui  homologum  d 
retpondebit  in  generatione. 

Ememplum.   Sit  Q:=:naz,  erit 

xx:yyzzaa-\-2nQZ'\'Zz  :  aa  —  2naz  +  zz, 


•eu 


r2aa'i'  XX  -{-  yy  —  2aV{xx  -{- yy)\  _ 
\'\'2naa  — 2nay{xX'\-yy)J 

(2oa  4"  *®  "4"  77  —  2ay{xx  -f  jrj)\ 
—  2naa  +2naV(aw+j7)/ 

aa((n+  i)xx  +  {n—i)yy)V{xx^yy)  = 

2iia((a+t)aîa5-h(n— i)7j)+aj*— /*, 

uode  sequens  oritur  aequatio  pro  curva  satisfaciente 

*a*((»-|-l)a!*  +  (fi— !)/*)*=  0, 
quae  jam  innumerabiles  praebet  curva*  quaesitas. 
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LETTRE  XXI. 


GOLDBÂCU    à    ECJLER. 
Sommaire     Déraonstratlun  d*un  théorème  de  féométrie. 


Petropoli  d.   19  Octobr.   1785. 

esterni  Tiii  fheorematis  praeterita  nocte  hanc  demonstra- 
tionem  imagînatus  sum,  quam  mane  veram  deprehendî.  Dato 
(Fig.  5.)  rertangulo  qiiocunque  ADC,  ducatur  indefinita  AF 
perpendicularis  ipsi  AC,  ex  qua  abscindatur  ABtnAD.  Si 
ex  puncto  C  dncatur  quacvis  CEzzCD  et  ex  E  erigotur 
perpendicularis  occurrens  ipsi  A  F  in  F,  dico  eaae  EF:^lBF, 
Sit  JB  =  AD  =  a,  CD-=:CE  =  b,  AC:=zy  {a* -\-b*)=/, 
AF  =  e,  AI=.x.    Erit 

AF:Al:.CE:EI=^l  AF.Fr::CE:CI—^^^^^^z=/—x, 
ergo  X—    •'-     ^  •'  J-_7^r— ^ ;  ergo  FE=FI-\-It=. 

Vie*  +  aï*)  -I-  -  -  V  (a*  -f  e»)  =  FB. 

Ex  quo  patet,  cum  puncta  E  et  F  sint  arbitraria^  rirriilum 

quemciinqiie  ductuin  radio  FE  ad  angulos  rerlo»  sccari  per 

circulutn  ductuin  radio  CE. 

Goldbach. 


—   »   ^ 

atque  curvamm  elementa 

•uoiaturque  m  :=:    7^     * 

tV.  Sit  *— a»a;»'"4-2a(c'"  et  5  =  6x'",  erunt 
applicatarum  eleoienta 

=  dx  (x'^y^ia^bx'"  4-  2Qb)  ±  {ax'^  +  i)  V{bx'"  -  1)) 
et  curvamm  elementa 

=  dx  (bx'"  (««'»  ^i)±  Vjd*  (a^a?'"'  +  2a)  {bx"'  ^  i)) 
eritque  vel  mzn-r  vei  m  rr  -s-rV-i  • 

Hujusmodi  autem  formulae  plures  aliae  hinc  possunt  de- 
rivari  per  idoneos  valores  lorô  R  et  S  substituendos.  Vale 
et  favere  perge,  V.  C,  Tui  observantissimo 

* 

L.  Eulero. 
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LETTRE   XXIV. 


GOLDBACH   à   EULER. 


SoMMàiRE    Annonce  la  dëcouverte  do  terme  général  d'une  série  pMltcafièrab 


d.   11  Cet   1788. 

Inveni  ego  hodie  mane  formulam  generalem  in  infinitum 
excurrentem  (sed  quae  abrumpatur  quotiescunquc  exponeiu 
terminorum  est  integer  affirmativus)  pro  série 

quae  formula^  si  Tibi^  Vir  Celeberrime ^  jam  nota  est,  ego 
inventons  secundi  laude  contentus  ero,  sin  minus,  formu- 
lam  ipsam  libentcr  Tecum  communicabo. 

G.  G. 
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LETTRE    XXV. 


..M     .  Q<(LbBÀCH    à    EULBR. 
Somma  me.     Thtorèrae  d^analyse. 


(Pcirop.)  d.    7    Nov.    1759 

Ex   inventis  Tuis  demonstrari   potest   in  sumina  seriez 

I 1 L«u-i - l--^ - ^ L._L-i-_î ? 

J__JL  l2- I  J^  L  J 1 2 L_J_  I  J_  i 

n*»      is*»  '   t^''  '  ly  "•  16^      n"      ts"       19^      îo''   '  ai"  i" 

•  .  etc. 

quam  contînuare  possum  qiiousque  libucrit^  si  ponatur 
z=,an"f  numerum  a  esse  rationalem  et  assignabilem^  si  n  sit 
numerus  affîrmatîvns  par;    et   in  rasu  n  :=  1  ^    totam  seriem 

fieri^i:0.  Goldbach. 

».  . 

P.  5.  Ut  ^c\r\  possit  an  terminus  quicunqiie  datiis  —„ 
exigat  signum  4-  an  signum  —  ?  dieu,  si  x  est  numerus 
primus^  locum  habere  signum  —  :  si  a?  productum  ex  duo- 
bus  primîs/ioeum  hâbere  signum  -|- :  si  x  prodticf ùrt' ex 
tribus  primis^  locum  habere  signum — ,  et  rÉà  porto. 'V,  gr, 
—^  exigit  signum  —  quia  producîtur  ex  tribus  2.3;  3  ;  ^77^ 
exigit  signum  4-  quia  producitur  ex  quatuor  2.2.2.3  et 
ita  porro. 

Corrrsp   math   et  phys.  T-  i. 
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LETTRE    XXVI 


EULER    à    GoLDUACH. 


Sommaire.  Cmisîdërauons  sur  le  théorème  précédent. 


12  NoT.   1789  it    ▼. 

% 

Si  habeatiir  scrics  quaecunque  a,  6,  c,  rf,  e,  etc.  atque  ponatur 

P=zd-|-fe+c-|-rf+e-fetc. 
Q=:a*  +  6»-f  c»  +  rf*-|-c*+  etc. 
/?  =  a*  +  6*-hc*  +  d*  +  e*+  etc. 
5  =  a*  +  i*  +  c*-f  rf*  +  c*+  etc. 

etc. 

ac  practerea  ex  terminis  a,  b,  c,  dy   etc.  formentur 

1.  facta  ex  singulis^  quorum  sununa  sit  Azz,P, 

2.  facta  ex  binis,  quoruui  summa  sit  r=  B^ 

3.  facta  ex  ternis ,  quorum  summa  sit  =:  C, 

k.  farta  ex  quaternis^  quorum  sumnia  sit  rz  />, 

etc. 
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Hit  positit^  si  numenis^  cujus  logarithimis  est  =:  1  >  deno- 
tetur  littera  e  (quae  ne  confundatur  cum  termino  e)  erit 

sumendis  vero  terminis  altérais,  erit 
1  -I-  B4-^H-/'+iï-|-etc.  = 

â 

atque 

i4  -+-  C  4-  £  +  G  4-  /-h  etc.  = 

2 
Quod  si  nunc  pro  série  a'\-b  -\-  c  -\-  d-\-  etc.  capiatur  séries 
potestatis  cujuseunque  numerorum  primorum,  ita  ut  sit 

/?—  —•A'  —  A'  —  A-—'^— — l-  etc. 

*^  —  24»     '    34»     »     54»    '    ^ïn  "i     JÎ4n  "T"   ^^^• 

etc. 

erit  A  ipsa  séries  numerorum  primorum  P,  fi  séries  facto- 
mm  ex  binis,  C  séries  factorum  ex  ternis  et  ita  porro;  unde 
fiet  1  -f--^-i-^4  C -|- Z) -|- etc.  séries  omnium  numerorum  puta 

*  +ïs  i-  ^  +  4ii  +  gîi  +  ^  +  etc.  =  aTi^ 
Quam  ob  rem  erit 

.P+iQ+lil+H+Cc.  =  1  ^  J.^.  ^  J.  _!_  i.  4.  etc.    r.  „„- 

simili  vero  modo  erit 


-    8*    — 

qua<'  e\pres$io  per  illam  divisa  dabit 

a  < 

unde  denionstrarc  potest  egr^ia  illa  séries  .t 

- i ^  J[     i_  J^.. L  »u  _L  .^  J_-_     t '.  . 


f 


ujiiH  siimmam  Tu^  V.  C. .  demonstrasti  esse  =: 


_  /«^' 


liis  praeniissis  cum  sit  A  séries  ipsorum  numerorum  pri- 
nioruiil,  B  séries  fartorùm  ex  btnis  primis,  C  ex  ternis  et 
ita  porro:  scilicet 

n   ^^  5»    ^^    ^n   n^    11^ 


^  = 

1 

2/1 

1 

B  = 

1 

(  — 

1 

1 

8" 

n" 

D  — 

1 

1 

E  — 

1 

+     ^ 
^^S'' 

9 

etc. 
seqiiitur  forr   1  ^A^B-^-C^D-^r  etc.  ;=. 

1  4   fi4-/>-hF-Kotc.  = 


=i(«+f)"- 


2 

.4  ^  C  4  E  4-  G  +  etc.  = 


2 
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tcquc  i— A  ^B-C-^-D  —  E  ^  F— G^  etc.— ^7i", 

ne  est  ipsa  séries  a  Te^  Y.  C,  primum  inventa.  Denique 
his  constat  fore  summam  seriei  l-|-JB-|-£>-|-F-|-  etc. 
qua  insunt  producta  ex  numéro  pari  numerorum  primo- 
an ,  ad  summam  seriei  ^-|-C-|-A'-|-G-4-  etc. ,  quae  con- 
et  numéros  primos  ipsos  et  producta  ex  numéro  impari 

•um,  uti  est  a*  -f-/'  *^  «*  — P>  q"*^  ^t  proportio,  quam 
lie  mihi  inveniendam  proposuisti.    Vale,  Y.  G.^  mihique 

ère  perge. 

Euler. 


#    *•  -. 
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LETTRE    XXVII. 


GoLDBACH    à    EULEK. 


Même  »uict.  Rèpon»c  a  la  lettre  précédente. 


(Petrop.)  d.   21   Nov.    t7S8. 

Gratissîma  mihi   fuerunt   quac  heri   MTipsisti  ;    mea  »olutio 
haec  est:  Sit 

*  +  ^  +  ^  +è  -|-etc.  =  a^" 

cujus  denominatorcs^  posita  n       i,  sunt  producta  prîmorum 
numéro  imparium 

cujus  denominatores ^  posita  n  z=  I  ^  sunt  producta  primorum 
numéro  parium. 


s 
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erit  «jt"4-^=2Af,  an"  —  ^  =  2JV.  Sed  ne«cio,  an 

methodus  Tua  valeat  ad  determinandam  v.  gr.  rationem 
inter  terminos  affirmativos  et  neg.itivos  hujus  seriei 

J 1  I  ± L4.J_  _J._J_    1   etc 

4"         S"    '    9''         1*2''    "^  IG''         18''        20''    "^ 

cujus  denominatores ,  posita  n  rz  1^  sunt  onines  potestates 
numerorum  et  omnia  earum  multipla;  termini  notati  signo 
-1-  continent  denominatores  productos  ex  primis  numéro 
paribus,  termini  notati  signo  —  ,  ex  imparibus^  quam  ra- 
tionem tamen  eruere  potero  si  operae  pretium  visum  fuerit. 

Sed  multo  magis  Tibi^  opinor^  placebit  quod  heri  inveni: 
Sit  14-^+  ^  4-^4  + etc.  =«71^,  J--f  J-4._L^1.^ 
-pi  -|-  etc.  ^i  P  (cujus  seriei  denominatores  continent  omnes 
numéros  primos)  erit 

^n  4-  ^n  4-  sTn  +;^  4-7ïïn-f  etc.  =  (P—  i)*-h  i  —  J^l 

modo  sit  n  >  i .    Vale  et  fave  — 

Goldbach. 


A 


HoU  marginale  iTEuler 

^=^*  +  ^4"5w4-4w  +  5w-h^-f-^4-^-r  etc. 

^  terminus  •  generalis. 

Si  p  est  numerus  primus  erit  — -^ 

1 
is  p  prod.  ex   duobus    numeris   primis  inaequalibus:    -(-^ 

prod.  ex  duobus  numeris  primis  aequalibus:  4  ~râ 


1 


â 
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si  p  prod.   ex  tribus  inaequalibus     abc  erit  — -^ 

aab  4--^ 

si  p  prod..  ex  quatuor  inaequalibus  abcd  H'^i 

aabc  +-^ 


\ 


8» 


LETTRE    XXVIII 


.  »     •  i 


EIULER    à    GOLDBACH. 


SoMMAiKE.    Suite  des  recherches  précédentes. 


Cjonsiderans  rationem^   quae  intercedit  inter  summam  sëriei 
iîn  +  3in  +  5ïn  +  ^  +  etc.   et  haiic   expressionem 

deprehendi  ^eriem  aliquanto  esse  minorem  ac  fore 

-|-  2  •  summa  factorum  ex  ternis 

—  2 .  summa  iactorum  ex  quàternis 
•+-  2  •  summa  factqrum  ex  ^mîs 

—  etc. 


terminis  inaequalibus 


—    88    ~ 

si  [)  prod.   ex  tribus  inaequalibiis     abc  erit 

aab 


P" 

0 

In 


aaa  4- 

I   p 

si  p  prod..  ex  quatuor  inaequalibus  abcd  H^r 

nabc  4--= 

'  aabb  +-= 


8» 


LETTRE    XXVIII 


•       1 


EULER    à    GOLDBACH. 


SoMMAiKS.    Suite  des  recherches  précédentes. 


d.  J6  ^oiwmW.  17€»^> 

Ctonsiderans  rationem^  quae  intercedit  inter  summam  seriei 
iî«  +  3»n  +  5in  +  T2n  +  etc.  et  hanc   expressionem 

deprehendi  teriem  aliquanto  esse  minorem  ac  fore 

-|-  2  •  summa  factorum  ex  ternis 

—  2  .  summa  (actorujtn  ex  quàternis 
+  2  .  summa  factorum  ex  ^uîi0tis 

—  etc. 


terminis  înaequalibus 
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seriei  si  +  ^+s  +  ^n-h  ^*^"  Q"^  •*  autem  duplices  istae 
fiictorum  ex  ternis^  quaternis  etc.  summae^  quippe  quae  per 
inventa  Tua  habentur>  substituantur,  prodit  aequatio  iden- 
tica;  quod  idem  non  dubito^  quin  intérim  ipse  observa- 
veris»  V.  G. 

Incidi  heri  in  banc*,  seriem  non  parum  curiosam 

etc. 
cujus  numeratores  indicant,  quot  modis  denominatores  respon- 
dentes  sînt  hujut  geriei  2''-f  3''+*"-|-5"+  etc.,  vel  termini 
ipsi,  vel  producta  ex  binis,  vel  ternis,  vel  quaternis,  vel  ita 
porro.  Sic  denominator  60^  numeratorem  babebit  11,  quia 
60  bis  undecim  modis  componitur: 

L    60.  V.    5.  12.  IX-  2.  5.  6- 

II.  2.  30.  VI.    6.  10.  X-  3.  *.  5. 

III.  3.  20.  Vri.  2.  2.  15.  XI.  2.  2.  3.  5. 

IV.  *.  15.  VIII.  2.  3.  10. 

Hujus  seriei  summam  casu,  quo  a  =  2,  inveni  esse  =2; 
atque  initio  arbitratus  sum,  etiam  reliquis  casibus  summam 
rationaliter  exhiberi  posse.    Verum  rem  diligentius  scrutatus 

inveni  casu  n  =  ^  summam  fore  =z  -^^s rz  -s ^-s->   ubi 

est  proxime  c^n:23,14'07. 

Deinde  omnia  fere  tbeoremata,  quae  de  seriebus  nume- 

rorum  primorum  aliisque  bine  natis  protulisti,  V.  G.,  multo 

latius  patere  observavi.  Si  enim  sit 

A'=.a:=i,a'\-b-\-c-\-d-\'  etc. 

Brzsummae  factorum  ex  binis         \ 

C=       „  ,,         ex  ternis        (  terminis  seriei^,  ter- 

.    )     mmis  aequalibus  non 
D—       „  „         ex  quaternis  (      exceptis, 

etc.  J 


—   »1   — 

Hemque 

/3:=:8uminae  factorum  ex  binis        \ 

/:=      j>  ,y        ex  ternis        f  termînu  inaequalibus  »e- 

d=      „  „        ex  quaternii  j     rieiJvela. 
etc-  / 

fueritque 

l-i-i4-4-JB4-C+Z>-hi?4-etc.=:jf       ii-f-a4-/î-f-y-f*4-etc.  — -i 

>  erit^ 
l-i4  4-B-C-<-Z?-fe>etc.  n^l        li-a-f/ï-y-l-d-etc.— ^ 

hincque 

ilem 

(B-/Î)  +  (C-y)  +  (i>  -  <ï)  +  etc.  =*-4 

(B-/î)-(C-y)  +  (/>-<J)-etc.=£-i- 

(C-y)+(E-«)-|-etc.  =  4-(^-£)(l-i-) 

(B-/9)  +  (/>-d)-hetc.=-i(*  +  £)(i-±) 

Qiiod  si  autem  loco  terminorum  a,  b,  c,  d,  etc.  sumantur 
eonun  quadrata  j»itque  A"  z:^  a''  zm  a*  -(-  A*  4"  ^^  H"  ^  +  e*^'-  > 
hincque  séries  B",  C" ,  D" ,  etc.,  itemque  fi" ,  y" ,  d" ,  etc, 
simili  modo  formentur,  quo  supra  B,  C,  D,  etc.  (i,  y,  d,  etc., 
ex  série  Azz:a  fiet  : 

i-f  ^''  +  B"-hC"  +  />"+etc.  =  j/ 
et 

i -a'' 4-1»"-/'  +  *^'- etc.  =^ 

unde  «rit  generaliter 


—   w   - 

atque 

(1  +a+/9+y  +  êtc,)(i    '  a  +  i»  — y+ etcO±= 
l_a''-f/î"  — /'-fr— etc. 
Ex  hii  nunc,  si  pro  série  a-|-6-|-c  +  d-|-'  ^*c-  «ubstituatur 
Eaec  ^  +  ±  4.  ij  +  ij  +  ^  +  etc.    secundum    numéros 

primos  procedens^  sequentur  omnia  omnino  theoremata»  quae 
mecum  communicare  voltiisti.  Vale,  V,  G.,  ac  favere  perge 
Tui  observantissîmo 


r  -  ..      -     >'* 


L.  Eulero. 


-  M 


«  • 
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LETTRE    ^XïX. 


•^        •>! 


EuLKR  à  Goldb4<:h. 


9  p 

SoMMAimK.     ikpflîcaiioii  .iltt-«»lciil   intégrai.»  la  Kwwaticm .  de*  série* 

— 4 ! Î-. 

t 

(San»  date.) 

Seriei,    cujus    terminus    eeneralîs    est  •— — .-z.^     ,  -e»    vcl 
—  i  s — =-t-  —  « :  )    Mimma    est    zz,  —  /-^ — ^' —     zz: 

grationem  ponatuK  z  râiHl*    Ât  seriei>.  cûjus^  terminus  gène- 
raliA  est  ^-f ^^-2-  .-   ^^-^i^'^   ^-—'  o  .    ^  P  sumnia  estz^ 

-Marx  — «4;r-f>7  3  V8«— T       ^x—  1/ 

posîtôiposl  intègfatiônvih  z—i,    Verum  est    /.  ,    ^  r=  -—; 


—    M 


Quare  si  a  «erie,  cujus  terminus  generalis  est       _  _    » 

subtrahatur   séries,   eujus  terminus  generalis  ^^^_^^^_^.> 

senei  résultant»  summa  ent  m =jg-^ 1 ^.^    *     Vel 

seriei,  cujus  terminus  generalis  est  = 

3m I 

summa  est  =:  ^  ^^^    -+-  ^-577—  Quare  si  m  =:  1 ,  summa 
erit  —  -^  ;  at  ut  summa  sit  rz  0 ,   oportet  esse 

m-l-i  4-m>^2  — 1/2  =  0, 
•eu  m  =:  ^^^^. 

IL  Si  in  série  -rr rr-rr :r  summa  terminormn  pari- 

um  ab  imparibus  subtrahatur,  prodit  séries 

_J     _     ^^.1 î i L-etc 

11.3         2.3.1    '3.5.11        4.1  15    "^  ' 

quae  resolvitur  in  bas  très: 

,-       ^1^       ^i^        ^1*    r^* 

+  T-T+T-T  +  T-ÎÏ +  «**=•  = /ï+n 

8_.^         8^.8  AJ-JL  t      fSzziJM 

■3  "^T~ÎÎ+Ï5~Î5  +  Î3         ««î-—         J  14.^4 

et  summa  omnium  est  r:i  /2  -h-y  —  n  r  2  4"  y^'(*  H"  Vs)* 
unde  non   video  quomodo   summa  possit  esse  zz:  n  —  ^  /  9. 

Sin  autem   res  ita  se  haberet ,  foret  n  nr ^  .^  ,  ^  ' — •  • 

ivî-^-i 

m.  Seriei  (|  _i-  +  i._-L)_(i-_l+|_±)+etc. 


95    — 


summa 


ert=y 


xxdz  r  dx 


IV.    Si  fuerit  yd .  -4—^  in  f^J^  3  ^    erit  utique 
dz  —  —  /L^^  —  ^/^a-  — —-!-——  — -I-  Ptr  ^ 


et 


x«  *• 


z  =  C  +  /aî— fx-hf;;  — fTï;+  etc. 

'  3.4     '     6.1  9.10     ' 

Constans  autem  C,  %\  z  deberet  simul  cum  x  evancscere, 
forcit  infinita;  sin  autem  C  maneat  indefinita^  tum  casu 
X'zz.i,  quantitas  z  indefinitum,  h.  e.  quemcunque  valorem 
obtinebit. 

V.  Sinus  ang.  18®  e«t  r^  — ^,  et  «in.   ang.  5*®  est  =: 

— ^r^9  undc  erit    .   ,^ r-rrs  =:  2,  id  quod  etiam  tabulae 

sinuum  ostendunt  :  est  enim  -r— r^  rz  sec.  72®  et  .  ,-^  ~ 
sec.  36®. 

VI.  Serierum  sequentium  summae  sunt 

(1  i      \  _^    fdz(zz  —  a*)  _^___   /  zzdz 

8x36         8x  — 3'  —  J       T^^         — J 


(l  +  zz)(l+z4) 
n  7r(Vl    -  1) 


4y2          8  8 
rdz(z*  —  z*) r  z^dz 


f       1  1      \ /•rfz(z'  — 2») /•  z«< 

Ux-I  8x-f  1^  ~  y      1~««        — /(l  +  z  z)  (1  +  3*) 

.  /-rfzrt-l-ïz^-z*) 1     />  <fz  1    /-rfgÇl+az) 

*  7(1 +z »)(!-(-«*) —  T/i+«z         y/      1+»* 


8  fiVl  8 
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LETTRE    XXVII. 


GoLDBACH    à    EULEK. 


Son  MAI  AS.    Même  suict.  RépunM  à  la  lettre  précédente. 


(Petrop.)  d.   21   Nov.    t7S8. 

Gratissima  mihi   fuerunt   quae  heri  scripsisti  ;    mea  »olutio 
haec  est:  Sit 

*  +  i  +  ^  +è  -hetc.  =  a^'' 

cujus  denominatores^  posita  n       i,  sunt  producta  prîmorum 
numéro  imparium 

CUJU8  denominatores^  posita  n  zz  i ,  sunt  producta  primorum 
numéro  parium. 


8T    — 


erit  ««"  +  ^=2Jtf,  o«"  — ^  =2iV.  Sed  newio,  an 


a  a 


methodus  Tua  valeat  ad  determinandam  v.  gr.  rationem 
inter  terminos  affirmativos  et  negativos  hujus  seriei 

J .*    I   JL_J_    i   J_  _J._JL.+_etc 

4"         8"    '    9*'         12"    "^  16"         18"        20"    ' 

cujus  denominatores ,  posita  n  =i  1^  sunt  onines  potestates 
numerorum  et  omnia  earum  multipla;  termini  notati  signo 
'\-  continent  denominatores  productos  ex  primis  numéro 
paribus,  termini  notati  signo  —  y  ex  imparibus^  quam  ra- 
tionem tamen  eruere  potero  si  operae  pretium  visum  fuerit. 

Sed  multo  magis  Tibi^  opinor^  placebit  quod  heri  inveni: 
Sit  1+:^+  ^  +  ^4  + etc.  =«71'',  ^„-+_4.-L^±4. 
-pj  -|-  etc.  =:  P  (cujus  seriei  denominatores  continent  omnes 
numéros  primos)  erit 

modo  sit  n  >  1 .    Vale  et  fa ve  — 

Goldbach. 


HoU  marginale  tTEuler 

^  terminus  generalis. 

Si  p  est  numerus  primus  erit  — ji 

1 
is  p  prod.  ex   duobus    numeris   primis  inaequalibus  :   4"]^ 


0 


prod.  ex  duobus  numeris  primis  aequalibus:  •^r  "h 


P' 


—     I«8     — 

encore  quelque  chose  dont  vous  aurez  besoin  >  vous  n'avei 

qu'à  attendre  mon  retour  à  Berlin.  Je  suis 

Au  Camp  de  ReichenlMch  Votre  bien  affectionné  Roy 

ce  4  septemlirc  1741-  Federic''. 

Weilen  Ihro  Maj.  beschlossen  haben  ein  neues  Gebau  sur 
Akademie  aufzubauen^  so  ist  mir  aufgetragen  worden,  einen 
voUstandigen  Rîss  von  den  akademiscben  Gebauden  in  St  Pe* 
tersburg  zu  verscliaffen.  Weilen  nun  aile  £ëse  Risse  schon 
wiirklich  in  Kupfer  gestochen,  ick  aber  davon  nicht  leicht 
ein  Exemplar  von  dem  Hn.  Schumacher  hoffen  dskvt,  so 
nchme  die  Freyheit  Ew.  gehorsamst  zu  ersuchen  ein  Exem- 
plar  von  dieten  Rtssen  Laufen  und  dcm  Hn.  Stihelin.ûber- 
liefcrn  zu  lassen  .... 

Die  beiden  gcmeldten  Bûcher  habe  ich  von  der  BibUo- 
tlief^  hoien  lassen;  aber  in  Pétri  Bungi  Mysteriis  numerorum 
nirht  das  gcringste  Merkwiîrdige  gefunden.  Er  durchgehet 
der  Ordnnng  nach  aile  Zahlen  von  1^  2^  3  bis  tatiseml,^  und 
merkt  von  einer  jeden  an,  wo  solche  in  der  Heîi.  SchKft 
und  aiidern  Auotoribus  vorkommcn;  als  bei  38  bringC  er 
nirhts  anderes  vor^  als  das  Excmpel  des  Kranken  beim  Teich 
zu  Betesda^  weichcr  38  Jahre  daselbst  gelegen.  J}er  Lune- 
schloss  ist  cîn  scbr  schônes  Buch  in  seincr  Art;  ich  habe 
aber  dassell>e  noch  nicht  vôliig  durchgcgangen. 

Ew.  theorema ,  dass  {3  m  '\'  2)  n^  -{-  3  kcin  Qitadrat 
scyn  kôniie^  ist  sehr  artig^  und  kann  ich  die  Richtig- 
keit  dessirlhcn  auf  folgendc  Art  darthun  :  Entweder  ist  n 
dun^h  3  divisibcl,  oder  nicht.  Im  ersten  Fall  ist  n'  divisibel 
diirrh  9,  und  bckômmt  die  Expression  (3m  -^  2)  n^  -^  3 
eine  soh.hc  Form  9p-\-3,  wclrhe  kein  Quadrat  seyn  kann^ 
%vic  bekaiint.  Im  andern  Fall^  wenn  n  nicht  durch  3  divi- 


—    10?    — 

«bel  iit,  to  ist  n'  eine  tolcheZahl:  Sp-j- 1  und  (3m+2)n*-f  3 
bekOmmt  dièse  Form  9  mp  -)-  3in  -f-  6p  -|-  5>  dai  ist  39-1-2, 
von  welcker  Form  gleichfalls  bekannt,  dass  solche  niemals 
ein  Quadrat  teyn  kann.  Ich  Kabe  vor  langer  Zeit  aucb  sol- 
die  âhnliche  theoremata  gefunden^  aïs  kmn — m — 1  kann 
nulle  modo  ein  Quadrat  seyn.  Item  kmn  —  m  —  n  kann 
auch  kdn  Quadrat  seyn^  positis  m  et  n  numeris  integris 
affirmafivis. 

Von  den  divisoribus  quantitatis  aa±mhb,  si  a  et  b 
sint  numeri  inter  se  primi^  habe  ich  aucb  curieuse  proprie- 
tates  entdeckl,  welche  etwas  in  recessu  zu  haben  scbeineii, 
als  da  sind: 

Theor.  1.  Omnes  divisores  primi  formulae  a  a  —  2b  h 
rrontinentur  in  forma  8n  ±:  1. 

Theor.  2.  Omnes  divisores  primi  formulae  a  a  —  ibb 
sunt  12n  ±  1. 

7%eor.  3.  Nullus  numerus  primus  potest  esse  divisor 
formae  aa — ^Sbb  nisi  qui  sit  in  bac  forma  10it±  1  contentui. 

dx 

Von    den  *  integralibus   formulae ^  babe  icb  auch 

merkwiiraige  proprietates   gefunden^    si   post  integrationem 
ponatùr  as=:l.  Als  da  sind 

Theor,  Intégrale  f- — ^— =  se  babet  ad  f- — -— #  uti  V2  ad  1, 

pofito  post  utramque  integrationem  a?  =  1 . 

Theor.  Intégrale  f- — ;  se  babet  ad  intégrale  f  - 

uti    K  3  i|d  1^   poiito    pariter  post  utramque  integrationem 

OP^K  Welche  theoremata  um  so  viel  merkwùrdiger  srbei- 

nen^  da  sonsten  nacb  der  gewôhniirhen  Art  dicsc  liitegralia 

nicht  mit  einander  compariret  werden  kônnen. 

Ëuler. 
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LETTRE    XXXVI, 


GoLDBACH   à   EULER. 


SuNNAiHB.  PahmIoxcs  tiré*  de  rouvnge  d«  Lonetchlo». 


St.  Pctenburg  d.  7  Nov.  lU  n.    I7ftl. 

Hie  soiiderharc  Distinction^  mit  welchcr  Eiv.  in  Berlin  auf- 
genoinincn  wurden,  hat  mir  nicht  anden  als  erfreulick  scyii 
konncn;  insonderkeit  habc  ich  das  gnidigste  Schreîben  Ihro 
KônigK  Majestât  an  Ew.  mit  dcr  grôstesten  Vénération  ge- 
lesen  und  admiriret.  Es  muss  eine  treffliche  directîo  O  aut 
Qi.  ad  médium  cocli^  oder  derglcickcn  eine^  fur  Ew.  einge- 
falien  seyn^  wclche  ex  post  facto  in  dem  themate  nativ.  sich 

wohl  wird  finden  lassen 

Dass  Sie  in  des  Leuneschlos  Tkesauro  etwas  Gutes  ge- 
funden^  ist  mir  sehr  lieb.  Ich  habe  schon  A.  1716  in  Kô- 
nigsberg  von  demselben  autore  ein  Tractâtcken  in  8^^  gc- 
icsen^  wciches  er  Paradoxa  de  quantitite  nennet.  Das  352'^ 
heissct:  Si  Deus  auferret  omne  corpus  in  vase  contentum 
movendo   vei  annihilando^   nec  aliud  ullum  in  ablati  iocum 
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Yenire  permittotet  movendo  aut  creando,  hoo  ipto  vasis  la- 
tien  ibrent  contigua^  nec  vel  tantillum  amplius  distarenl. 
Daa  %73^:  HoMtron  et  deformia  etiam  faciunt  ad  pulchri- 
ludinen  mniidi.  Daa  522^:  Si  luna  estet  roncava,  terra  pe- 
rirct  inoendiiv  Daa  9^6**:  Pondéra  eampanarum  sunt  in  tri- 
plicata  ntione  tmiorum.  Verum  craiaities  fidium  longitudine 
et  teniione  aeqvalium  sunt  in  ratione  duplicata  aonomni. 
Das  589**:  Gum  semidiameter  gyrorum  aquae  quovis  modo 
percnaaae  secundo  horae  minuto  dilatatus  vix  pedem  ezae- 
quet,  et  aeniidianieter  ipirarum  in  aôre  quavi»  etiam  per- 
custione  procreatanim  eodem  tempore  miilium  trecentorum 
ac  octuaginta  pedum  existât^  sequitur  aquam  millibua  tre- 
rentum   et  octuaginta  (1380)   vicibu»  aëre  densiorem  atque 

graviorem  ease 

Goldbach. 


—     110    - 


.-  %• .  • 


'"^  ■■  , 


.*        K 


LETTRE    XXXVII. 


EULER   à   GOLDBACH. 

SoMNAiRR.     Sur    les   parMlous   de   Lunes cklot.    Gontrovene  entre  Se^ner  et 
If?»  pAriÎMnt  de    VV«>ir.  Valeur  réelle  d*une  expresftkm  imaginaire. 


Berlin  d.  9  December  1841. 

Fiir  die  mîr  communicirten  paradoxa  de»  Lu- 

nesehlos  bin  gehorsamst  verbundeu.  Eg  zeigcn  einige  da- 
von^  als  von  dem  Ton  der  Glocken  und  Saiten^  eine  rich- 
tige  Einsicht  in  die  Natur.  Das  von  den  Glocken  stehet  aber 
sckon  in  Stifelii  Anmerkungen  ùber  die  Gom  Christoff  Ru- 
dolf». Dasjenigc^  welches  Ew.  zuerst  von  der  annihilirten 
Materie  in  einem  Geschirr  geschrieben^  scheinet  auf  dietem 
ratiocinio  zu  beruhen:  Ist  keine  Materie  zwischen  den  Sei- 
ten  des  Gefâsses^  so  ist  nichts  dazwischen;  ist  aber  niehts 
dazwischen^  so  sind  die  Seiten  aneinander^  ungeacbt  das 
Gefâss  seine  vorige  Figur  bebâlt.    Icb  halte  aber  dièses  ra- 
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tiocinhim  fur  cin  blosses  Sephisma  und  bei  wcitem  nirlit 
lihireichend>  die  itnpoisibîlitatem  vacui  in  mundo  zu  envoisen. 

Der  Hr.  Geh.  Rath  Wolf,  odcr  vielniehr  seine  Anbanger 
haben  neulich  cinen  harten  Streit  mit  dem  Hn.  Segiier,  Prof, 
math,  in  Gôttingen^  bekommen^  indem  dieser  einige  grohe 
Febler  in  des  Hn.  Wolfs  Elementis  Matbeseos  vorgab  gefun- 
den  zu  baben.  '£&  sind  béidérseits  schon  versckiedene  Schrif- 
tun  geweehselt  worden.  Der  Hr.  Scgner  abcr  liât  Recht^ 
und  ^on  Seiten  des  Hn.  Wolfs  sind  die  Defensionen  so 
scblecbt  beschaffen,  dass  daher  der  Wolfianischen  Philosophie 
wenig  Ehre  zuwfichsL'  Man  batte  besser  gethan  die  Fehler 
2u  erkennen^  weil  dieselben  ganz  offenbar  sind,  und  die- 
selben  in  einer  neuen  Âusgabe,  woran  wirklich  gearbeitet 
wird^  zu  verbcssem. 

Icb  habe  letztens  auch  ein  merkwurdiges  Paradoxon  ge- 
funden^    nehmlich,    dass  der  Werth  von  dieser  Expression 

— -^— ■   <rnanfi    proxime    gleich  sey  —9    und    dieser 

Hruch  differirt  nur  in  partibus  millionesiniis  von  der  Wahr- 
beit.  Der  wabre  Werth  abcr  dieser  Expression  ist  der  Co- 
sinus  dièses  arcus  0,6931  ^71805599,  oder  des  arcus  von 
39*,  kSf,  51",  52^",  9'^  in  einem  Gireul,  dessen  radius  =1. 
lefa    habe  auch  noch  verschiedene  wichtige  Deeouverten 

Pdx 

gemacht  ûber  die  Intégration  soleher  Formuin  —^9  altwo 
P  und  Q  functiones  quaecunque  rationales  von  x  sind.  Wo- 
von   zu  einer  andern  Zeit  die  Ehre  haben  werde  Ew.  ans- 

fùhriicher  zu  scJireiben. 

Euler. 
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LETTRE  XXXVIII 


GOLDBACH    fc    EULKR. 


Somma  IKK.  Repnuse  i  la  lettre  précédente. 


St.  Peterftburg  d.    IS  Febr.  n.  it.   17M. 

Dîc  Démonstration  mcines  theorematis^  welcke 

Ew.  in  Ikrem  vorigen  Sckreibcn  gcgcben^  ist  eben  dietelbc, 
die  ich  aueh  batte. 

Das  tbeorema  dass  kmn  —  m  —  1  kcîn  quadratiun  seyn 
kônne,  gefâllet  mir  sebr^  und  ob  icb  es  gleich  nicht  de- 
monstriren  kann^  so  habe  docb  dièse  conseqiientiam  daraus 
gezogen,  dass  nicht  allein,  wie  Ew.  sc^bon  angemerket^  auch 
kmn —  m —  n  kein  numerus  quadratus  sey^  sondern  gène- 
ratim  die  Expression  kmn — m  —  n^>  allwo  a  ein  numerus 
integer  positivus  quicunque  ist^  niemals  ein  quadratum  ge- 
ben  kônne. 

Bei    dcr   Observation^   so   Ew.   mir    communiciret^    dass 

~= quam   proxime  gleich  sey  —,    ist  mir  ein- 

gefallcn,  dass  wenn  man  macben  wollte^  dass 
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wiîrde^  alsdann  p  kleiner  als  3  und  grôsscr  aïs  2  seyn 
mùste.  Ich  gcstehe^  dass  dièse  limites  grosso  modo  angege- 
ben  sind^-habe  aber  nicht  die  curiosité  sie  nâher  zu  de- 
terminiren. 

In  dem  20*^"  Briefe  part  1.  von  Kolben  Beschreibung 
Gapitis  bonae  spei  sind  einige  remarques  ùber  die  dortige 
Ebbe  und  Fluth,  welche  vielleicht  meritiren  von  Ew.  gc- 
lesen  zu  werden.  Das  Buch  wird  ohne  Zweifel  auf  der 
Kdnigl.  Bibliothèque  seyn 

Dais  Ew.  anjetzo  Ihre  Zeit  nach  Ihrem  eignen  Belieben 

anwenden  kônnen^    gcreichet   mir  zum  grossen  Vergnùgen^ 

und  ich  môchte  fur  das  Aufnehnicn  der  Wissenschaften  wûn- 

schen^    dass    Sie   jcderzeit   in    solclier   Situation    verbleiben 

kônnten 

Goldbach. 


Corr.  math,  et  phys   T.  f.  g 
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LETTRE    XXXIX. 


EULER    à    GoLDBACH. 
SoMWAihB.   Théorèmes  de  la  théorie  des  nombres 


Berlin  d.  6  MMn   1742 

Dass  kwn — m  —  1    oder   kmn  —  m  —  n  niemal» 

ein  quadratum  seyn  kônne^  konntc  ich  bis  anjctzo  auch 
nicht  rigorose  demonstrireri^  sondern  ich  hatte  solches  aus 
einem  theoremate  Fermatiano^  worin  bekauptet  wird^  dau 
eine  summa  duorum  quadratorum  oa-^bb  niemals  per  nu- 
merum  formae  kn — 1  divisibilis  sey^  hergeleitet.  Denn  bat 
dièses  theorema  seine  Richtigkeit^  so  ist  aa-|-lzn:(4'n  —  i)m, 
da  ich  Ew.  signum  m  um  eine  aequationem  impossibilem 
anzuzeigen^  gebraucbe.  Dabero  ht  aaziz^mn  —  m  —  1 .  Fer- 

ner  kann  auch  ^^  _  unmôglich  ein  numerus  integer  seyn, 
oder    es    ist  ^^"^    zrz  i,    folc'lich    ist    auch  r— ^  +  i    oder 
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^^  ^  ^  oder  ■   "*" ^  m  i.    Gleichfalls   kann   ^   **"!*   4-  n   oder 

---j— oder^--^— -kem  numerus  mteger  seyn.   Und  wenn 
man   auf  solche   Art  fortgehet^    so  folget,  dass  ^    _^   zc  m 

und  also  aazni^mn  —  m  —  n*,  welches  die  Gonsequenz  ist^ 
so  Ew.  au8  diesem  theoremate  gezpgen  haben.  Die  Rieh- 
tigkeit  davon  beruhet  also  auf  der  Wahrheit  dièses  theore- 
matii,  dass  eine  summa  duorum  quadratorum  aa-\-bb  un- 
môglich  durch  kn —  1  getheilt  werden  kônne^  wenn  nickt 
a  a  und  bb  ein  jedes  fiir  sieh  durch  kn  —  1  divisibile  ist 
leh  kabe  aber  erst  jetzo  hievon  nachfolgende  Démonstration 
gefunden  : 

Prop.  1.  Haec  forma  [a -\- by — a^ — b^  semper  est 
divisibilis  per  p  si  fuerit  p  numerus  primus. 

Dem.  Evolvatur  potestas  (a  -f-  by  eritque 

"^^  i"â  Q*^^~^*"f"7"^^^""'  cujus  expressionis  singuli  ter- 
mini  sunt  numeri  integri ,  singuli  ergo  erunt  divisibiles  per 
p  siquidem  p  sit  numerus  primus:  nam  si  p  foret  numerus 
eompositus^  fieri  possit^  ut  in  quodam  termino  factor  quis- 
piam  ipsius  p  per  factorem  denominatoris  tolleretur>  ille- 
que  terminus^  ac  proinde  tota  expressio  cessaret  per  p  di- 
visibilis esse.  Quoeirca  si  p  est  numerus  primus^  haec  ex- 
pressio    (û4-  by  —  q^  —  b^    semper   erit    divisibilis   per 

p.q.E.D. 

CoroU.  1.  Positis  ergo  azzônl  erit  2^ — 2  divisibile 
per  numerum  primum  p,  ideoque  nisi  p  sit  rz  2  erit 
2^^  *  —  I  per  p  divisibile. 
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CoroU.  2.  Sii  0  =  2,  6=1:1,  erit  3^^  — fi^— 1  divisibile 
per  p.  Cum  autem  2^-^  2  sit  quoque  divinbile  per  p,  crit 
qvioque  iâtarum  fonftulBrutn  ramma  3^  —  3  divisibilis  per  p, 
ideoque  nisi  tit  p::^  3,  erit  3^'*  — t  per  p  divisibile. 

Prop.  2.  Si  a^  —  a  fuerit  divisibile  per  p  erit  quoque 
{a-\-iy  —  a  —  1  per  p  divisibile. 

Dem.  Si  in  proposttione  f  ponatur  6  -=2  i,  erit  (a-^  1/' 
—  o^**^!  per  p  diviaibile.  Ciuin  autem  per  hypotbeain  ait 
É^  « —  a  per  p  divisibile  p  erit  quoque  summa  istarum  for- 
mnlaram  (^  -f  i)^ —  o  —  1  per  p  divisibilia  Q.E.D. 

Coroll.  l.  Gom  igitur  1^  —  I  diviûbile  sit  per  p,  erit 
quoque  2^  —  2  divisibile  per  p,  hineque  porro  progrediétido 
per  p  divisibiles  erunt  istae  formulae  3^*^  3,  f^^ -^  k, 
S''  —  5,  etc. 

CorolL  2.  Generaliter  ergo  per  numerum  primum  p  di- 
visibilis  erit  ista  foimula  a^  —  a  quicunque  numerus  inte- 
ger  loco  a  ponatur.  Nisi  ergo  p  sit  divisor  îpsius  a,  erit 
quoque  q^~^  —  1  per  p  divisibile. 

CoroU.  3,  Quoniam  simili  modo  f  ""^  —  l  per  numerum 
primum  p  est  divisibile,  nisi  b  sit  multiplum  ipsius  p, 
sequîtur  fore  a^^^  —  b^^^  per  p  divisibile. 

Theoremcu  Summa  duorum  quadratorum  aQ-\-bb  non 
est  divisibilis  per  numerum  primum  hn  —  1 ,  nisi  utrumque 
quadratum  seorsim  per  eundem  numerum  primum  sit  di- 
visibile. 

Démons tratio.  Quoniam  per  hyp.  neque  a  neque  b  divi- 
sibile est  per  \n — 1,  sequitiir  banc  formulam  a*"""* — 6*""* 
fore  per  *fi  —  1  divisibilem^  unde  per  kn — 1  non  erit 
divisibilis  haec  forma  «**'"* -f- 6*'''"*  neque  propterea  ullus 
ejus  factor.  At  cum  \n  —  2  sit  numerus  impariter  par,  for- 
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mulae  a***"*-!- A*""*  bicior  est  a  a -\-bb:  quocirca  aa -|- ftfr 
per  niiBaienim  primum  kn — 1  dividi  omnino  nequit.  QE.D. 

CorolL  1.  Quoniam  pi  kh — 1  non  est  numerus  primus^ 
divitorem  habet  necessario  numerum  primum  hujus  formae 
\n — 1,  sequitur  summam  duorum  quadratorum  aa'\'bb 
per  nullum  numerum  kujus  formae  kn — 1  ûve  primum> 
sive  non  primum  dividi  posse. 

CoroU.  2.  Quodti  ergo  summa  duorum  quadratorum 
aa-^-bb  habeat  divisorem^  is  erit  necessario  numerus  for- 
mae hujus  tn-f-l- 

CorolL  3.  Si  ergo  summa  duorum  quadratorum  aa^bb 
per  alium  numerum  dividi  nequit^  nisi  qui  ipse  sit  duorum 
quadratorum  sununa  (quod  demonstrari  posse  confîdo)  se- 
quitur omnem  numerum  primum  ^n-|-l  in  duo  quadrata 
esse  resolubilem. 

Dass  Ew.  die  curiosité  gehabt  zu  untersuchen,  wann  dièse 
Formul  2'*"^^""*-|-2"''^~*  nikilo  aequaiis  werden  kônnte^ 
bat  mir  Anlass  gegeben  anzumcrken,  dass  solches  infinitis 
modis  geschéhen  kônne.  Der  erste  valor  pro  p  ist^  wie  Ew. 
obMrvirt,  sviriscben  2  und  3,  nehmlich  p  in  2,26618021,  der 

wahre  valor  aber  ist  prr^t  da  ist  tt^  3,  H 15926  5  und 
/2  z^  1  —  y  +  ~  —  {  -f  etc.  =  0,6931*7l8O5,    Aile  fol- 

genden  valores  ipsîus  p  entspringen  aus  diesem,  indem  man 

mit  3,  5,  7,  9,  etc.  muitîplicirt. 

Euler. 
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LETTRE    XL. 


EULEK    k    GoLDBACH. 

Somma IRK     £    e&t  chargé  rlc  donner  des  leçons  de  malhéni'itiqucs  ^ux  prince»  de 
VVUrtcmberg.     Comète  de   1 742 


Berlin  d.  18  Màn  1743. 

—  —  Ich  habe  die  Ehre  gekabt  in  meinem  vorigen 
Schreiben  Ëw.  zu  mclden,  dass  die  DurchK  Herzogin  von 
Wùrtenberg  mir  die  Information  in  der  Mathematic  und 
Physic  ûber  Dero  Prinzen  aufgetragen,  womit  ich  schon  »eit 
einigen  Wochen  continuire.  Weilen  ich  abcr  allhier  noch 
keine  Vorgesctzte  habe^  und  die»e  Occupation  ohne  Erlaub* 
niss  nicht  wohi  ùbcr  mich  nehmen  konnte^  so  habe  des- 
wegen  directe  an  Ihro  Kônigl.  Majestat  na(*h  der  Armée  ge- 
sc^hrieben  und  vor  etlichen  Tagen  darauf  die  Allergnâdigste 
Permission  durch  cin  Ifandschreiben  bekommen.  Von  aussen 
war  die  Adresse:  Â  mon  Prq/èsseur  Kuler  und  der  Inhalt 
war  folgender: 
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Aiant  vu  par  Votre  lettre  du  20  du  mois  passé  que  la 
Ikichesse  de  Wûrtenberg  vous  demande  des  leçons 
mathématiques  pour  les  princes  de  Sa  maison^  Je 
vous  en  accorde  la  permission  avec  bien  du  plaisir^ 
étant  an  reste   votre  bien   affectionné  Roi  Federic. 

Znaim  ce  1  mars  1142. 

Uebrigens  kann  ich  die  sonderbare  Gapacitat  des  Erb-Prin- 
zen  und  den  durckdringenden  Verstand  nicht  genugsam  be- 
wundern.   Meine  Lection  ist  taglich  von   10  bis  11   Ubr»  da 

dann  die  Mess  angehet. 

Ew.  habe  das  letzte  Mal  meine  Démonstration  des  theore- 
matis^  dass  kmn — fn — n  niemals  ein  quadratum  seyn  kônne, 
zu  ùberschreiben  die  Ehre  gehabt.  Aus  derselben  folgen  noch 
viel  andere  artige  Speculationen  in  dieser  Materie^  und  ich 
bin  versichert^  dass  Ew.  noch  viel  herrliche  Gonsequenzen 
daraus  herleiten  werden.  Ich  habe  anjetzo  auch  eine  ganz 
andere  Méthode  gefunden  die  sommas  serierum  potestatum 
reciprocarum  zu  finden^  welche  sich  nicht  wie  die  erstere 
auf  die  radices  intinitas  einer  aequationis  întinitae  grundet, 
sondern  bloss  allein  aus  den  regulis  dilferentiationum  und 
integrationum  fleusst^  wovon  das  niichste  Mal  ausfùhrlicher 
zu  schreiben  willens  bin. 

Euler. 

P.  S.  Seit  acht  Tagen  bat  man  allhier  einen  Gometen  wahr- 
genommen^  erst  vorgestern  aber  bat  man  Gelegenheit 
gefunden  denselben  auf  dem  Observatorio  zu  obser- 
viren.  Er  erschien  d.  11^^"  um  Mittemacht  in  ala 
boreali  Gygni^  so  dass  longitudo  war  ^^12^  30'  und 
latitudo  borealis  71^.  Sechs  Stunden  hernach  schien 
er  beynahe  um  2^  in  consequentia  fortgeruckt  seyn^ 
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worauft  ich  achtiesse,  dati  dieter  Go«(iel  :  nkèit  wcit 
von  «emem  Perihelio  teyn  muMe;.  ob  or-  aber  ent 
dahin  gêhc! ,  oder  açhon  daher  koMM ,  .kanu  aus  die- 
scf  einigen  Obaervation  nicht  getchlMttti  werden. 
Die  letztvergangene  Nacbt  war  oi  trâb^' data  man 
niclit  observiren  konntc  Im  ulirigeii  adiien  der  nu- 
cleus  wie  eine  siella  V^  m^ignitudUiitA  |iatt^  eine  co- 
niam  und  caudam  ungefâbr  3^  lan^.  .Waa  hieniber  in 
Petersburg  entweder  obaerviret  if orden  oder  noch 
wird  obaerviret  werden,  sokrhea  er^ucbf^  Ew»  gehor- 
sam»t  mir  zu  melden.  Sobald  man  kier  wird  mebrere 
und  accuratere  Obsorvationen  machen  kiJinnen^  werde 
irb  sokbe  gleicrk  der  Akademie  zn  ùberachreiben  die 
Ehre  haben. 


ISt 


LETTRE   XLI. 


•i       - 


GoLOiACH   à   EULER. 

Son  MAIRE    Rcclicrehes  fur  let  nombres  et  les  quanthës  à  e&posans  îmaginaîres. 


St.  Fetersburg  é.  Vk  Apil  IV^T 

Meine  Demonitration ,  dass  wena  kmn^^m^-n^  kein  nu^ 
merus  quadnitus  Ut,  auch  kmn  —  m  —  n**"*"*  m::  a*,  fliet^ed 
alsofort  aus  der  einigen  Supposition  m  ^  k^p  —  a^^  denn 
hiedurch  wird  kn{hp  —  n*)  —  hpzn  ^A*,  quae  aequatio 
divisa  per  k,  dat  tp/i  —  p  —  n^"*"*  zc  6*,  so  dass  in  der 
Âequation  x^z^kpx — p  —  a^,  wo  a  ein  numerus  iiiteger 
quicunque  ist>  x  keinen  valorem  positivum  in  integris  haben 
kann.  Es  folget  aiich  ferner,  dass  obgleich  p*  — -  p  —  e*  in- 
finitis  modis  ein  quadratum  in  integris  ist,  dennoch 

niemals   ein  numerus  integer  sejn  kann;  item  dass  die  zu- 
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LETTRE  XXXVIII. 


GOLDBACH    à    EULRH. 


Somma  IKK.  Rëpousc  i  b  leitre  précédente. 


St.  Pelertbarg  d.    13  Febr.  n.  ft.   1742. 

Die  Démonstration  meines  theorematis^  welche 

Ew.  in  Ihrem  vorigen  Schreiben  gcgeben^  ist  eben  dietelbe» 
die  ich  auch  batte. 

Das  theorema  dass  kmn  —  m  —  i  kein  quadratum  seyn 
kônne,  gefallet  mir  sehr^  und  ob  icb  es  gleicb  nicbt  de- 
monstriren  kann^  se  habe  doch  dièse  consequentiam  daraus 
gezogen^  dass  nicht  allein^  wie  Ew.  schon  angeinerket,  aucb 
kmn —  m —  n  kein  numerus  quadratus  sey^  sondern  gene- 
ratim  die  Expression  kmn — m  —  n^,  allwo  a  ein  numerus 
integer  positivus  quicunque  ist^  niemals  ein  quadratum  ge- 
ben  kônne. 

Bei   der  Observation,   so   Ew.   mir    conmiuniciret,    dass 

24*1/— II  Q— y— 1  10      .         .       . 
^-= quam  proxime  gleicb  sey  —,    ist  mir  ein- 

gefallen,  dass  wenn  man  macben  wollte,  dass 
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wurde^  aladann  p  kleiner  als  3  und  grôsser  als  2  seyn 
musse.  Ich  gcstehe^  dass  dièse  limites  grosso  modo  angegc- 
ben  nnd ,  *  habe  aber  nicht  die  curiosité  sie  nâher  zu  de- 
terminiren. 

In  dem  20*^*^  Briefe  part.  1.  von  Kolben  Beschreibung 
Gapitis  bonae  spei  sind  einige  remarques  ùber  die  dortige 
Ebbe  und  Fluth^  welche  vielleicht  meritiren  von  Ew.  ge- 
lesen  zu  virerden.  Das  Buch  wird  ohne  Zweifel  auf  der 
Kônigl.  Bibliothèque  seyn 

Dasê  Ew.  anjetzo  Ihre  Zeit  nach  Ihrem  eignen  Beliebcn 

anwenden  kônnen,    gcreichet   mir  zum  grossen  Vergnùgen^ 

und  ich  môchte  fur  das  Aufnehmen  der  Wissens(*ha(ten  wùn- 

schen^    dass    Sie   jederzeit    in    soicher    Situation    verbleiben 

kônnten 

Goldbach. 


Corr.  math,  et  phys.  T.  t.  Q 
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maaMen  àhniich  i»t  dem  Fermatiano^  dass  pP'\-^-\-r^'{'SS 
aile  mogliche  Zahlen  hervorbringe.  Ich  habe  noch  viel  mehr 
dergleicheii  tfieoremala,  als  Zaa  --{'  Zbb  -{-Icc  kann  niemaU 
ein  quadratum  seyn;  item  2aa -\- 6bb '{■'2icc  quadratum 
esse  nequit  und  dergleichen.  Ich  habe  aber  noch  keine  der- 
gleichen  formulam  finden  kônnen^  in  welcher  k  litterae  a 
se  invicem  non  pendentcs  enthalten  wâren. 

Dan  im  Uebrigen  meine  jûngst  ûberschickte  Démonstration 
bei  Ew.  BeiCsdl  gefunden ,  erfreuet  mich  sehr.  Dass  aber  dièse 
Formul  (a  -^-  by  —  a^  —  f  auch  durch  p  oder  einen  divi- 
sorem  des  p,  pnieter  iuiitateia>  wonn  p.koîn  numerus  pri- 
mus  ist^  divisibilis  seyn  sollte^  kann  durch  meine  Démon- 
stration nicht  nur  nicht  erwiesen  werden^  sondern  es  trifil 
auch  in  vielen  Fâllen  nicht  zu.  Als  weon  a  =  1  et  6  ^  1  ^ 
et  p=z  35,  so  lâsst  sich  2*'  —  2  weder  durch  5  noch  durch 
7  theilen. 

Wenn  generaliter  a^^"^  •^a~^'^~'^^zb,  so  ist 

und    folglich,    wenn    2''^^*  +  2~^^"^  =::  3,    so    wird 

( — - — j    -    Somit  kommen  Ew.  Observationen  mît  meinem 

General-theorematej  dass  a^''^~'*-f-a~''^'"*=i2cos.Arc./>/a 
meistentheils  ùberein,  nur  dass  2^*^^^y>^-*  +  2~^*"-^-^>'^-* 
nicht  gleich  ist  2^''^"'*  -+-2"*^''^""  S  wenn  nicht  entwe^er 
{2n^  g)pl2  odcr  2np/2  gleich  ist  tnn  dénotante  t:n  ra- 
tiouem  diaoïetri  ad  peripberiam. 

Euler. 


9 


•l"«*"»*^B»^***  * 
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LETTRE   XUII. 


GOLDBACH    à    EULER. 


Somma  me*    Continuation  sur  les  mêmes  sujets.  Deux  théorèmes  d^analyse. 


Moscau  d.  1  Juni  n.  si    1742. 

Ohngeachtet  îch  mich  in  meinem  vorigen  Briefe 

mit  der  particula  vicUeicht  prccaiitîonniret^  so  hâtte  doch 
nicht  geglanbet,  dass  die  Formul  (a-^-by — a^  —  b^  «ich 
nicht  allezeit  durch  einen  von  den  divigoribus  numeri  p 
soUte  dividiren  lassen,  wenn  solehes  nicht  durch  das  von 
Ew.  angcfùhrte  exemple  deutlich  bcstatigct  wùrde. 

So  viel  ich  mich  eritinere^  hatte  ich  mir  in  meinem 
Ictztcn  Briefe  die  Formul  2*^^^-^ -f- 2"-'''*^- S  posiio 
2/'>^-"*-4-2'~''^"'*ni0,  als  applicatas  einer  curvae  seipen- 
tiformis,  dercD  abtcîssae  a;  «nd»  vorgestellet,  und  welrbe 
den  axem  so  oft  durchschneidet,  aU  die  Formul  =0  wird» 
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8o  class^  wenn  die  formula  ipsa  :=2  ist,  die  applicata  ma- 
xima  unten  oder  oben  herauskommt^   folglich  unzâhltge  an- 

dere  applicatae   unter  sirh  gleich  seyn  mùssen;    nichts  desto 

t. 

weniger  ist  in  meiner  damaligen  Expression  ein  Fehler  ein- 
gescblichcn,  den  Ew.  mit  Recht  angemerket  haben,  und  leicht 
yerbessert  werden  kann,  indem  es  heissen  soUen,  dass  wenn 
ijl  ein  numcriis  quiconque  und  2^^"^  -f"  ^''^^^  ^^  ^  S*^" 
setzet  wird^  alsdann  posito  pro  n  integro  quocunque,  sejn 
werde 

Ew.  habcn  gefunden^  dass  alleZahlen^  so  nicht  knin—m—n 
seyn  kônnen^  in  dieser  Formul  begriffen  sind  v^'\-v-\'U^,  und 
ich  findc^  dass  aile  kmn — m — n  zu  dieser  Formul  J*H-/ — «* 
gebracht  werden  kônnen^  so  dass  eine  jede  gegebene  Zabi 
gleich  ist  p^'\'p±q^,  woselbst  p  et  q  numéros  integros 
anzeigen^  oder  aucb  eine  von  beiden  litteris  0  bedeuten 
kann;  woraus  zu  sehen  ist^  dass  eine  jede  Zabi  aus  einem 
duplo  numeri  triangularis  ±  numéro  quadrato  bestehet. 
Weil  aber  aucb  eine  jede  Zabi  gleicb  ist  der  Formul 

so  wird ,  wenn  man  setzet  u  zz  ^  T**  -("  1 ,  a?  zu  7*^  —  1 , 
M*  —  x^'zzz^'^z,  folglicb  jedes  numeri  dati  dimidium 

id  est  tribus  trigonalibus. 

Dass   in    der  formula  polygonalium  —(j^  —  v^^ 

wenn  sie  gleicb  werden  soll  kmn  —  m — n,  p  weder  5 ±2 
nocb  5  ±  1  seyn  kônne^  sondem  aile  trigonales^  tetrago- 
nales^  hexagonales  und  heptagonales  ausgescblossen  werden, 
folget  ex  iisdem  principiis. 
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Icb  hske  es  nîcbt  fur  undienlich^  dass  man  auch  diejc- 
nigen  propositiones  anmcrke^  welchc  sehr  probabiles  sind, 
ohngeadrtet  e^  an  eîner  wirklichen  Démonstration  fehlet^ 
denn  wenn  sîe  auch  nachmals  fals(;h  befunden  werden,  so 
kônnen  sie  doch  zu  Entdeckung  einer  neuen  Wahrheit  Ger 
legenheit  geben.    Des  Fennatii  Einfall,  dass  jcder  numerus 

2*  -^  i  eîne  sericm  numcrorum  primorum  gebe,  kann 
zwar,  wie  Ew.  bereits  gezeiget  haben^  nicht  bestehen;  es 
wâre  aber  schpn  was  Sonderliehes,  wenn  diesc  séries  lauter 
numéros  unico  modo  in  duo  quadrata  divisibiles  gâbe.  Auf 
solche  Weise  will  icb  auch  eine  conjecture  hazardiren:  dass 
jede  Zahl^  welche  aus  zweyen  numeris  primis  zusammen- 
gesetzt  itt^  ein  aggregatum  so  vicier  numerorum  primorum 
9ej,  als  man  will  (dié  unitatem  mit  dazu  gerechnet)^  bis  auf 
die  congeriem  omnium  unitatum  *);  zu^i  Exempel 

2  +  3 
ll-hl-f  3 

-S  +  1  +  1+2 

1  -[- 1  -|- 1  -I- I  +  1 

1  +  5 
1+2  +  3 
6=^1+1  +  1+3        etc. 
1  +  14-1  +  1+2 
1+1+1+1+1+ 1 


*)  Nachdem  ich  dièses  wieder  durchgelesen,  finde  îch,  dass  sicb  die  con* 
jecture  in  summo  rigore  demonstriren  lâsset  in  casu  n-f-l,  si  successerit  in 
caso  n^  et  n  -j"  1  diyidi  possit  in  duos  numéros  primos.  Die  Démonstration 
ist  sebr  leicht.  Es  scheinet  wenigslens,  dass  eine  jede  Zabi,  die  grôsser  ist 
als  1,  ein  aggregatum  trium  numerorum  primoioim  sey.  G. 
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LETTRE    XL. 


EULEH    k    GoLDBACH. 

Sommaire.    E    est  chargé  de  donner  des  leçons  de  mathématiques  ^lus  princes  de 
Wttrtcmber^.      Comète   de    1742 


Berlin  d.  18  Mârz  1743. 

—  —  Ich  habe  die  Ehre  gehabt  in  meinem  vorigen 
Schreiben  Ew.  zu  melden,  dass  die  DurchL  Herzogin  von 
Wûrtenberg  mir  die  Information  in  dcr  Mathematic  und 
Physic  ûber  Dero  Prinzen  aufgetragen,  womit  ich  schon  »eit 
einigeii  Wochen  continuire.  Weilen  ich  aber  allhier  noch 
keine  Vorgcsetzte  habe^  und  dièse  Occupation  ohne  Erlaub*- 
niss  nicht  wohl  iibcr  mich  nehmen  konnte,  so  habe  des- 
wegen  directe  an  Ihro  Kônigl.  Majestat  nach  dcr  Armée  ge- 
schrieben  und  vor  etlichen  Tagen  darauf  die  Allergnâdigste 
Permission  durch  cin  Ilandschreiben  bekommen.  Von  aussen 
war  die  Adresse:  A  mon  Professeur  Euler  und  der  hihalt 
war  (olgender: 


AiaÂt  vu  par  Voire  lettre  du  20  du  mois  passé  que  la 
Duchesse  de  Wùrtenberg  vous  demande  des  leçons 
mathématiques  pour  les  princes  de  Sa  maison^  Je 
TOUS  en  accorde  la  p^mission  avec  bien  du  plaisir^ 
étant  an  reste  votre  bien   affectionné  Roi   Federic. 

Zoaim  ce  1  mars  1142. 

U<^rigens  kann  ich  die  sonderbare  Gapacitat  des  Erb-Prin- 
zen  und  den  durchdringendcn  Verstand  nicht  genugsam  be- 
wundern.   Meine  Lection  ist  taglich  von   10  bis  11   Uhr^  da 

dann  die  Mess  angehet. 

Ew.  habe  das  letzte  Mal  meine  Démonstration  des  theore- 
matis,  dass  kmn — tn — n  niemals  ein  quadratum  seyn  kônne^ 
zti  ûberschreiben  die  Ehre  gehabt.  Aus  derselben  folgen  noch 
viel  andere  artige  Speculationen  in  dieser  Materie^  und  ich 
bin  versichert^  dass  Ew.  noch  viel  herrliche  Gonsequenzen 
daraus  herleiten  werden.  Ich  habe  anjetzo  auch  eine  ganz 
andere  Méthode  gefunden  die  summas  serierum  potestatum 
reciprocarum  zu  (înden^  welche  sich  nicht  wie  die  erstere 
auf  die  radices  intinitas  eincr  aequationis  infinitae  grùndet, 
sondem  bloss  allein  aus  den  regulis  dilTerentiationum  und 
integrationum  fleusst^  wovon  das  niichste  Mal  ausfùhrlicher 
zu  schreiben  willens  bin. 

Eu  1er. 

P,  S.  Seit  acht  Tagen  bat  man  allhier  einen  Gometen  wahr- 
genommen^  erst  vorgestern  aber  bat  man  Gelegenheit 
gefunden  denselben  auf  dem  Observatorio  zu  obser- 
viren.  Er  erschien  d.  11^"  um  Mittemacht  in  ala 
boreali  Gygni^  so  dass  longitudo  war  '^^  12^  30'  und 
latitude  borealis  71^.  Sechs  Stunden  hernach  schien 
er  beynahe  um  2^  in  consequentia  fortgerùckt  seyn^ 


worauft  ich  achtîiesse,  dati  dîeter  Go«(iel  i  nkèit  wcit 
von  seînem  Perihelio  teyn  muMe;.  ob  or*  aber  erst 
dàhin  gëhc! ,  oder  açhon  daher  komoie ,  .luina  aus  die- 
scf  einigen  Obaervation  nicht  getchkmmi  werden. 
Die  letztvergangene  Nacbt  .\var  oi  trikb^*  data  man 
nicht  observiren  konnte.  Im  ûbrigen  adiien  der  nu- 
cleus  wie  eine  stella  V^  m^nHudînisA  fialt^  eine  co- 
mam  und  caudam  ungefâhr  3^  lang*  .Waa  hieriiber  in 
Petersburg  entweder  observiret  if orden  oder  noch 
wird  obaer viret  werden ,  solcbea  er^ uchç  Ew«  gehor- 
sam»t  mir  zu  melden,  Sobald  man  bier  wird  mehrere 
und  accuratere  Observationcn  macben  kiJinnen^  werde 
irh  solcbe  gleicrh  der  Akademie  zn  ùberacbreiben  die 
Ehre  haben. 


12« 


LETTRE    XLI. 


•i 


GoLOiACH   à   EULER. 

t  ■ 
SoMMAiBE    Recherches  fur  let  nombres  et  les  quantités  â  e&posans  imaginaires. 


St.  Petersburg  4.  19  Apil  174^ 

Meine  Demonitration ,  dass  wena>mii  — m— n^  kein  nu^ 
merus  quadnitus  ist,  auch  *ma  — m  —  n**"*"*  ^ça*,  fliet^^t 
alsofort  aus  der  einigen  Supposition  ru  ^  \ff  —  i»^^  denn 
hiedurch  wird  'k'ii (%p  —  n^)  —  %p  3i  ^6^>  quae  aequatio 
divisa  per  *,  dat  *pa  —  p  —  n^"*"^  zc  6*,  so  dass  in  der 
Âequation  x°":^\]px — />  —  a^,  wo  a  ein  numerus  iiiteger 
quicunque  ist>  x  keinen  valorem  positivum  in  integris  haben 
kann.  Es  folget  aùch  femer^  dass  obgleich  p*— -p  —  e*  in- 
finitis  modis  ein  quadratum  in  integris  ist^  dennoch 

/>±V(/>*— />  — g*) 

niemals  ein  numerus  integer  sejn  kann;  item  dass  die  zu- 
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erst    erwâhnte    Formul    hmn  —  m  —  n"  keinen    numerum 
triangularem  gebe>  oder  dass  ac^rz^paî  — p  —  ^^ — - — -  nie- 

mals  eine  radicem  affirmativam  in  integris  haben  kann. 

Gegen  die  mir  communicirte  Démonstration,  wofor  ich 
Ew.  sehr  verbunden  bin>  finde  ich  nichts  zu  erinnem,  vieU 
leicht  kônnte  man  aber  generaliter  sagen^  dass  (a-f-6)^-^ 
a^  —  6^  allezeit  per  aliquem  divisorem  ipsius  p  divisibile 
ist,  woraus  denn  als  ein  ca»us  particularis  folget,  dass  wenn 
p  ein  numerus  primus  ist^  die  gedachte  Formul  per  ipsum 
numerum  p  divisibilis  seyn  raûMe  *). 

Bey  Geiegenheit  deMen,  was  Ew.  von  der  Formul 

2A'V- * -f.  2"'''^'~  *  :=  0 
schreiben^  habe  ich  observiret,  dass  wenn  n  variabilis  ge- 
setzt  wird,  alsdann  2''''>^-*  +  2"^"'''^"'=:  2  werde,  so 
ofit  n  ein  numerus  pariter  par  ist^  und  dass  sie  hingegen 
:z=  —  2  werde  ^  so  ofit  n  ein  numerus  pariter  impar  ist,  und 
wenn  n  ein  numerus  integer,  q  aber  ein  numerus  quicun- 
que  rationalis  aut  irrationalis  ist,  so  wird  allezeit 

Es  ist  meines  Erachtens  auch  remarquable^  dass  wenn  man 
p  durch  dièse  Aequation  determiniret  2^^"  *  -|-  2  '^f^^''  *  m  3, 
alsdann  2''^'^'  +  2    ^py^-'  —  wird 

Pi+ys)*'^^  -  {^i+vs)^-^^-]     r(i4.i  5)«^-^-(-i+/5y^-'7 
T^xTi       -^     J     L  ^^^  J. 

SQ'  oft  X  ein  numerus  integer  ist. 

Nachdem  ich  dièse  Observation  wieder  durchgelesen^  finde 
ich  dieselbe  von   keiner  Wichtigkeit;    man   darf  mu*  setzen 

a  :z:  -=~ — f  so  ist  a*-[-a~"**^  der  terminus  generalis. 
'  Goldbach. 

*)  Emendandum  vîd.  infra.  G.     **)  V.  la  lettre  suivante. 
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LETTRE    XLIL 


EULER    à    GOLDBACH. 
SoMMAiBE      Mêmes  sujets. 


Berlin  d.  8  Mai   1742 

—  —  Die  Goroilarîa,  weiche  Ew.  auè  meinem  theore- 
mate^  dass  ii^mn  —  m  —  n  kein  quadratum  seyn  kônne^  hcr- 
geleitet^  sind  sehr  merkwùrdig  und  ûbertreffen  das  theo- 
rema  selbst  weit  an  Wichtigkeit.  Dcnn  dass  iikmn-— m  —  n 
auch  kcin  numerus  trigonalis  seyn  kônnte^  hatte  ich  nicbt 
wahrgenommcn  ;  anjetzo  babe  aus  dieser  Anleitung  auch 
befunden^  dass  eben  dièse  Formul  ^mn  —  m  —  n  auch  kein 
numerus  heptagonalis  seyn  kônne.  Ueberhaupt  babe  gefun- 
den,  dass  aile  Zahlen  weiche  nicbt  -^^zkmn  —  m  —  n  seyn 
kônnen^  in  dieser  Formul  acac  -j-  //  -hy  enthalten  sind. 
Daher  dièse  Expression  hnm  —  m  —  n  -f-  xx  +  //  +  /  aile 
môglichen  Zahlen    geben    muss^    w^lches   ibeorema  einîger- 


—    t2»    — 

maassen  âhnlich  i»t  dem  Fermatiano^  dass  pp4~99'~h''^'^^ 
aile  mogliche  Zahlen  hervorbringe.  Ich  habe  noch  viel  mehr 
dergleichen  tfieoremala,  als  iaa  --{'  Zbb  -\-lcc  kann  niemalft 
ein  quadratum  seyn;  item  2aa-\-  Bbb  -{-iicc  quadratum 
esse  nequit  und  dergleichen.  Ich  habe  aber  noch  keine  der- 
gleichen formulam  finden  kônnen^  in  welcher  k  litterae  a 
se  invicem  non  pendentes  entbalten  wâren. 

Dan  im  Uebrigen  meine  jûngst  ûberschickte  Démonstration 
bei  Ew.  Beifall  gefunden^  erfreuet  mich  sehr.  Dass  aber  dièse 
Formul  (a  -^-  b)^  —  a^  —  b^  auch  durch  p  oder  einen  divi- 
sorem  des  p,  pnieter  unitatem,  wenn  p  kmn  numerus  pri- 
mus  ist^  divisibilis  seyn  sollte^  kann  durch  meine  Démon- 
stration nicht  nur  nicht  erwiesen  werden^  sondern  es  triffl 
auch  in  vielen  Fâllen  nicht  zu.  Als  wenn  az=l  et  6  =  1^ 
et  pzzziS,  so  lâsst  sich  2^  —  2  weder  durch  5  noch  durch 
7  theilen. 

Wenn  generaliter  a''^""* -}-a~'^^"**=i6,  so  ist 

und    folglich,    wenn    2''^^*  +  2~^^-^  =::  3,    so    wird 

( — ~j    -    Somit  kommen  Ew.  Observatîonen  mit  meînem 

General-theorematej  dass  a^''^""*-f-a~''^""*zz2cos.Arc./>/a 
meistentheils  ùberein,  nur  dass  2^*^-»^y>^-"*  +  2-^*''-+-^>'^-* 
nicht  gleich  ist  2^''^"'*-|"2"*^''^~S  wenn  nicht  entweder 
(2n-f7)p/2  oder  2np/2  gleich  ist  mn  dénotante  i:n  ra- 
tiouem  diametri  ad  peripberiam. 

Euler. 


9 
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LETTRE   XLIII. 


GOLDBACH    à    EULEH. 


SoMMAiRC*    Continuation  sur  les  mêmes  sujets.  Deux  th^rèmes  d*Ana1yse. 


Moscau  d.  7  Juni  n.  si    1742. 

Ohngeachtet  ich  mich  in  meinem  vorigen  Briefe 

mit  der  partieula  viclleicht  prccautionniret^  so  hatte  doch 
nicht  geglaubet,  daM  die  Formul  (a  +  ^)''— û''  —  f^^  «ch 
nicht  allezeit  durch  einen  von  den  diviM)nbus  numeri  p 
soUte  dividiren  lasseni  wenn  solches  nicht  durch  das  von 
Ew.  angefùhrtc  exemple  deutlich  bestatiget  wùrde. 

So  viel  ich  mich  erinnere^  hatte  ich  mir  in  meinem 
letzten  Briefe  die  Formul  2*''^"^  +  a-*''»^- S  positu 
2/'>-"» -|- 2""^*^""*  mO,  ak  applicatas  einer  curyae  serpcn- 
tiformis,  derea  abtciuae  x  tind»  yorgestellet^  und  welclie 
den  axem  so  oft  durchschneidet^  aU  die  Formul  :=0  wird. 


—    t2i   — 

erst  erwâhnte  Formul  f^mn  «-  m  —  n^  keinen  nunieriun 
triangularem  gebe,  oder  dass  ac^rrrfcpaj  —  p  —  ^ — ^ —  nie- 

mals  eine  radicem  affirmativam  in  integris  haben  kann. 

Gegen  die  mir  communicirte  Démonstration^  wofor  ich 
Ew.  sehr  verbunden  bin,  finde  ich  nichts  zu  erinnem^  viel- 
leicht  kdnnte  man  aber  generaliter  sagen^  dass  [a-^b)^^^ 
a^  —  b^  allezeit  per  aliquem  divisorem  ipsius  p  divisibile 
ist^  woraus  denn  als  ein  casus  particularis  folget^  dass  wenn 
p  ein  numerus  primus  ist>  die  gedachte  Formul  per  ipsum 
nwnerum  p  divisibilis  fteyn  raûMe*). 

Bey  Gelegenheit  dessen^  was  Ew.  von  der  Formul 

schreiben^  habe  ich  observiret^  dass  wenn  n  variabilis  ge- 
setzt  wird,  alsdann  2"^^"^  -^  2'"^^^'=  2  werde,  so 
oft  n  ein  numerus  pariter  par  ist^  und  dass  sie  hingegen 
=  —  2  werde^  so  o(t  n  ein  numerus  pariter  impar  ist,  und 
wenn  n  ein  numerus  integer,  q  aber  ein  numerus  quicun- 
que  rationalis  aut  irrationalis  ist^  so  wird  allezeit 

Es  ist  meines  Erachtens  auch  remarquable^  dass  wenn  man 
p  durch  dièse  Aequation  determiniret  2^^^  ^  -|-  2  "^^^  *  :z:  3, 
alsdann  2^^^    *  +  2    ^^^'^  ^  =  wird 

so  oft  X  ein  numerus  integer  ist. 

Nachdem  ich  dièse  Observation  wieder  durchgelesen^  finde 
ich  dieselbe  von   keiner  Wichtigkeit;    man   darf  nur  setzen 

a  iz:  -=^ — 9  so  ist  a^^-f"^"**  ^^^  terminus  generalis. 
"  Goldbach. 

*)  Emendanduin  vîd.  infra.  G.     **)  V.  la  lettre  suivante. 
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LETTRE    XLII. 


EULER    à    GOLDBACH. 

So  M  M  A  1 K  E      Mêmes  sujets. 


Berlin  d.   8  Mai    17i2 

—  —  Die  Gorollaria^  welche  Ew.  aus  meinem  theore- 
mate,  da$s  kmrt'^m  —  n  kein  quadratum  seyn  kônne^  hcr- 
geleitet,  sind  sehr  merkwûrdig  und  ùbertreffen  das  theo- 
rema  selbst  weit  an  Wîchtîgkeit.  Denn  dass  kmn^^m  —  n 
auch  kein  numerus  trigonalis  seyn  kônnte,  batte  ich  nicht 
wahrgenommen  ;  anjetzo  habe  aus  dieser  Ânlcitung  auch 
befunden^  dass  eben  dièse  Formul  kmn  —m  —  n  auch  kein 
numerus  hcptagonalis  seyn  kônne.  Ueberhaupt  habe  gefun- 
dcn,  dass  aile  Zahlen  welche  nicht  rzfcmn  —  m  —  n  seyn 
kônnen^  in  dieser  Formul  xx  -\-  yy  -{-  y  enthalten  sind. 
Daher  dièse  Expression  knin  —  m  —  n-\-  xx-\-yy  +  y  aile 
môglichen  Zahlen    geben    muss^    wt^lches  theorema  einiger- 


maaMen  âhnlich  ist  dem  Fermatiano>  dass  pP'\-^-\-rr'\'SS 
aile  mogliche  Zahlen  herrorbringe.  Ich  habe  noch  viel  mehr 
dergleicheii  theoremala,  als  3aa  -j-  366  -|-  7cc  kann  niemals 
ein  quadratum  seyn;  item  2aQ -\- 6bb -{-2100  quadratum 
esse  nequit  und  dergleichen.  Ich  habe  aber  noch  keine  der- 
gleichen  formulam  finden  kônnen^    in  welcher  k  litterae  a 

se  invicem  non  pendentes  enthalten  wâren. 

■i .  ■■■ 

Dâss  im  Uebrigen  meine  jûngst  ùberschickte  Démonstration 
bei  Ew.  Beifall  gefunden^  erfreuet  mich  sehr.  Dass  aber  dièse 
Formul  (a  -f-  b)^  —  ^^  —  6'*  auch  durch  p  oder  einen  divi- 
sorem  des  p,  praeter  unitatem>  wenu  p^koin  numerus  pri- 
mus  ist^  divisibilis  seyn  soUte,  kann  durch  meine  Démon- 
stration nicht  nur  nicht  erwiesen  werden,  sondern  es  trifil 
auch  in  vielen  Fâllen  nicht  zu.  Als  wenn  ai=l  et  6=1^ 
et  p=  35^  so  lâsst  sieh  2^  —  2  weder  durch  5  noch  durch 
7  theilen. 

Wenn  generaliter  a^^""* -|-a~'^^'"*r:i6,  so  ist 

und    folglich,    wenn    2^"^^*  +  2^^^-*  si  3,    so    wird 

l — - — j    -    Somit  kommen  Ew.  Observationen  mît  meinem 

General-theoremate^  dass  a"^''^~*-f-a~''^'"*=22cos.Arc./>/a 
meistentheils  iiberein,  nur  dass  2^*''"^"y>^-*  +  2"^*''-+-^>^~* 
nicht  gleich  ist  2^'^^"**  -|-2"^''^""S  wenn  nicht  entweder 
{2n-\-  q)pl2  oder  2ap/2  gleich  ist  inn  dénotante  i:n  jm- 
tioncm  di«'iinetri  ad  peripheriam. 

Eu  1er. 
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LETTRE  XUII. 


GOLDBACH    à    EULER. 


Sommaire*    G>ntlniiatîon  sur  les  mêmes  sujets.  Deux  thëorèmes  d'analyse. 


Moscau  d.  7  Juni  n.  si    1742. 

Ohngeacbtet  ich  mîch  in  meinem  vorigen  Briefe 

mit  der  particula  viclleicht  prccaiitionniret^  so  batte  doch 
nicht  geglaubet,  daM  die  Formul  (a  +  ^)''— û''  —  ^'^  «ch 
nicht  allezeit  durch  einen  von  den  diviM)ribus  numeri  p 
sollte  dividiren  lassen,  wenn  solcbcs  nicbt  durcb  das  von 
Ew.  angefiibrte  exemple  deutlicb  bestatiget  wiirde. 

So  viel  icb  micb  erinnere^  batte  icb  mir  in  meinem 
letzten  Briefe  die  Formul  2*''^-^  +  a-*''»^- S  posiio 
2^>""» -|- 2'"''*^""*  mO,  ak  applicatas  einer  curvae  serpen- 
tiformis,  deren  abscissae  x  tind»  vorgestellet,  und  welrhe 
den  axem  so  oft  durcbsebncidet^  aU  die  Formul  :=0  wird» 
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8o  (lass^  wenn  die  formula  ipsa  =2  ist^  die  applicata  ma- 
xima  unten  oder  oben  herauskommt^  folglich  unzahlige  an- 
dere  applicatae  unter  sich  gleich  seyn  mùssen;  nichfs  desto 
weniger  ist  in  meiner  damaligen  Expression  ein  Fehler  ein- 
gesclilichen,  den  Ew.  mit  Recht  angemerket  haben,  und  leicht 
verbessert  werdcn  kann^  indem  es  heissen  soUen,  dass  wenn 
if  ein  numcrus  quiconque  und  2^^""*  ^2^^^"^  ^z  0  ge- 
setzet  wird>  alsdann  posito  pro  n  integro  quocunque,  seyn 
werde 
2(811— 4— v)/>y-i  1  2— ^«"-*  — y>A'V'"  1  —  2^pV—i  [  2~^^^~*. 

Ew.  haben  gefunden^  dass  alleZahlen^  so  nicht  kmn—m—n 
seyn  kônnen,  in  dieser  Formul  begriffen  sind  v^-^v-^u^  und 
ich  finde^  dass  aile  kmn — m — n  zu  dieser  Formul  J*+7 — as* 
gebracht  werden  kônnen^  so  dass  eine  jede  gegebene  Zabi 
gleich  ist  p^'\-p±q*,  woselbst  p  et  q  numéros  integros 
anzeigen^  oder  auch  eine  von  beiden  litteris  0  bedeuten 
kann;  woraus  zu  sehen  ist^  dass  eine  jede  Zabi  aus  einem 
duplo  numeri  triangularis  ±  numéro  quadrato  bestehet. 
Weil  aber  auch  eine  jede  Zabi  gleich  ist  der  Formul 

SO  wird,  wenn  man  setzet  u  iz  '  /"*  -^  i,  xin  ^-~  —  I , 

«*  —  ac*rz:z* -|- a,  folglich  jedes  numeri  dati  dimidium 

»_ ^'^  4-  *^  +0"^  +y  +  **  4-  ^ 

id  est  tribus  trigonalibus. 

Dass   in    der  formula  polygonalium    ^"^  "1^""^^^^ 

wenn  sie  gleich  werdcn  soU  kmn  —  m — n,  p  weder  5 ±2 
noch  5  ±  1  seyn  kônne^  sondem  aile  trigonales^  tetrago- 
nales^  hexagonales  und  heptagonales  ausgeschlossen  werden^ 
folget  ex  iisdem  principiis. 
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Idi  hftlte  es  nîcbt  fïir  undienlich^  dass  man  auch  dieje- 
nigen  propositiones  anmerke,  welehe  sehr  probabiles  sind^ 
ohnf;eaclTtet  e$  an  einer  wîrkiichen  Dcmonstration  fehlet^ 
denn  wenn  sie  auch  nachmals  fal8<;h  befunden  werden,  so 
kônnen  sie  doch  zu  Entdeckung  einer  neuen  Wahrheit  Ge-r 
legenheit  geben.    Des  Fermatii  EînfalU  dass  jeder  numerus 

2^  -\'  i  eine  seriem  numerorum  primorum  gebe^  kann 
zwar,  wie  Ew.  berçits  gezeiget  haben^  nicht  bestehen;  es 
wâre  aber  schon  was  Sonderliches^  wenn  dièse  séries  lauter 
numéros  unico  modo  in  duo  quadrata  divisibiles  gâbe.  Auf 
solehe  Weise  Mfill  icb  auch  eine  conjecture  hazardiren:  dass 
jede  Zahl^  wekhe  aus  zweyen  numeris  primis  zusammen- 
gesetzt  ist^  ein  aggregatum  so  vieler  numerorum  primorum 
ley^  als  man  will  (die  unitatem  mit  dazu  gerechnet)^  bis  auf 
die  congeriem  omnium  unitatum*);  zuçi  Exempel 

2-1-3 

,l-l-i-|-3 
i -I- « -I- I -h  2 

I-I-2+3 
6  =  <  1  -|-  1  -j-  1  -f-  3  etc. 

1  -|-  1-1-1  -1-14-2 

1  +  1-f  1-1-1-^  H-1 


*)  Nachdem  ich  dièses  wieder  durchgelesen ,  finde  îch,  dass  siefa  die  con- 
jecture in  saroino  rigore  demonstriren  lâsset  in  casu  a  4-  1  >  si  suocesserit  in 
casn  Jt  y  et  n  -|~  1  dividi  possit  in  duos  numéros  priinos.  Die  Démonstration 
ist  sebr  leicht.  Es  scheinet  wenigslens,  dass  eine  jede  Zabi,  die  grôsser  ist 
als  1,  ein  aggi'egatum  trium  numerorum  primoinim  sey.  G. 
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Hierauf  folgen  ein  Paar  obtervationes  »  to  dononitriret 
werden  kônnen: 

Si  (^  nt  functio  ipsius  x  e^uMmodi,  ut  bctà  v^ze  numéro 
cuicimque ,  determinari  possit  x  per  c  et  reliquas  constantes 
in  fiinctione  expressas^  poterit  etiam  detanninari  Talor  ip- 
sius  X  in  aequatione  t'*""^*  rz  (21^-1- l)(c*-|-l)*'""*. 

Noté  marginale  d'Euler: 

addatur  (t»v  — t'  — l)(i»+l)"-* 

■  • 

&  coacipiatur  curva  cujus  abscisse  sit  x,  applicata  vero 
sit  summa  seriei — x%h^  posita  n  pro  éxponente  tcrminorum 

X  X^  X  X^ 

hoc  ert,   applicata  =  77^  +  5-51  "h  â:,? -|- i:iï  Ti"  ^'*  «'c*»» 
•i  fuerit  absci&sa  ^ 

m   > 

/  4 

.  Vs/-~^  nam  sii  haec  applicata  ^^jr^ 

i,    applicatam  foreiz;—  <  ^ 

J  crit  Y  ^  ^  •  ■       * 

V  4— X       If  Ole  marginale  d'Huler 

2 /2 

k  vcl  major  .  infinitam. 

Goldbach. 


P.  S.  Die  beiden  andern  formulas  numerorum  non  que- 
dratorum^  deren  Ew.  Erwâhnung  thun,  habe  ich 
noc*h  nicht  iintcrsudiet^  icii  glaube  aber,  dass  selbige, 
wenn  man  setzet 
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a^hx-\-k,   bzzlx-\-m,  c^nx-^p 

nsh   wohl  môchten  unter  nachfolgende  Foimul  ran- 
giren  lanen,   allwo/,  g,  y»  à  numeri  integri  affir- 
mativi  sind 
(9/-  *yiî)x»  H-  *(/-  2y  <î)(2g  -  â*)x  +  (2g-0* 

-*y*  -2/  -2g 

denn  dièse  kann   niemaU  ein  quadratum  geben 

Positis  m  et  p  numeris  integris  affirmativîs^  haec 

expressio  "" — ^-^ ■ — •   non  potest  neri  numerus 

integer. 


Corr.  math,  et  pkyt.  T.  I 
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LETTRE    XLIV. 


EULER    à    GOLDBACH. 

S  ON  M  A  IBS,  Travaux  d'Euler.  Sommation  des  aërieA  des  puissances  réciproques. 
Formules  à  exposans  imaginaires.  Recherches  sur  les  nombres  et  diviseurs. 
Sur  les  deux  théorèmes  de  la  lettre  précédente. 


Berlin  d.  80  Joni   1742. 


—  —  Ich  werde  nun  bald  wieder  cine  Dissertation  nach 
Paris  scbickcn  Sur  la  meilleure  manière  d'observer  l'incli- 
naison de  l'aiguille  aimantée^  und  da  ich  bei  dieser  Gelé- 
genhcit  auf  die  theoriam  magnetis  meditirt^  so  habe  ich 
endlich  ein  sehr  simples  und  den  legibus  naturae  gemàsses 
systcma  gefunden,  wodurch  ich  aile  proprietates  und  phae- 
nomena  magnetis  et  ferri  auf  eine  sehr  leichte  und  deut- 
liche  Art  erklâren  kann^  ùber  welche  Materie  ich  kûnftiges 
Jahr  eine  pièce  nach  Paris  senden  werde. 

Letztens  habe  ich  wiederum  eine  pièce  nach  Petersburg 
de  oscillationibus  pendulorum  flexibilium  geschickt ,  und 
nârhstens  wird  hier  der  7*^  tomus  Misrellaneorum  zum  Vor- 
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tohein  konunen^  darin  ich  eine  ziemliche  Anzahl  Piëcen  ge- 
gcben.  Einige  davon  handeln  von  einer  neuen  Art  die  sum- 
mas  scrierum  potestatum  reciprooarum  ssu  finden.  Erstlich  habe 
ich  eine  Méthode  gegeben  aile  formulas  differentiales  rationales 
zu  integriren,  da  dann  das  intégrale,  wenn  dasselbe  nicht 
algebraicum  ist^  entweder  a  logarithmis ,  oder  a  quadratura 
circuli>  oder  von   beiden  zugleich  dependiret  Hieraus  habe 

ich  das  intégrale  dieser  Formul  / ^ dx  gène- 

raliter  exprimirt  und  dabei  gefunden,  dass  wenn  man  setzt 
xziz  i ,  alsdann  im  integrali  sich  die  mcmbra  logarithmica 
destruiren,  und  nur  diejenigen,  so  a  quadratura  circuli 
dépendirent  ùbrigbleiben ,  welche  zusanimengenommen  end- 


m 

n  ros — n 


lirh  auf  dièse  Expression  reducirt  werden.  Hierauf 

n  sin  — TT 

M 

— — ^ dx  per  séries  inte- 

grirt,    modo  ordinario,    und  nachdem   ich  xzzi   gesetzet, 
dièse  Aequation  gefunden 

n  cos  —  n 


_..«._  :=±__* |__* * 1 î ' L 


n  sm  —  n 

*  etc. 


alwo  1  :n  rationem  diametri  ad  pcripheriam  bedeutet,  und 
folglich  posito  radio,  seu  sinu  toto  ^1^  die  halbe  peripheria 
oder    der  arcus  180^  durch  n  angedeutet  wird;    und   aiso 

wîrd  —  n  ein  arcus  determinatus,  davon  man  den  sinum  und 


m 
n 

cosinum  anzeigen  kann.    Nun  setze  ich—- zza?,    so  kommt 
dièse  séries  heraus 


stn  irx    •*•  T  '^  T^    '     1  4  X         Ô"^^     »    2+T         3  — r     ' 


etc. 
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Setzf   man  x'zz-t-j   so   wird  TrajrzifcS®   und  cos  nxzzi—^f 

et  sin  7iX'=.-rzf  und  folglicli  n  zn T^"'5 T"^T —  ^^* 

Hieraus  kann  man  abcr  per  diflferentiationem  auf  hôhère  po- 
testâtes  kommen^  denn  sumto  x  variabili^  ist  d .co%nx'^ 
—  ndx  sin  nx  und  d .  sin  nx  =  ndx  cos  nx\  dahero   wird 

,    rc  cos^x —  nndx  (sin  jrx)^  —  rcndx  (cos^x)*  ___  —  nndx 

siu  vcx  (sin  nx^  —"  (sin  nx^ 

ob  (sin  nx^  -|"  (cos;rjr)*=  1,  nenipe  quadrato  radii.  AIso 
wenn  die  séries  auch  differentiirt  wird^  so  kommt 

'^  nndx  ^^-^dx  dx  dx  dx  dx 

und  durch  —  dx  dividirt 

nn  1       .  1 

(sin  nx^ 

Setzt  man  x-^l-j-j  weil  sin  — 7rz:z-7r>  so  wird 

4  4  y2 

27r7r=ZY+y +  ^  +  etc.oder-''^=z^  +  ^+~-|-^+etc. 

Man  kann  aher  auch  weiter  dilferentiiren^  und  solckergettalt 
ad  summîis  quaninique  potcstatum  {içelangon^    denn  es  wird 

,  nn       — 2;r*r/.rcos.T  X — Idx  j.       Idx  Idx        . 

^  '  (7in  jr'o')*  —         pTT^r  xp         —  "T»         ^  (1  -  .r)»         (l-J^x)»    '    ^*^' 

und  folglich 

jr'cos^x  ^__    I  1        ^.  1  1  I         1 

(^r^)a  —  x3  (I  -  x;"8  "•     (l+x)8  ~  (2-x)3     •    (2+x  «  *    '• 

Sit  a?  =— ,    erit  2^*  =  ^— ^  +  ^— ;^4-  etc.    Solcher- 

gestalt  finde  ich  aiso  die  sunmias  omnium  potestatum  und 
norh  viel  generaler  als  durcli  die  vorhergebrauchte  Méthode^ 
weil  ich  hier  loco  x  quamrunque  fractionem  substituiren 
kann.  Dièse  Méthode  liabe  ich  dem  Hn.  Nicolao  Bernoulli 
nach    Rasel     g(»8chriebcn    und    cirwarte    darûber    noch    seine 


_  —  _L  _^  _  .1.     _i_  _J_.  _i_  .  J_  _| î_     .    etc 
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LETTRE    XLV, 


GOLDBACH    à    EULER. 


Sommaire.  Sur  un  passage  des  oeuvres  de  Wallîs,  relatif  au  ddchîfTrement 
Réponse  à  la  lettre  précédente.  Considérations  sur  la  sommation  des  séries. 
Théorème  de  géométrie. 


Moscau  d.  30.  Juli  n.St.   1742. 

Ich  gratulire  Ew.  zu  der  bevorstehenden  pcrpetuellen  Pension 
aus  Paris^  denn  es  seheinet  je  langer  je  mehr^  dass  Ew.  die 
dortige  Académie  des  sciences  sich  bey  Austheilung  der  Preise 
ganzlich  tributaire  machen  werden  •  • .  • 

Ich  erinnere  mich  in  den  von  Wallisio  dechifrirten  Brie- 
fen  einige  Stellen  angemerket  zu  haben^  die  einer  andern 
interprétation  bedùrfen^  yvie  es  Ew.^  wenn  sie  nachfolgende 
remarques  mit  den  Briefen  selbst  conferiren  wollen^  ohne 
Zweifel  befinden  werden.  Tom.  III  Op.  p.  666  lin.  k  batte 
in  deni  Bricfe  gestanden  125.  kk.  24.  123.68.28.    Er  setzet 

anstatt  2*  die  Zabi  26  und  lieset   ^^^'  **"  ^^'  ^^^'  ^f'  ^^' 

co      n      d      ru      st      e 


—   ta»   — 

von    dietem    theoremate   eine  jede  Zahl    in  dieaer  Formul 

aii  -f-  t't'  4-  ^^  4"  JJ  +  J  —  ®®  cnthaltoi.  Hienut  Iftsst  nch 
aber  nichte  ad  resolutionem  numeri  cujusque  in  numéros 
trigonales  vel  quadrato»  achliessen^  und  da  ein  jeder  Buch- 
stab  u,   V,  y  und  x  eine  jegliche  Zahl  andentet^    so  kann 

man  nicht  fur  m,  ~4     "t"*>    "^^^^^  ftir  ^>  ~4~ — ^  «etzcn, 

weilen  dièse  formulae  ~^-^  ±  1  nicht  mehr  aile  môglichen 

Zahlen  geben,  welche  doch  durch  u  und  x  angedeutet  wer- 
den.  Denn  da  eine  jede  Zahl  sogar  in  dieser  Formul  uu — xx 
enthalten  ist^  so  mûsste^  kraft  dieser  Substitution,  auch  eine 
jede  Zahl  in  dieser  zz-^z  c^nthaiten^  und  also  ein  numerus 
trigonalis  seyn. 

Wenn  aile  in  dieser  formula  2*  -l-  t  enthaltenen 
Zahlen  nur  unico  modo  in  duo  quadrata  divisibiles  wâreD, 
so  mûssten  auch  aile  dièse  Zahlen  nothwendig  numeri  prini 
seyn,  welches  aber  nicht  ist  Denn  aile  dîese  Zahlen  «înd 
in  dieser  formula  <h  m  -f  1  enthalten ,  welche  so  oft  aie  ein 
numerus  primus  ist,  unfehlbar  in  duo  quadrata,  hocque  unico 
modo,  resolviret  werden  kann.  So  oft  aber  km-^l  kein 
numerus  primus  ist,  so  ist  dieselbe  Zahl  entweder  gar  nicht 
resolubilis  in  duo  quadrata  oder  pluribus  uno  modis.  Dass 
aber  2^  -j-  1 ,  welche  Zahl  kein  numerus  primus  ist,  zum 
wenigsten  duobus  modis  in  duo  quadrata  divisibilis  sey, 
kann  ioh  also  zeigen  :  1 .  Wenn  a  und  b  in  duo  quadrata 
resolubiles  sind,  so  wird  auch  das  Product  ab  in  duo  qua- 
drata resolubile  seyn;  2.  Si  productum  a 6  et  alter  factor  a 
fuerint  numeri  in  duo  quadrata  resolubiles,  tum  quoque 
alter  factor  b  in  duo  quadrata  erit  resolubilis.  Dièse  theo- 
rcmata    konnen    rigidissimc    demonstriret  werden.     Nun   ist 


—    t8S    — 

2^  -)-  1  «  welche  Zabi  in  duo  quadrata  est  resolubilig^  nempe 
a^  et  1 ,  drnmbilis  per  6M  rr  25*  -|-  **•  Dahero  der  andere 
îaLctor,  den  ich  brevitatiê  gratia  b  nennen  will,  gewiM  auch 
eine  sumina  duorum  quadratorum.  Sit  b:^z.pp  '\-qq,  ita  ut 
Mt2^H-lrr(25»+»*)(pp-j-^é/),  erit2'*+t=(25p4-*^)*^^ 
(26^  --  *p)«  et  êfanul  2"  -f  1  rr  (aSp  ^kqy^{2bq^  \pf 
ufid  folglich  ssum  wenigsten  duobus  tnodig  eine  summa  duo** 
rum  quadratorum.  Hieraus  kann  man  nun  die  resolutionem 
dnplicetn  a  priori  finden.  Denn  e»  wird  p  zn  2556  et  ^  ::^  4'09 
und  folglich  2"  -|-  i  =z  65536*  +  1*  =  6226**  -f  20**9*. 
Dam  etne  jeglicbe  Zabi,  ivelche  in  zwey  numéros  primM 
resolubilis  ist^  zugleicb  in  quot,  quis  volucrit,  numeroi 
pnmos  zertbeilt  werden  konne,  kann  aus  einer  ObservaticMif 
M  £w.  vomiaU  nût  mir  communicirt  baben^  dass  nebmlick 
ein  j^er  numerua  par  eine  summa  duorum  numerarum 
primorum  sey^  illustrirt  und  confirmirt  werden.  Denn^  irt 
der  numerus  propositus  n  par^  so  ist  er  eine  summa  duo- 
rum numerorum  primorum^  und  da  n  —  2  auch  eine  summa 
duorum  numerorum  primorum  ist,  so  ist  n  auch  eine  summa 
trium,  und  auch  quatuor  u.  s.  f.  Ist  aber  n  ein  numerus 
impar^  so  ist  derselbe  gewiss  eine  summa  trîum  numerorum 
primorum,  weil  n—i  eine  summa  duorum  Ist,  und  kann 
folglich  auch  in  quotvis  plures  resolvirt  werden.  Dass  aber 
ein  jeder  numerus  par  eine  summa  duorum  primorum  sey, 

halte  ich  fur  ein  ganz  gewisses  theorema»  ungeachtet  ich 
dasselbe  nicht  demonstriren  kann.  —  Dass  ^  '    "" — L£Z — ILJ 

m 

nimmer  ein  numerus  integer  werden  kônne,  erhellet  daher, 
weilen  wenn  man  dièse  Formul  einem  numéro  integro 
n  gleich  setzt,  herauskommt  pzzm«±K(%mn — 1);  es 
kann  ab«r  \mn —  1  kein  quadratum  seyn. 


—    136    — 

Ew.  theorema^  dass  wenn  man  ex  aequatione  (^  =:  c^ 
exUtente  u  functione  quapiam  iptius  x,  die  radicem  x  fin- 
den  kann,    man  auch  ex  hac  aequatione 

den    valorem    ipsius  x  bestimmen  kônne,  —    hat  mich  zu 
ergrunden    viel  Mùhe    gekostet,   bis    ich    endiich  gemerket^ 
dass  dièse  Aequation   1^*"^"' —  (2(;  +  l)(t;  4- !)"-•  =  0  di- 
visibilis  sey   per  vv  —  ç  —  1.    Denn  es  ist 
^»«H-i_  (2(;-f  t)  (i^-t-  l)'*'*  =::  i;(i;»''  — ((;  +  1)")  ^ 

und  i^*"  —  (t^-f  *)"  **^  durch  i^u  —  (t^  -|-  1)  di visibilis.  Quic- 
quid  ergo  sit  n,  aequationi  c;*""*"*  :zz  (2i^  -|-  1)  (t^-j-  •)""** 
satisCacit  ut>  zz:  i^  •■\-  i,    und  ist  also  f^:=-= — »  aus  welcher 

Aequation  man  per  bypothesin  die  radicem  x  finden  -kaim. 
Si  concipiatur  curva^  cujus  abscissa  posita  :^x,  applicata  «t 

>  =  7^  +  ^  +  ^  +  4^4-  etc.  erit  generaliter/=/j^, 

und  folglich  ist  die  curva  cine  logarithmica^  darin  die  appli- 
cata zum  asymtoto  wird^  wenn  xzzLk.  Es  sey  (Fig.  6)  FCB  eine 
logarithmica  ordinaria  asymtoton  habens  FV,  deren  subtan* 
gens  constans  ATzzlî.  Gapiatur  applicata  AC^ii,  et  ducta 
alia  quacunque  PM,  positisque  AP:=lI,  et  PMzizu,  erit 
tz:zlu,  seu  udizz:dn.  Jam  ducatur  applicata  DB^ilh ^ Ci:: 4*^ 
erit  AD=:lk,  et  ducta  MQ,  fiet  BQ:=zx  et  QMz=:^y  pro 
casu  proposito.  Erit  enim^Pi^^z:;/* — yetPM^nuz^h — x, 

unde  ob  i'zzlu  erit  /*— jr^/(* — x)   et  j^i /•——-• 

Sonsten    haben   Ew.  pro  summa  seriei  ipsi  y  aequalis  casu 

(Bz=l  geschrieben--»  da  dièse  Summ  ist  zz/*  — • 

Euler. 


^ 
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LETTRE    XLV. 


GOLDBACH    à    EULER. 

S  OHM  A  IBS.  Sur  un  passage  des  oeuvres  de  Wallîs,  relatif  au  déchîfTrenient 
Rëponte  à  la  lettre  précédente.  Omsidérations  sur  la  sommation  des  séries. 
Théorème  de  géométrie. 


Moscau  d.  30.  Juli  n.St.  1742. 

Ich  gratulire  Ew.  zu  der  bevomtehenden  perpetuellen  Pension 

aut  Paris^  denn  es  scheinet  je  langer  je  mehr^  dass  Ew.  die 

dortige  Académie  des  sciences  sich  bey  Austheilung  der  Preise 

ginzlich  tributaire  machen  werden  • . .  • 

Ich  erinnere  mieh  in  den  von  Wallisio  dechifrirten  Brie- 

fen  einige  Stellen  angemerket  zu   haben,    die  einer  andern 

interprétation  bedùrfen^  wie  es  Ew.^  wenn  sie  nachfolgende 

remarques    mit  den  Briefen  selbst  conferiren  wollen^    ohne 

Zweifel   befinden  werden.   Tom.  III  Op.   p.  666  lin.  k  batte 

in  deni  Briefe  gestanden  125.  kk.  24.  123.68.28.    Er  setzet 

*  *♦  o)L  A'    1  u  oa       A  V      f  *25.  kK.  26-  123.  68.  28, 
anstatt  2k  die  /<ahl  26  und  lieset  j        -       . 

co      n      d      ni     st      e 
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welches  kein  franzôsisches  Wort  ist^  da  doch  vielmehr  von 
dcm  Gopisten  die  zwei  Zahlen  4*0  und  20  >  oder  die  eine 
3^8  ausgelassen  worden  und  das  ganze  Wbrt  heissen  soll 
Conclaviste,  Lin.  10  ibid.  setzet  er  fur  128  die  Zabi  138 
und  interpretiret  sie  Hongrois*^  es  ist  abcr  viel  wabrscbein- 
licber  dass  128  recbt  gescbrieben  und  homme  beisst.  Aucb 
ist  nicht  zu  sehen^  warum  pag.  665  lin.  7  von  unten^  die 
Zabi  380^  welcbe  er  gar  nicbt  in  den  clavem  gesetzet^  poil 
heissen  soll^  da  diesclbe  vielmebr  paye  bedeuten  w^ird.  Die 
Zabi  136>  welcbe  er  gar  nicbt  interpretirt>  soll  vermuthlich 
beissen  Dame.  Dessen  obngeacbtet  balte  icb  die  von  Wallisio 
bewerkstelligte  Decbifrirung  vor  einen  grossen  effort  de  l'es- 
prit bumain.  Er  gestebet  aber  aufricbtig^  dass  ibm  unter- 
scbiedene  cbifrirte  Briefe  in  die  Hande  gekommen^  daraus 
er  nicbts  finden  kônnen. 

Icb  sebe  wobl>  dass  bey  meinen  Briefen  allezeit  die  Er- 
innerung  nôtbig  ist:  Omnia  probate^  vreil  es  mehrentheils 
an  gcbôriger  Attention  feblet;  indcssen  wird  es  mir  doch 
lieb  seyn^  wcnn  nur  Etwas  darin  entbalten  ist^  so  Ew.  Ap- 
probation merîtiret.  An  die  Observation,  welcbe  Sîe  mîr 
S(^hon  langst  communiciret,  dass  die  numeri  im  -|-  1  nur 
auf  eincrley  Art  in  zwey  quadrata  getbeilt  werden  kônnen, 
babe  icb  damais,  als  icb  den  letzten  Brief  ge^cbrieben ,  nicht 
gcdacht.  Dass  aile  Zablen  in  der  formula  /*  H-J  —  ^*  be- 
griffen  sind,  ist  gcwiss;  dorb  batte  dièses  meiner  damaligen 
Intention    nicbts    gehindert ,     wenn    nur    die    suppositiones 

uzn — ?~H~  *  ""^  ^  —  ~4~ —  ^  ^"*  zulànglicben  GrùndeA 

waren  bergcleitet  worden.  Denn  wic  es  in  dieser  Proposition: 
Quilibet  nnmeriis  est  ae^pialis  tribus  trigoiialibus  uni  affir- 
mativo   et  duobus  negativis,   daranP  nicbt  ankommt,  dass  in 


—     13»    — 

den   tribus  formulîs  *^+'-y*-r-**-*^  ^^  ^  ^^^  ^  ^^^^ 

nur  môglichc  Zahlen  bedcuten^  sondern  vor  x  auch  gar 
wohi  gesetzt  werden  kann  2m*,  wenn  man  nur  erweiset, 
dass  dièse  adhibita  substitutio  dem  numéro  cuicunque  dato, 
so  aus  der  ganzen  erwâbnten  Formul  herauskommen  soll, 
nicbt  binderlich  ist,  so  wùrde  es  auch  mit  dem  casu,  dass 
jeder  numerus  aus  tribus  trigonalibus  bestehet^  eine  gleiche 

* 

Bewandniss  haben,  wenn  die  suppositio  a^rz^-^^-f-l  gnug*^ 
•am  gegnindet  wàre. 

Bald   nachdem  îch   meincn  Brîef  geschrieben  batte,   sabe 

îcb,   dass  die  Observation  ^'^  ~"  ^  ^ — ^"'    ^  rn  numéro  in- 

m 

tegro  von  keiner  EIrbeblichkeit  ist.  Yielleicbt  sind  dièse 
etwas  besser  :  1  -|-  16û*-|-  166*  nunquam  babet  radicem 
bujus  formae  kn — 1^  sed  semper  bujus  kn-^-i.  Numerus 
kx*"\-i  in  unico  casu  est  primus,  si  xzzlX. 

Gleîcb  wie  es  aber  séries  numerorum  gibt,  welche  ent- 
weder  nicbt  kônnen  durcb  kn  —  1  dividiret  werden ,  oder 
gar  numeri  primi  sind,  so  wâren  aucb  dergleichen  séries 
von  Zahlen  zu  suchen,  die  entweder  numeri  primi  sind, 
oder  durcb  («n  -|--  1  nicbt  kônnen  dividiret  werden,  oder 
wenigstens  den  divisorem  minimum  niemals  bujus  formae 
kn-^i  haben;  dcnn  so  oft  es  sich  trâfe^  dass  ein  terminus 
ejus  seriei  gleich  wùrdo  a*-(-  1,  kônnte  man  dcmonstriren, 
dass  es  ein  numerus  primus  sey.  In  der  série  numerorum 
trigonalium  unitate  auctorum  sind  gewiss  sehr  wenige  casus, 
da  der  divisor  miiiimus  ad  banc  formam  ^n-|-l  gehôret. 
Einer  von  diesen  casibus  ereignet  sich,  wenn  der  exponens 
termini  ist  252,  und  der  numerus  trigonalis  unitate  auctus 
aus    den   factoribus  29   und  kdl  bestehet.    Wenn  man  aber 


—     IW     - 

dcrgleif^hcn  rasus^  in  quibus  divisor  minimus  est  hujus  for- 
mae  hn  -{-  i  durch  eine  générale  Exception  ausschliessen 
konnte^  so  wâren  aile  termini  hujus  formae  a*-f-l>  in  so- 
fern  sie  in  selbiger  Exception  nicht  begriffen  sind^  numeri 
primi. 

Was    ich  von   i^*""^^  =  (2i;+ 1)  (i/-h  l;"-^   geschrieben 

liatte    war    blos  ex   ronsideratione  numeri  -=^ —  hergcnom- 

men^  ohne  zu  vermuthen,  dass  die  aequatio  dividirt  werden 
kônnte^  welches  do(*h^  wie  ich  jetzo  sehe^  in  dergleichen 
Fâllen  unumgànglich  nôthig  ist. 

So  viel  ich  mich  erinnere^  ist  mir  niemals  eine  Méthode 
data  summa  seriei    -, 1-  £-7--; — 1 ; |-etc.  inveniendi 

summam  ^^^-^„  +  ^^^y,  +  ^-^^  -f-  etc.  bekannt  ge- 

wesen^  ausser  in  dem  Fall^  da  sununa  prions  seriei  aus 
einer  bekanntcn  functione  ipsius  x  bestehet;  solchergestalt 
wird  auch  dato  ax -^  (ix^ -\- yx^ -\' âx^ -\- etc.  summabili^ 
die  séries  ax  -\-  2"fia:'^  +  S^yaî*  +  Vdx*  +  etc.  summabilis; 
welches  aber  nichts  sonderliches  ist^  da  hingegen  die  grôsste 
S<Jiwierigkeît  darin  bestehet,  dass  man  in  Ermangelung  ei- 
ner solchen  functionis  finitae  ipsius  x,  eine  expressionem 
aequivalenteni  substituiren  und  selbige  hernarh  immer  wei- 
ter  diffcrentîircn  konne,  wie  Ew,  es  mît  don  sinlbus  arcuum 
circuli  gemarhct.  Indcssen  will  ich  doc^h  ein  theorema  hieher 
setzen,  so  mir  nur  scit  eiiiigen  Tagen  eingefallen:  Sint  très 
séries  :  A.,.a-\-b-\-c-\-d-\-  etc. ,  B  , ,  ,ab  -\-{a-{-  b)c-^ 
(a  -\-  b  -\-  c)d  -\r  etc.,   C  . .  .  «*  4-  6*  +  c*  -+-  d*  +  etc.,  dico 

esse  BzzL      « — ->  undc   sequitur  cogiiitis  summis  duarum  se- 

rîerum   ex   his  tribus,   dari  etiam  summam  tertiae  seriei,    et 


—     Ui     _ 

cognita  summa  unhis  seriei,  dari  ctiam  rationem^  quam 
alterutra    séries    reliquanim    habet    ad    alteram.    Sit    ex  gr, 

az=,—f  61= — .,f  c  :n  -i- etc.   erit   B:=.--.~^.       ^^,.    Sit 

aiz:  1,  bzzi—f  czz ^i  rfrz —  —(signîs  post  binos  quos- 

que    terminos   alternantibus)   erit  séries  B  =:  0.  Si    ponatur 

^  — (1— ^)^  +  (t~^-H^)^  — etczz/r*",  ubi7r  = 

eircuinferentiae  circiili  cujus  diameter  1,  erityfunctio  ejus- 

modi  ipsius  n,  quae  posito  n  :^:  1  fiât  m     --^      >  ubi  p  rz  /2. 

Si  vero  n  ponatur  numerus  intcger  major  unitate^  tota 
functio  fiât  numerus  rationalisa  propterea  quod  in  illa 
functione  his  casibus  quantitates  numeris  p  et  71  affectae  sese 

destruunt.  Hiebey  habe  ich  observiret,  dass  1  -(-  p*  zn  — _-  fere. 

Ich  môchte  wohl  wissen^  ob  Ew.  die  summas  naehfol- 
gender  serierum  fl6*-|-(a -f- 6)  c*-[- (^+^+c)d*+  etc.  und 
o»6+(a»-f  6*)c  +  (o*-h6*+c*)rf+ete.,  wenn  o=l,6=— y, 

c^z-Tf  rfn:  —  -Tf  oder  a -|- 6 -|-c-4- etc.  n/2  per  logarithmes 
et  quadraturam  circuii  exprimiren  kônnen? 

Neulich  fand  ich  einen  Zettel,  darauf  von  meiner  Hand^ 
vermuthlich    schon    vor    einigen  Jahren^    gcschrieben    war: 

Seriei  1  •^-  2''-f-  S''  -(-  i''  -f  ^^-  *uwiroa  ad  datum  terminum 
œ  est: 

(5A'_3.*''-h3.y-2/0(a^-t)(^)(^)(^)f  etc. 

quae  séries  abrumpitur  si  p  sit  numerus  integer  afHrmativus^ 
nec  plures  continet  terminos  quam  p  -|-  2   cuntinet  unitates* 


Auf  cinem    andem  Zettel  fand   ich  Folgende»  :    Ex  hit 
formulis 
I.  u" 

II.  nu"-*-*—{n-\-i)u" 

III.  n*  «"+»  —  (2n»  ^  2n  —  I)  k"+'  +  (n  +  1)'  u" 

IV.  n»w"  +  »~(3n«+3i»*-3n+l)a''+«+^(3n«+6n*-*)«"+» 

-(n+l)»!*", 
quac  in  infinitum  continuari  possunt  ea  lege^  ut  si  anteoe- 
dcns  fucrit 

afa-H-/»  4- „«"+/'-«-)_ /î«" +/»-«  _j_  yK-'+z'- •  _|_  etc. , 
tequcns  fiât 

»/»+»«"-»-/'+<  ^n''(n-|-p  -|-l)a"+/'—o(ii -)-/»)«"+''-» 

4-a(n+l)  -^/î{«_2) 

—  /ï  (n  -f  p  —  1)  «"+''-»  —  etc. 
-f-  y  (n  —  3)  4-  etc. 

Sunmtur  formula  quaecunque  A  et  in  casu  particulari,  ubi 

fit  n  =  0 ,  eadem  formula  ponatur  ^z.B,  dico  .  ■^|^fli^^  esse 

summatrieem  seriei  1  -f  2''m  +  3^" «*-(-*'' k»  ...  -f  n'' a""'. 
Sit  cxempli  causa /)=:1,  erit  y^^na""*"'  —  {n-j-l)a",  et 
in  casu  particulari,  ubi  n^:zO,  transit  A  in  —  i'zzB,  qua- 
propter 

- — -,z=. /    ■  T. . — ^!—=t+2«4-3u'+*a*.. .+!»«""'. 

(u— 1>*  (u  —  ty  '  '  '  » 

Sonst    habc    ich  auch  bemerkct,    dass  die  summa  seriei 

1  _j_  2*"  +  3»"  +  *»"  +  etc.  gleich  sey 

l^a."  (0,-^.  t)"- ^  a,"-«(ar+ 1)"-  + 

^""'TJ^T"'^  x"-'(x  +  I)"-«  -  etc., 
uder  (posito  yrzxix  -\-  1  ))  erit  summa  tri  x 
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ubi  tty  b,  etc.  determinantur  hoc  modo: 

(n— 1)0  -\-n{n—i)(n  —  2)  —  0 

(n  —  2)b4-  «("-^X^-^JC^-g)    I    n(n-l)(«-!2)(n-3)(«-/t)_  ^ 

in  — ^jc-i  ^-^ \ ^^^-^ 

^  2. 3. 4. 5. 6.1  ~ 

SoUte  auch  hierin  etwas  verschricben  seyn^  so  kann  ich  es 
doch  gleich  rectificiren,  wie  denn  auch  dasjenige^  was  jetzo 
von  den  exponentibus  paribus  gesagt  worden,  auf  aile  ex- 
ponentes  in  génère  zii  extendiren  nicht  schwer  seyn  wùrde. 
In  den  compendiis  geometricis^  wo  das  theorema  Pytha- 
goricum  demonstriret  wird,  sollte  man  billig  solches  auch 
von  allen  figuris  similibus  demonstriren  ^  woraus  denn  dièses 
corollarium  folget:  Si  (Fig.  7)  triangulum  rectangulum  ABC 
tangatur  a  curva  quacunque  A  FBGC  in  tribus  punctis  A,  B,  C, 
et  super  basibus  AB  et  BC  describantur  curvae  AD  A,  BEC, 
ipsi  curvae ^BC  per  omnia  similes^  nec  scse  in  aliis  punctis, 
praeler  A,  B,  C  intersecantes ,  fore  (deductis  segmentis  can- 
cellatis  AFB,  BGC)  reliquas  quasi-lunulas  ./^Dfî/'' -|- BECG 
=  A  ABC,  quae  quasi-lunulae  in  lunulas  veras  transibunt, 
si  curva  ABC  fuerit  semicircuins. 

Goldbach. 
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LETTRE    XLVI. 


EULER    à    GOLDBACH. 

SoNMAiKE.  Pièce»  de  concours  aux  prix  des  acadëraîes  de  Paris  et  de  Dijon.  Re« 
chercher  sur  les  nombres  et  les  diviseurs.  Gonsîdëmtîons  uliéneur«s  tur 
les  série». 


Berlin  d.  28.  Angust   174S. 

Uass  Ew.  mil*  einen  be8tàiidi{i;en  Tribut  von  der  Âkademie 
%u  Paris  prophezcien ,  erkonne  ich  aU  cine  deutliche  marque 
Dero  gegen  mich  hegenden  besondem  Wohlgewogeiiheit  mit 
der  srhuldigsten  Dankbarkeit  Ob  ich  aber  gleich  zu  Erhaltung 
dièses  Vorthciis  meinerseits  nicht  ermangeln  lasse  ^  so  schei- 
net  doch  meine  von  hieraus  abgeschickten  piècen  eben  dat- 
jcnige  Schicksal  betroffen  zu  haben,  welehes  vor  etlichen 
Jahren  den  Hn.  Camnicrherrn  Korff  so  viel  Mùhe  gekostet 
bat  zu  rcdressiren.  Denn  ich  habe  schon  zu  Anfang  des 
vorigcn  Monats  meine  pièce  ûber  die  Inclination  des  Mag- 
neten  an  den  Hn.  De  Mairan  geschickt^  und  gleichvirohl  noch 
keine  Antwort^  dass  selbige  angckommen,  orhalten.  Hemach 
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hattc  îch  verwichenen  Martium  eine  pièce  ùber  deo  inotum 
flttîdoillm  in  oanalibus  elasticis  an  die  Acadéiiïie  des  «cien<*e$ 
nidà  Dijon,  von  welcher  ûber  dièse  Materie  ein  Preis  vou 
30  Lottitd  or  beitimmt  waor»  gesandt^  und  gleichialls  darûber 
noch  keîne  Antwort  em|^angen ,  welches  mich  glauben  machl, 
daas  dièse  beiden  Piècen  eutweder  irgendwo  aufgehalten, 
oder  gar  verloren  gegangen  sejn  mûssen,  wobei  ich  nur 
dÎMes  nm  meîsten  bedauere,  dass  ich  von  diesen  beiden 
JKècen.  keine  Gopien  gebalten  babe. 

Ëw.  ESmendationen  der  von  Wallisio  dechifirirten  Briefe 
halte  ich  for  ganz  richtig^  erkenne  aber  dabei  mein  Un* 
veraaôgen»  selbsten  dièse  tie&innige  Materie  zu  untersuclien. 

Daâs  dièse  Expression  y(i  -^  iGaa-f  i6bb)  niémals  eine 
ZàU  von  dieser  Form  kn  —  t  geben  kônne,  ist  ein  sehr 
•cbônes  Iheorema^  davon  die  Démonstration  nîcht  so  Udcht 
in  die  Augen  fâUt  Denn  gesetzt^  dass 

ta  wurde  i6#iii  —  8/i=:i6««-t- 16^6  und  folglieii 

n(2n  — l)  =  a(a*  +  6»). 
Wcilea  nun  3  («a  -j-  bb)  ein  numéros  par  ist,  so  mûtate  n 
ein  Bumerus  par  seyn^  indem  2/i  —  1  gewiss  impar  ist.  Es 
sey  aiso  n=i2p,  so  wird  2p{kp — i) '=z2{Qa^ bb)  und 
dannenLero  4/»  —  1  ein  divisor  formulae  aa-^-bb,  welches 
nicht  seyn  kann:  oder  p(ip' —  1)  miissie  eine  summa  duo^. 
rum  quadratorum  seyn^  welches  ebenfalls  nicht  mogtich  ist. 
Dass  kx^-^i  niemals  ein  numerus  primus  seyn  kônne» 
ausser   den   casu  wenn  œzizi,-  isl   kein   Wunder»    Weilen 

■ 

dièse  ionnida  generaliter  in  duos  factores  resolviret  werden 

kann^  denn  es  ist  4a?*-|-ir:i(3œcD-f-2ar  4-  l)(3flpaT— 2«  +  t)- 

Ob  €S  solrhe  séries  numerorum  gebe,  welche  entwedeif 

durch  kn-\'i  nicht  divisibiles,  oder  gar  nuineri  primi  sind» 

Carr.  math,  ri  pk^s.  T.  I.  |Q 
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eweifle  irh  sehr.  Wenn  aber  gleichwohl  dergletchen  sich 
finden  sollten ,  so  wûrde  man  daraus  einen  grossen  Vortheil 
zu  Ertindung  der  numerorum  primorum  »ehen  kônnen. 
Uebrigens  halten  die  divisores.  primi  aller  seri^rum  von 
Zahlen^  welche  in  dieser  formula  enthalten  sind  «(ra5±/îjjr, 
eine  sehr  artigçe  Ordnung,  wehhe,  ungieaehtet  ich  davon 
Tiooh  keine  Démonstration  habe^  dennoch  ihre  vôlHge  Rich-^ 
tigkeit  zu  haben  scheint.  Irh  nehme  deswegen  die  Freyheit 
Ew.  einige  dergleirhon  theoremata  zu  ûberschreiben  ^  auf 
welrhen  norh  unendlirh  viel  andere  hergeleitet  werden 
kônnen. 

I.  Si  X  e\  y  «tint  numeri  primi  inter  se,  haec  fomula 
XX  \  y  y  per  alios  numéros  primos  non  est  divistbilis^  nisi 
qui  contineantur  in  har  forma  in-f-1,  atque  hi  numeri 
primi  omnes  ipsi  in  har  forma  xx  -f-  y  y  continentur.  Diètes 
bekannte  theorema  setze  ich  voraus,  um  die  Connexion 
der  ûbrigen  desto  besser  vor  Âugen  zu  legen.. 

II.  Haec  formula  2xx-^yy  alios  divisores  primos  non 
habet>  nisi  qui  in  his  fomiis  8n-j-  1  vel  8n-|-3  continean- 
tur. Et  quoties  8ri-f-  I  vel  8n  -^  3  fuerit  numenis  primus^ 
erit  is  aggregatum  ex  quadrato  et  duplo  alterius  quadrati, 
seu  erit  formae  2xx  \  yy. 

m.  Haer  formula  ^xxA-yy  alios  divisores  primos  non 
habet^  nisi  qui  in  his  formis  I2n -f- 1  et  12n-f-7  (oder  in 
dicser  einzcincn  fin  -f  D  contineantur.  Et  quoties  6n -["  * 
est  numerus  primus^  continebitur  in  forma  3xx  -\-  yy, 

IV.  Haec  formula  5xx'-^yy  alios  divisores  primos  non 
habet^  nisi  qui  in  his  formis  20n-4-  i,  20 n -|-  3*  20n-4-9, 
20n-|-7  contineantur,  et  omnis  numerus  primus  in  una 
harum  quatuor  formularum  rontentus  erit  ipse  numerus 
formae  5xx  -}-  y  y. 


-  — ■*" 
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V.  Haec  forma  6xx  -h//  alios  divisores  primo»  iibn  lia- 
bet,  niti  qui  in  una  harum  quatuor  formularum  2Kn-\-'ti 
2kn-\-5,  2in -j- 7^  24*11 -f- 11  contineantur ,  et  omnis  nu- 
meruê  primus  in  una  harum  formularum  contontus  est  ipse 
nuinerus  formae  6a^x  j-  y  y. 

VI.  Haec  forma  lxX'\-yy  alio»  divisores  primo»  non 
habet  nisi  qui  in-  una  harum  6  formularum  28  n  -f-  1 , 
a8n4-9,  28a  f  il,  28n+15,  28^-^- 23,  28n-f  25  (oder 
in  einer  dieser  dreyen  li/i -|-  1,  lin -h  9,  l%ri-|-!l)  con- 
tineantur^ et  omnis  numerus  primus  in  una  harum  formu'- 
larum  contentus  est  ipse  numerus  formae  7xx  -^yy, 

Nun  aber  int  omnis  numerus  trigonalis  unitatc  aurtiis 
in  dieser  formula  7xx-\-yy  cnthalten,  und  foiglich  konnen 
die  numeri  trigonales  unitate  aucti  keine  anderii  divisores 
primos  haben^  als  welche  in  diesen  formulis  ihn-\-it 
14*n -f  9,  Un +11,  oder  welehes  gleich  viel,  in  dieser 
Ixx-^- yy  enthalten  sind.  Hicraiis  lassen  sich  nun  leicht  aile 
numeri  primi  finden,  welche  einen  numerum  trigonalem 
unitate  auctum  dividiren.  Solche  sind  nehmlich  1,  11,  H, 
29,  37,  43,  53,  67,  71,  79,  etc.  Dahero  konnen  keine  an- 
dere  numeri  primi  hujus  formae  Km-\-i  divisores  seyn 
numeri  trigonalis  unitate  aucti,  als  welche  in  einer  von 
diesen  drey  formulis  begriffen  sind  28n4'l>  28n  -h9, 
28n  +  25. 

Hieraus  ist  also  klar,  dass  dièse  Expression  pxX'-\-yy 
keine  andere  divisores  habe,  als  welche  in  einer  gewissen 
Anzahl  von  solchen  formulis  Kpn-\'S  enthalten  sind,  allwo 
5  einige  Zahlen  bedeutet,  welche,  ob  sie  gleich  keine  Ord- 
nung  unter  sich  zu  haben  s(*hcincn,  dennoch  nach  einer 
K'bonen  lege  fortgehen,  welche  ans  diesen  thcorematis 
erhellet  : 
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Vil.  Si  numerut  primus  formae  kpn  -}-  s  fuerit  dmsor 
formulae  pxx-^yy^  tum  etiam  omnis  numerus  primus  in 
kac  forma  gênerai iori  contentus  Kpn '\- s*^  erît  divisor  for- 
mulae pxx  -|-  y  y  atque  etiam  îpse  erit  mimerus  formae 
pxx-^-yy.  Ex.  gr.  Quia  numerus  primus  28n-|-9,  est  nu- 
merus formae  7ac5D-|-jy,  erunt  etiam  numeri  primi  28n-|-81 
(28n4-25):  28n4  729  (28n+l)  ete!  numeri  formae 
Ixx-^-yy. 

VIII.  Si  duo  numeri  primi  kpn  -\- s  et  kpn -^^  t  fuerint 
divisores  formulae  pxx-\-yyy  tum  omnis  numerus  primus 
hujus  formae  kpn-\-s  t^  erit  simul  numerus  formae /MCûc-f-J7- 

Wenn  man  also  von  einer  solchen  Expression  pxa?-|-jj 
sckon  einige  divisores  primos  entdecket  hat^  so  kann  man 
durch  dièse  theoremata  leicht  aile  môgliehe  (inden,  AIs^  es 
sey  dièse  Formul  gegeben  Xixx^yy ,  worin  dièse  Zakien 
i In,  17,  22,  29,  38^  ^9,  62  etc.  enthalten  sind.  Numeri 
igitur  primi,  qui  sunt  divisores  formulae  i^xx-^yy  erunt 
I,  7,  11,  17,  19,  29,  31.  Folglich  mùssen  aile  numeri  primi 
in  bis  formulis  52n~|-  1>  52n  -f  7,  52a -f  11  etc.  divisores 
von  I3acx -f-jy  »«yn  kônnén.  Die  Formul  52n -|- 7  gikl 
aber  nach  dem  theorema  VU  noch  dièse  52n4-^9,  52n-|-3^3 
(oder52n-f-31),  52/i4  7.31,  oder52n-|-9,  femer  52n -f-7.9, 
oder  52n  4-  H,  ferncr  52fî-f-7.11,  oder  52n -j- 25,  femer 
52a -+7.25,  oder  .52a  +  19,  ferner  52a-f^7.19,  oder 
52  a  -I-  29,  ferner  ,V2a  ^  7  .  29  ,  oder  52  a  -f  Kl  y  férner 
52a  +  7.^7,  oder  52a  ^^  17,  ferner  52a  +  7.17  oder 
52  a -h  15,  ferner  ,52  a  ^^  7. 15,  oder  52a +1  und  hier 
àndert  sich  die  Verschiedcnheit  der  Zahlen,  welrhe  zu  52a 
gesetzt  werden  kônnen ,  iim  numéros  primos  in  forma 
IS.r.T-hjy  contentes  hervorzubringen.  Also  nur  allein  da- 
rau»,    dans    7    ein    divisor    forrnar     \2xx  -\-  yy    seyn    kann, 
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weisen  die  beiden  leteten  theoremata,  daM  aile  numeri  pritni 
in  his  formulis 

52n-j-  1:  52n -|- 3t  ;  52a -f- 25  ;  52n4-W 
52a -h  7  r  52a -f-  9;  52a -|-  lî)  ;  52a  +  7 
52aH-*9;  52a4-ll;  52a-h29:  5  n^-IS 
eontenti  dièse  Form  t3xx  -f-//  haben  und  auch  divisores 
von  solchen  Zahlen  i3xx-^yy  seyn  kônnen^  und  mehr 
formulae  konnen  auch  durch  die  thcoremata  nicht  heraus* 
gebracht  werden.  Dahero  gewiss  ist^  dass  kein  anderer  nu- 
merus  primus  eîn  divisor  fornriae  i3xX'-\- yy  seyn  kann, 
als  welcher  in  einer  der  gefundenen  12  Forumin  enthalten 
ist.  Weilen  nun  ein  jeder  numerus  prîmus  in  bac  forma 
contentus  hpn-^t  eîn  divisor  von  pxx-^-yy  seyn  kann. 
Hieher  kOnnen  schône  proprietates  hergeieitet  werden^  als 
z.  Ex.  weil  17  ein  numerus  primus  und  auch  von  die- 
•cr  Form  2xx-\'yy,  so  ist  gcwiss^  dass  so  oft  17"'  ±  8a 
ein  numerus  primus  ist,  soli'her  auch  eine  solche  Zabi 
ixx-^yy  seyn  musse.  Und  wenn  17^"  ±  8a  eine  Zabi  ist 
von  dieser  Form  2xx-\-yy  und  doch  keinen  divisorem  von 
dieser  Form  admittirt^  so  ist  dieselbe  gewiss  ein  numerus 
primas. 

Eine  gleiche  Beschaffenheit  bat  es  auch  mit  den  diviso- 
ribus  bujusmodi  formularum  pxx — y  y  oder  xx — />/J> 
welcbe  wenn  sie  primi  sind,  in  dieser  Form  hnp  ±  s  ent- 
halten seyn  mûssen^  da  s  einige  determinirte  Zahlen  be- 
deutet.  Nehmlich  in  einigen  Fâllen  wird  seyn 

1.  Omnes  divisores  primi  formae  xx — y  y  continentur 
in  i  a  ±  1  ^  welcbes  klar. 

2.  Omnes  divisores  primi  formae  2xx  —  y  y  continentur 
in  8n  ±  1. 
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Coroli    Ergo   numerus  primus  8n  ±  3  non   eA  hu- 
mérus formae  2xx  —  y  y. 

3.  Omne*  divisore*  primi  formae  3xx  —  y  y  continentur 
in  forma  \2n  ±1. 

\,  Omncs  divisores  primi  formae  5 xx  —  jj  continentur 
vel  in  20fi  ±  1  vel  in  20a  ±r  9  (oder  in  dieser  einzeln 
10ii±l). 

etc. 
Et  si  numerus  prînms  kpii-^-s  fuerit  divisor  formae /xsx — yy 
oder  XX  —  pyy  *  tum  ±  knp  ±  s^  erit  ipse  numerus  formae 
pxx  —  y  y  vel  xc  —  Pyy  >  quoties  fuerit  numems  primus. 
Si  duo  numeri  primi  ^  et  ^  fueriut  numeri  formae  pxx — yy, 
tum  quoties  ±  knp  ±  s^  l^  fuerit  numerus  primus«  simul 
erit  numerus  formae  pxx — y  y.  AIso  weil  7  und  17  nu- 
meri primi  und  von  dieser  Form  2xx  —  y  y  sind^  so  wird 
auch  ±  8n  ±  7^.17*'  eine  Zahl  von  dieser  Form  seynj  so 
oft  dieselbe  ein  numerus  primus  isL  Es  sey  et  =  1  ^  v^zi, 
so  ist  7.17  =  119  und  119  -|-  8  zz:  127  =  numéro  primo, 
folglich  wird  seyn  127  zz  2xx — yyzz2.6k  —  1.  Hieraus 
iët  nun  klar^  dass  es  nicht  môglich  ist  Suiten  von  Zahlen, 
so  in  einer  solchen  Formul  px"x±qyy  begriffen  sind,  zu 
finden^  welche  nicht  divisores  von  dieser  Art  in -j- 1  ad- 
niittiren  solltcn. 

Ich  glaube  aber  fest,  dass  ich  dièse  Materie  bei  weitem 
noch  nicht  erschôpfet  habe^  sondern,  dass  sich  darin  noch 
unzàhlig  vielc'  herrliche  proprictatcs  numerorum  entdecken 
lassen^  wodurch  die  doctrina  de  divisoribus  zu  einer  weit 
grôsseren  Vollkommenheil  gcbracht  vverden  kônnte:  und 
bîn  dabei  gewiss^  dass  wenn  Kvv.  dièse  Materie  einiger  At- 
tention wurdigen  werdcn  ,  Dicselben  darin  sehr  wicbtige 
Déconvertcn    macheii    wiirdcn.    Der   grossie   Vortheil    wiirde 
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aber  aich  abdann  recht  zeigen,    wenn  man  fur  diète  theo- 
remata  demonstrationes  finden  sollte. 

Wenn  drey  Séries  aUo  beschaffen  êind,   dasa   A-zza-\- 
6  4-c4-rf  +  etc.,  B  =  afr+(a4-6)c  f  fa +.A4<c)rf-hetc^ 

et  C  zn  a*  +  ^*  +  c* -h.^*"l~^*^'-'  •^  ***  ^  ^*^  «ummà  fac- 
forum  ex  binis  terminis  seriei  A,  und  ist  folglich  die  dupla 

summa  factorum  ex  binis^  2B,  una  cum  summa  quadratorum 

singulorum  C  gleich  dem  quadrato  seriei  A,9eu2B-{-C'=z,AA 

et  B  =1 ^ — •    Solche  theoreniata  kônnen   auf  hôhere  po- 

testates  extendirt  werden    Âls  wenn 

Azz  a  4-fe-hc  H-^rf-l-  etc. 

B—  a*  +  6*  -f  e*  +  rf^  \  etc. 

C=:fl*-|-6*  +  c*  +  rf-»+  etc. 

D=a*-h6*  +  c*  +  rf*+  etc. 
so  ivîrd  «eyn  terminoruni  o,  6,*c,  rf,  e  etc. 

summa  factorum  ex  binis         -zz  - 


„  „         ex  ternis        zn 


2 


ex  quaterniszz -i-^^j — -t- 

etc. 
Wenn  Ihre  mir  proponirten  Séries  gesetzt  werden 

q—Q^b^  (a*+  è*)c+(û*+  b'-\'C^)d  +  (a*+6*4-c»+d»)e  +  etc. 
so  wird  seyn  P  -{-  QzzAB  —  C,  folglich  wenn 


^' 
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90  kânn  die  êumma  der  beiden  seriemm  P^Q  nidrt  per 
logarithmos  et  quadraturam  circuli  ang^geben  werden^  weî- 
len  die  serl^  C  noch  nicbt  rammirt  werden  kann.  Viel  we- 
nîger  kann  aiso  ëine  jede  fur  sich  aummirt  werden.  Wenn 
aber  dieaea  'gcsdbehen  kônnte ,  no  bâtie  man  die  âummam  seriei 

■ 

C,.  welche  ich  bisber  ver^eben»  geancht  Die  Talorcs  i  «f*p^ 

V      Si 

und  ^  f   wehn  p  zii  /2 ,   differiren  so  wenig  von  einander, 

daaa  ich  dieaelben  bald  fur  vôllig'  gleicb  gebalten  batte;  ich 
habe.  deawegen  beider  valores  genauer  gesucht  und  geCon- 

den  1-f />*=1>80W30139  und  ~7r*=:  t,*80U066. 

Die  formulaev  welche  Ew.  nûr  fur  die  summationem 
aeriei  t  -|-  2^  •+  3^  -|-  *''  -j-  etc.  usque  ad  datum  terminum 
ui>eracbriében  9  erinnere  ich  miçh  noch  in  Peteraburg  bei 
Denaelben  gesehen»  zu  haben,  und  entapringet  die  ente  Ex- 

prewion  1 +2^C^— t) +(3^  — 2^ -'^??"^^+  etc.  ex 

differentiis  continue  aumtis^  und  die  andern  formulae  kom- 
men  per  differentiationem  beraus.  Um  aber  die  sununam  in 
der  bequemsten  Form  s&u  finden^  -so  halte  ich  dièse  Art  fur 
die  leichteste: 

1  -h  2^  +  3^  4-  *''.-.  4-  ^^  = 

'  2.3. ...7   .     "e  2.3. ..9        *.io 

■  1    P(p-t)-(p-S)     5       «_,        p(/>~l)...(/i^lO)    691      -_4, 
'  2.3. ..Il  6  2.3. -.13  210 

Pjp-ty     (p-ii) ^ 35 ^^_., _  ^^^ 

allwo  dus  Haiiptwerk  anf  dicse  iitriem  frartionum  ankommt, 
welche  Ew.  genugsam  no(!h  hekannt  aevn  wird: 


—    IM    — 

1  t  S  4  S  •  f  S  t.  10  11 

^        ^        1.      -       È-      ^      —     ^^'^      ^^^'^      ^'^^nn      854513 
T'    T'     «  '    lo'     6  '    2io'     î'      30    '       42    '         110     '         6      ' 

It  19 

1181820455     769^7927  ^ 
546        '  2         ' 

se  weit  habe  ich  sie  continuirt.  Der  terminus  général»  ex- 
ponenti  n  respondens  kann  also  exprimirt  werden 

(4«'»-.4.3*''+6.2*''-4.l)     ^    \ 

+  ^ ; 5 •  ^*^-) 

welehe  gleich&llt  tbrampirt  wîrd« 

Obgleick  dièse  séries  *H"T""I""9""'"Ï6"^  ^*^*    P^**  ^"*" 
draturam   cireuli  exprimirt  wird,    so  kann  dock  die  Summ 

jpt  ^1  jp4 

von  dieser  ^^"T■^""9^"îïï^'  ^^'  nickt  generaliter  gege- 
ben  werden ,  und  ausser  dem  casn  x  ^n  t  babe  bisber  noek 
keinea  andi;m>  als  wenn  a?=;:;-yj  summiren  kônnen«  Nebm-- 
licb  posito  p  =  /8  et  91  : 1  :rr  peripk.  :  diam. ,  so  komml  keraus 

l'a""    4*4'9*8      '16.16'     2532  "^  36.64  ""  — 

f  rc  —  6»  » 
12 

Endiick  kabe  die  ESire  nocfa  dièses  tbeorema  binzuzufù- 
geif,  welckes  âftort  einen  grossen  Nutzen  kabea  kann: 
7%eorema.   Si  f uerit 


erit 


r  3^r+2  V*  "^ ^^?r^  ^  2/14-1  "^  3/1 -fl/ 

Leonk.  Eulev. 
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LETTRE    XLVII. 


GOLDBACH    à     EULER. 

oOMMAiBfi.  Réponse  à  la  lettre  précédente.  Introdactîon  de  denm  noirremim  eigim? 
H  et  "T.  Globule»  de  MSg  de  Leowenhoelu   Notice  litténîro 


Moscan  d.  1  October  at.  n.   1143. 

DaM  p  [kp  —  1)  keine  ftumma  duorum  quadratortim 

seyn  kann^  wird  von  Ew.  als  bekannt  angenommen^  îch 
deducire  es  aber  daher,  quia  nzr:2p±  V(*p*  —  p — a*), 
und  dièses^  quia  v^zizkpn  —  p — a*.  Sonst  habe  ich  auch 
gefunden^  dass  eine  summa  trium  datorum  quadratorum 
nicht  gleich  scyn  kann  dem  facto  ex  duobus^  multiplicato 
per  quadratum  par,  oder  dass  e* -j-y^ -|-g*zn  ^e*y^p*; 
irngleichen  si  est  yVnn  —  m  —  nzrza*  (ubiy,  niy  n^  a  sint 
integri  affirmativi)^  erit  etiam  yp*mn  —  m — nnza^,  ubi  p 
praeterea  sit  integer.    Da   es  aber   mit   dem  casu  fz^  k  be- 
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kanntenmaassen  ia  aequatione  priori  seine  Richtigkeit  kat^ 
»o  wird  auch  kmnp^  —  m  —  nzna},  und  kapn  gar  wokl 
8<*yn,  dass  f  fur  sich  selbst  noch  viele.  oder  unzâblige  va- 
lores  ausser  dem  quatemario  hat^  wie  es  sich  denn  findet, 
dass  wenn  aile  divisorrs  primi  hujiis  numerî  3xx^yy 
(ubi  X  et  y .  sunt  niimeri  inter  se  primi)  unter  dieser  for- 
mula 6a -|-  1  bcgriffen  sind  (de  quo  dubitare  nefasj^y  auch 
m  12  gesctzt  werden  kann,  folglich  12mnp* — m  —  nzna** 
Toh  habe  unter  dcn  remarques,  so  Ew.  mir  von  den  divi*» 
soribus  formulâe />a;*-|- _^**  communiciren  wollen,  insonder- 
heit  dièse  betraehtet^  dass  ein  jeder  numerus  trigonalis  unitate 
auctus  in  dieser  formula  7xx-\-yy  enthalten  ist  und  dahero 
keine  andere  divisores  primos  haben  soll,  als  welche  in  diesen 
formulis  lin-j-l,  lkn-\-9,  H-n-l-ll  bestehen.  Weil  aber 
unzahlige  numeri  trigonales  (als  z.  Ex.  21)  unitate  aucti  zu 
dieser  Formul  7 a?*  -|- J*  glcichwol  nicht  gebracht  werden 
kônnen.  so  verstehe  icli  Ew.  theorema  nur  von  den  numeris 
trigonalibus  paribus,   quorum  scilicet  exponentes  sunt  hujut 

formae  km — ^-7?- f  denn  dieser  exponentium  trigonales  uni- 

tatc  aucti  sind  offenbar  7m*-f"(''i~  *)**  ^^^  gehôren  aile, 
sic  môgen  primi  oder  non  primi  seyn,  unter  nachfolgende 
h  classes:  7/i-(-0,  7n-f-l,  7n4  2,  7n-|-*,  welches  je- 
doch  mit  Ew.  Spécification  der  divisorum  (als  worin  der 
numerus  7  ausgelassen  ist)  nicht  ùbereinkommet.  Ich  bin 
indessen  Ew  fur  die  Communication  dieser  besondern  theo- 
rematum  sehr  vcrbunden,  ohngeachtet  ich  nicht  ailes  pro 
rei  dignitate  einsehen  kann.  , 

Na(!h  dem  von  Ew.  mir  schon  làngst  communicirten  va- 
lore  12,  halte  ich  1+/2./2  gefunden        1^80(^5301791520..., 


—    t50    — 

wetcher  -von  den  in  Dero  Schreîben  angofiihrtên  ZaUen  et- 
.WM  differirt^  wcil  àber  der  error  sipherst  nach  det  neun- 
ten  Ziffer.  iuBsert^  vrill  ich  den.  Yon  Ew^  angegebenen  v«1q« 
rem  liebér  fur'  wahr  annchmen^  als  dîe  Multiplication.  wie« 
derholen% 

Die  12  termino8.»erieï -^> -—> --r>  TT*  etc.   habe   ich'auch 

2      6      6     10 

fckon  lângst  ahge^chrieben  gehabt  und  den  12^^"  aué  Dero 
letztem  Briefe  bereits  dazu  gesets^t 

9 

Das   quadratum   seriei    s  zz.  l  -{-  .  ^     -j-        i     -f-  etc. , 

*  1 

welches  ist 

'f=K*4-4:5(H7i)H-57qr,(»4-„-:p+5;q:î)4-etc.) 

sciieinet  nur  blos  deswegen  merkwùrdlg  zu  sejn,  weil  die 
coôfficientes  in  einer  se  leichten  Ordnung  fortgehen. 

Was-  ich .  in  meinem  vorigen  von  den  lunnlis  geschrieben 
batte  >  ist  von  Ew.  vermuthlich  ûbergangen  worden>  nîcht 
w6il  es  unrichtig,  sondern  weil  es  gar  zu  offenbar  ist. 

Da  nach  der  angenommenen  Bedeutun^  der  signorum 
i    und   zz.   dièse  Formul    ±  a  ~z  b   entweder  a  —  b  oder 

—  a-^b  heisseri  muss^  se  ist  allerdings  ein  signum  nûtzlich, 
iv.elches    ausser    diesen    beiden    valoribus   auch    a  -\-  b   und 

—  a  —  b  andeutet;  dièses  erinnere  ich  mich  in  einigen  Bù- 
chem  mit  ^  ausgedruckt  gesehen  zu  haben^  und  auf  solche 

Weise  halte  ich  dafûr,  dass  man  durch  Mi8-— 8 --«--«  etc. 

J         3         4 

aile  quantitates  rationales^  surdas  et  a  quibuscunque  qua- 
draturis  pendentes  exprimiren  kônne:  die  ganze  Kunst  be- 
stehet  nur  darin,  dass  die  signa  -{-et  —  suis  loris  recht 
substituiret  werden. 


t 
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Weil  aker  *doch  das  signuth .  ^  nur  alternative  «ntweder 
-f-  oder  —  bedeutet,  so  kann  man  nocli  ein  «ignum^  etwa 
'r'(welchea  der  Stifelius  vor  —  zu  gebrauchen  pfleget)  in  aie* 
sem  Ventande  annehmên^  das»  ea  aimul  et  -f-  et. —  •bedeute^ 
So  gibt  es  ex.  gr.  eine  aeriem  liumeromm  n,  der  apparence 
nacb  valde  irregularem  ^'  und  die  wohl  noob.von  Niemanden 
cansideriret  seyn  mag,  von  dieser 'Beschaffenhéit  n-rpzizP, 
wo  p  und  P  numéro^  primoa  bedeuten^  ao  dasa,  wennn-**/i 
ein  numerua  primris  ist^  ex  natura  numeri  n  auch  n-^p 
ein  munerus  primua  seyn  musay  durch  n  aber  werden  fol- 
gende  numeri  angedeutet  2,  3,  k,  5',  6»  8^  12,  18,  2^, 
30/ etc.  Gleichwie  nun  aile  numeri  primi  majores  quam  3 
iinter  die  Formul  6m  ±  1  gehôren,  so  bat  es  das  Ânsehen, 
dass  die   tcrmini   dieser   neuen   seriei,    welche  grôsser  als  8 

sind,  in  der*  Formùl  6  m  begriffen  seyen. 

.  ■' 

Die.  seriea  numerorum  2,  h,  6,  10,  Ik,  16,  20,  2k,  etc. 
deren  quadrata,  unitate  aucta,  numeri  priifni  sind,  scheinet 
dièse  proprietatem  zn  baben^  dass  eine  jede  Zabi  aus  zweyen 
der  vorbergehenden  bestebe,  als  6  zz  2  +  4-,  24-  zzi  10  +  1*, 
20z:z\'^  16.  Oftmals  ist  der  terminus  unico  modo  ex  duo- 
bus  praeeedentibus  compositus,  als. 7 4*=: 20 -|r  5^. 

Es  ist  unlàngst  bei  einer  gewissen  Gelegenheit  darAber 
raisonniret  worden,  ob  die  globi  sangninei,  welche  nach 
des  Leuwenhoeks  Observation^  6  zusammen  einen  globuni 
majorem  formiren,  nicht  femer  ans  6  kleinern,  und  dièse 
wieder  aus  6  kleineren ,  et  sic  in  infinitum  zusammengesetst 
seyn  kônnten?  Wenn  aber  6  globi  intra  cavitatem  globi 
majons  solchergestalt  concipiret  werden  ^  dass  sie  sich  ein  • 
ander  so  viel  môglich  berûbren^  so  wird  der  diameter  globi 
cujusvis   minoris   sich  ad   diametrum   globi  majorîa»    in  qiio 
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continentur^  verhalten  wie  1  zu  1  -4-  V^,  und  wenn  dièses 
auf  die  globos  sanguincos,  deren  ein,jeder  fur  sich  selbst 
nicht  eigentlich  ein  globus^  sondem  ein  aggregatum.  séx 
minorum  globorum  ist,  appliciret  wird^  dièse  kleineren  glo- 
buli  aber^  wie  gemeldet^  aus  IS  noch  kleineren  etc.  bestehen 
sollen^    so    findet   es  sich^    dass  rnaii    nothwendig  bei  einem 

* 

gewissen  gradu  determiAato  mit  solcher  dihninutione  ^lobo- 
rum  aufhôren  muss;  denn  weil  die  soliditas  omnium  glo- 
borum   ex    ordine  n  ad   soliditatem   unius   globi  ex   ordine 

primo  îst  wie      i  yo\8w~8  ad  1 ,    so  wûrdc,    wenn  die  sub- 

divisio    auf    gleiche    Art    in    infinitum    fortginge ,     propter 

niz.oo,  das  aggregatum  omnium  istorum  globorum  respedu 
globi  maximi  infinité  parvum  seyn,  folglich  auch  mit  dem 
besten  microscopio  nicht  gesehen  werden  kônnen^  welclies 
der  expérience  zuwider  lâuft.  Tch  habe  (Tit.)  den  Hn.  von 
Bl....*),  mit  welchem  icli  hierùber  gesprochen,  meo  pe- 
riculo  yersichert^  dass  es  Ew.  eben  so  finden  wûrden^  und 
bitte  mir  desfalls  Dero  sentiment  hievon  mit  wenigem  zu 
melden.  Bei  dem  meo  pericido  fàllt  mir  dcr  Matanasius 
eîn,  davon  ich  unlângst  die  6*®  Edition  gelesen,  naehdem 
ich  das  Buch  in  18  Jahren  nicht  gesehen  batte.  Die  appro- 
bation générale^  so  es  bey  dem  Publico  gefunden^  und  da- 
von der  Autor  selbst  unterschiedene  passages  anfùbrt^  zeuget 
m  der  That  von  dessen  mérite,  und  triflOt  hier  gewisser- 
maassen  des  Giceronis  Âusspruch  ein:  Id  ipsum  est  summi 
onaloris,  summum  oratorem  populo  videri. 

Ich    habe    mich    nach  einem   Buch,    so  den  Titul  fùhret 
Labyrùufuis    Algebrae,    Aut.    Job.   Jac.   Ferguson,    Hagae 

t 

«)  Blumentrost? 
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Gom.  1667.  k.  und  ich  selbst  schon  vor  30  Jahren  in  Hân- 
den  gehabt  (wiewohi  nichts  daraus  behalten)  bey  unterschie- 
denen  Personen  vergeblich  erkundigt.  Dem  Hii.  Hermann^ 
welcher  doch  eîne  grosse  connoissance  von  dieser  Art  Bu- 
chern  batte/ war  es  auch  ganz  unbekannt.  Neulich  fand  ich 
obngefahr  obgedachten  Titul  in  meinen  excerptis,  und  dabey 
gesrhrieben,  de  quo  tractatu  indicium  vide  'in  Actis  Angli- 
cani»  ad  ann.  1669  mens.  Jul.  p.  202.  Vielleicht  ist  etwas 
darin^  se  eiiiige  Attention  meritiret. 

Goldbach. 
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LETTRE    XLVIII 


EULEA    à   GOLOBACH. 


SoM4iAiitB.    Réponse.  Contînnatîon  sur  les  mêmes  sujets. 


Berlin  d.  37  October    1742. 

iVenn  Ew.  eine  solehe  Dcmonstration  haben,  dass  n^znkpn 
—  p  —  a*,  worin  nicht  angenommen  wird,  dsiM(f(kp — 1) 
keine  sumnria  duorum  quadratorum  seyn  kann^  so  ist  die- 
selbe  hôchst  merkwùrdig^  indem  daraus  nicht  nur  dièse 
Wahrheit^  somdern  noch  viel  andere  weit  leichter  démon- 
strirt  werden  kônnen.  Ich  muss  rnzwischen  gestehen»  dass 
ich  aller  angewandten  Mûhe  ungeachtet  keine  andere  Dé- 
monstration habe  findcn  kônnen.  Hingegen  sehe  ich  deutlicb 
ein,  dass  ee  -{-//-^  ggzczke^/^ p^\  denn  soll  eine  summa 
trium  quadratorum  einen  numerum  parem  macben^  so  muss 
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entweder  niir  ein  <|iiadratiini  oder  aile  dr^y*qu«draU  |Miria 
•eyn.  Im  «rtleii  Fall  kcMiimt  ein  numerus  îuipariter  par 
heraus,  welcher  folgiîch  kein  Quadrat  aeyn  kann;  dahero 
nA  kfor,  data  aNe  drey  quadrata  paria  teyn  mùftsen  Es  aey 
ako  érrSa,  /=:26,  gz^2c,  »o  nulMle  aa-^  bb-^cc 
gleick  seyn  i6n*  b*  p* ,  und  folgiifiv  moa^ten  um  ao  viel 
mehr  a,  b  und  e  numeri  parea  tayn^  und  -io  fort  in  infini- 
tum.  Âua  diesem  Grunde  folget  alao  noch  dieiér  generalere 
Satz,  daaa  a^ '\' b^ -+ c*  zszKabn,  Si/mn  —  m  —  nzca*, 
erit  quoque  positis  nipp  et  npp  prô  m  et  n,  fmnp^  ^^ 
fi^pp  —  nppnzD  und  folgtich  fmnpp  —  m-^nzszU.  Damît 
aber  die  erate  Aequation  ihre  Richtigkeit  habe,  ao  kaim 
fireyfifh  der  coèfficîena  f  praetcr  k  unendKck  viel  andere 
▼alores  haben,  wie  Ëw.  angemerket  haben;  wobei 
hîerauf  gefallen,  daaa  ai  formulae  ^ao -f- I  nuUua  estât 
viaor  foraïae  ^ym  — 1,  aurb  inimer  hfmn^^m — ^^n^.;çQ. 
WeH  nun  nach  den  letztena  ubrrscbriebeiien  Obaervatiowilip 
bujuamodî  formula  faa-^-bb  drridi  aequit  per  numeruw 
primmn  formae  kfm  —  I ,  ao  folget  generaliter  daaâ  tyVi^ii 
—  m  —  n  rc  quadrato ,  welcher  UnivertoUSata  aicb  liellfidi^ 
Borh  leicfater  demonatriren  làsst,  aia  ein  caaua  particuluria. 
Ea  kime  alao  darauf  an^  daaa  raan  dcBEK>natrirte>.  daaa 
aa-^m^n  uj|„,j^^pj,j^|,,,    ^,j„    nuttierua   integcT  aeyn  kéauaey 

oder  daaa  — Xt_,  ubi  p  et  q  uterque  vel   numerus  par  vel. 

impar  eaae  d^bft*  kein  oumerua  integer  aeyn  k6nne,  ofler 
daaa  mpp  —  mqq  —  p  kein  quadralum  aeyn  kônne.  —  Bey 
Ueberachreibung  der  divisorum  primorum  forniulae  pxx  -^yy, 
welcbe  aile  in  aolrken  formnUa  exprimirt  werden  kônnen 
kp-^a,  hp -^  (t  etc.,  habe  vergeasen  zu  melden,  daaa  ans- 
arr  dieaen,  der  fcinariua  et  ipae  numerua  p  ^jiiave  diviaorea 

Carr.  tmatk.  et  phjfs.  T.  I.  '  1 1 


â 
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fUta  Kbden,  dcren  mimer u»  dftennkiaUis  i»t>  un4  ki.d<*«i 
V6ïti^(>n<  fôrmuli»  flii^ht  bcgriffen  sind,  imd  lul^îcb  à  pari 
bemrrkt  werden  mùMen.  Alto  «nd  aile  divi«ore$  primi  for- 
fijar  7\c  r  4-  vv  cntweder  2y  oder  7^  oder  in  dieten  Formubi 
enthalton  Vin  -|-  t ,  l*fi  4-  9,  l^n-i-ll  ;  und  so  ^h  ikn-^l, 
ôdér  ikn  -}-  9,  oétr  t4n4*ll  ein  niimeruft  prioius  iat^  ao 
hat    der^lbe    selbat  dièse  formain  Ixx^yy.    A  lie  numerî 

trîgonales  aucti  unîtate  ^-r 1-  i    sind   siwar  nîrht  eigetit- 

lich  in  Toîx-}- J}'.  enthalten,  sondern  in  - —    •  •^;  und  sînd 

dao'  aile  numeri  trigonales  unitate  aucti  et  quater  aumti  in 
diéser  Form  begriffen  Ixx-^-yy.  Da  nun  das  aimpluni  keîne 
andere  divrsores*  haben  kann,  als  das  qtiadruplum,  so  folget- 
dem  ungcncht^  dass  aile  numeri  primi  >  qui  simt  divisores 
cûjtisque  numeri  trigonalis  unitate  aucti,  in  diesen'  Exprès- 
sionen  begriffen  sind:  2,  1,  lïn4  1^  i^n -\r9,  ikn-\-V\y 
ma  dagegen  wird  keiiM^  Exception  gefundcn  werden.  Dass 
lAisere  expressiones  pro  /2./2  nicht  vôllig  ubereinkommen, 
rfikrt  obne  Zweifel  daher,  dass  der  /2  in  beiden  calculis 
liicbt  gleich  accurat  genommen  woi*den.  Ich  erinnere  mich 
nicht  mehr  auf  wie  viel  Figuren  ich  don  /2  genommen: 
îdi  habe  solchen  in  meinen  Schriften  nur  auf  16  Figuren 
an%eeeichnet;   es  ist  aber  noch  accurater 

/2  =  0,6931471805599*53094172321 
und    nachdem    ich  die  Multiplication   nochmal   gemacht,    âo 
finde  ich  /2./2=0>8045301391820l43i667l024. 
t)a»  gemeldete  theorema:  Si 

<*ril 


=T'^-4î(* +4^)+î£^^^ 
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ist  detwegen  morkwûrdig,  weilen  durch  daMclbe  lehr  leicht 
die  •immia  hnjus  «eriei  f  +  J^ -^  J^  +  A  _|_  _i_  4.  etc. 
gefunden  werden  kann.  Denn  weilen  iêt 

4—'  3^5  T  +  9         it^  ^^' 

ponàtur  minma  quadratorum  horum  terminorum  • 

et  summa  (actorum.  ex  binis  terminis  illiu*  seriei 
Erit  autem 

Es  ist  also 

-,=|-4(i+4)+4fi+|+|) 

-t(»+t+-ï+t)  +  ""- 

Wenn  nun  in    obiger  série  genommen  wird  a:zz  —  1  «md 

nzzz2,  und  aiso  gesetzt  wird 

1 

y 

crît  — ^  ^—''2'~'s2'   ^^^^^^y  weilen  p  zz -Tj 2q,  so  ist 

^=-ir-r  =  *+3^+55^  +  Ti-  +  ^+^*^-  Undglei. 
cbergestah  kann  dièses  theorema  bey  audern  Gelegenheiteii 
gans  unerwartele  mltaKche  DieBste  leisten*.  Dass  in  meinem 


«    5        T'a  k 


V4rtf$e1Nf  Kw%  Einfitli  dé  iitiiniù  iiidil  beantwortel  halle,  itt 
aiM  VerAc^hen  â;esc*liehl;iu  Der  Gruiid  davun  i»t  zwar  ex  û^ 
militudiiie  ti^uraruin  leiclit  einzuaelien ,  ikidessen  konneii 
daraus  dorli  soicne  curieuse  Consequenzeu  gezogen  werden, 
welehc  auf  éiiie  andere  Art  si*liwpriirh  tewJM'Ren  werdeii 
kônnen. 

Wa»  fiir  Zahlen  fur  n  angenuninien  werden  kônnen^  das» 
wenn  n — P.^>n  numeruê  primus  iêl,  ailch  n-\-\i  ein  »oi- 
cher  werde,  Urtd  dabei  p  êintsn  numertim  {irimum  bed^ute, 
kann*  meinei  EnehtéM  iiicht  gelieraliter  aiige^eiget  iterden. 
Wenn  aber  fur  p  eine  determinirte  Zahl  aiigenommen  wird^ 
so  kônnen  quoviê  casu  séries  numerorum  pro  n  gefunden 
werden;  als,  wenn  p-zzL\y  so  hat  man  fiir  n  dièse  Zahlen 
9,  \,  6,  12,  18,  da,  i^2/6U,  72,  etc.,  als  welrhe  Zahlen 
ûve  aurti  sive  minuti  unitate  numéros  pfimos  ^ében.  Ist 
p  =  2,  aô  kommt  ftir  n  diesè  «mnes  d^  5,  d,  15.  21 ,  39, 
1^5,  69,  81,  etc.  Weil  aber  hier  lauter  nunieri  imparcs 
kommen,  so  sey  pziL^^  und  fur  aile  valorei  von  il  komnit 
dièse  séries  \,  8,  10,  U,  16,  20,  26,  Vk,  «^0,  etc.  Datur 
ergo  unioi^s  nilmerus  h  qui  omnibus  numeris  primis  (ex- 
cepto  2^  se  minoribus  sive  aiictus  sive  minutus  produrat 
numéros  primos.  Der  grosse  Vortbeil,  welchen  uns  die  ana- 
tjTMê  hriiigt,  kommt  in  der  That  sur  von  den  signis  her» 
welche  man  nach  gewissen  GruAdsatzen  zu  tractiren  pflegt, 
und  dahero  stehen  noch  sehr  wichtige  Erweiterungen  zu 
vermutheii,  wenn  mafi  neue  signa  intfoduciren  sollte.  Die 
Hàuptsacb  aber  wird  aUch  auf  die  Ërfindung  der  Regeln 
ankommen ,  nach  welchen  man  dieselben  signa  tractiren 
mute.  t)er  Newton  in  Aritlntletiôa  onivèrsali  hat  die  signa , 
ff «ihia  n«ir  dtireh  putKtta  an^ctdauMt ,  und  kania  detwegan, 
WMI  dlidurrli  4(e  MttWplif  à«Mn  iMÊfpèÈ&ù/M,  vk  ^imrdon  pflt|j^ 


^    tftfi  ^ 

nicht  imitirt  wenlen.  ^  Sw,  Refleyion  tilntr  4¥l  fpflupMt* 
tîfiMmr  gjlolHiloriini  ^ngiiineoriifn  hat  ihr9  voHig^  RiclHig- 
keit:  dergestalt,  dan»  wenii  eine  «ixïiilît  rompofitio  în  mft= 
nîtuin  fofiginge,  die  qnantitas  niatrriae  vollig  evant^irte* 
Eê  »ey  j4  da»  volunK'n  eîiie^  globj  aangiiinei,  wclches  zu- 
gl^eh  die  qiiantitatem  materiae,  oder  twûn  («ifvvicht^  anzeigen 
wilrde,  weriii  der  globu»  solid  oder  rpassiv  ware.  Ist  ajbçr 
derselbe  s|ii«  Ç  globiili»  Sii»aiiinieiige«rtzt,    welrhe   allç  sblid 

miàt  to  ist  die  qiiatititas  iiiat<«ria«  uiir  ^/||v'!VV^'^TT?75 
nr  0>M(068T06  ^4 ,  da»  J«t,  die  quanlHan  materiae  in  6in«n4 
•olchcn    globiilo    ^angiiineQ    rontnitae    wird    beinabe  -^  hfiàl 

JUdoer  sejn»  aU  w^in  d^Ta^^lbe  »oKd  ware.  8qUten  diet^  i$ 
giobulî    wiedaram    au»  $   i>ocb  klfirifiro  9usarmmng^f«tat 

iejm»  ao  wurde  dit  quantitaa  materiae,  und  folglif^b  dnf 
pondus  -^  •  —  d.  i.  '  rx-  oder  5  mal  geringcr  nnd  atrf  aotelie 

Art  bald  împerceptjibel  werden»  Da  nun  aber  dpçh  ein  jeder 
glqbulus  sangiiineus  ein  Gewicbt  hat,  so  ist  klar>  dass  dièse 
Art  der  Zusammensetziing  nirht  weit  fortgebe.t  iind  nicht 
einmal  sifh   tiber  die  drittr.  Ordnung  erstrcrkt.    Denn  splltè 

eiiK  j^er  y^m  diesen  globulia  M^ied^rum  ans  0  andf^m  be» 

stehen»  nvenj)  aiich  dièse  so  schvver  als  Gold  angenomm^n 
wùrden,  so  kônnte  dorh  das  wi.rk|irhe  Gçwicht  nicht  heraus- 
kommen,  Um  dièses  deutlicher  einzusehen,  so  sey  die  grà- 
TÎtot  sperifiea  materiae,  e«  qua  glolMili  non  amplius  <^oai» 
positi  «onilani,  z;^,  n  Wfinn  a|sp  dia  gJM>uli  S9^MÎ|?M 
seibst  solid  waren  iind  aus  dieseï*  Matefie  bestând^Q,  M 
wiirde  ihre  gravitas  speciKra  gleirh  seyn  a  rz:  1 ,0000 WO  n 
ivireii   abe^  die  gk>biili  II    ord.  ^olid,  «o  ist 

die  gravitas  ^m4tiça ... .— ^>»&>|l^a 
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•itid  erst  die  globuli  III  ord.  solide  so  kt  die 

^  ^vitas  specifica .=r  0>181882ft.ii 

sind    die    globuli  IV  ord    solid^    *o   ist  die 

gravitas  specifica =:  0^0775305  .n 

sind    die    globuli    Y    ord.    solide    so    ist    die 

gravitas  specifica r=:  0,0330595  .n 

Wenn  also  die  gravitas  specifica  ultimae  materiae  sanguinem 
constituentis  so  schwer  wâre  aïs  Gold^  und  erst  die  globuli 
V^  ordinis  solid  wâren,  so  wiirde  doch  die  gravitas  speci- 
fica sangùinis  schon  30  Mal  kleiner  sejrn,  aïs  des  Golds^  und 
also  fast  um  die  Hâlfte  leichter  als  Wasser.  Da  nun  die  gra- 
vitas specifica  sangùinis  nicht  kleiner  ist  aïs  des  Wassers^ 
und  die  ultima  materia  bey  weitem  nicht  so  schwer  aïs  Gold 
àtïgenonmien  werden  kann,  so  ist  ganz  klar^  dass  diesdr 
modus  compôsitionis  cujusque  globuli  ex  sex  minorîbus  sich 
uniDÔgUch  ultra  UI"*"    ordinem  erstrecken  kônne. 

.Bey    dem    obgedachten  theoremate,    dass  knab  —  a — b 
nimmer    ein    numerus    quadratus    seyn    kônne  ^    oder    dass 

"^^  '      kein  numerus  integer  per  quaternarium  divisibilis 

scy,  habe  ich  zwar  gesehen^  dass  ^^^        infinitis  casibus 

ein  numerus  integer  werden  kann  ;  derselbe  ist  aber  allezeit 
entweder  impar  oder  doch  impariter  par  ;  infinitis  autem  va- 

loribus  pro  a  et  6  assumtis^   kann  ^^+^  +  ^  nicht   éinmal 

èin  numerus  integer  werden.    Sit  a  zz:  1,  6  zir  t,  erit 

^ — ^^       z:  />/)-(-  2  und  also  entweder  impar  oder  impariter  pan 

Sit  a-\,  b-2,  erit^£±f±-*  =  ^:  (2,6,  1*,  26,  etc.) 
hébnilich    allezeit  imnariter   nar.      Sif   a  r^  1  .    A  *—  â      «^i^U 


^^"^^       ~:^^^t  welche  Formul  nimmer  ein  numéros  m'^ 

teger  sejn  kano.    Sit  a=.l,  b-k,  ^tM&^^-UII. 

dieae  kann'auch  nimmer  ein  ntimcrus  integer  werden.  Sit 
«  =  1 ,  t=i5.  erit  PP+«4-fc_j>gJ:f.  ^^^  ^   j,^  j^    j^^  ^^^ 

entweder  impar  oder  imparîter  par.  Sit  a  =:  2  ^  6  zi:  ^î,  erU 
?ttj±^  — ?^:  (1,  2,  5,  10,  t7,  26,  etc.)  welche  nu- 
meri  entweder  ioipares  oder  imparîter  pares.  Sit  0=2, 
*  =  3,  erit££±^^zi:^£ii:  (I,  5,  9,  2t,  etc),  aile  imr 

pares.     Sit  azz.2,  bznk,  erit  ^^^^       izi^^I'   j   also  muss 

ieyn    p  :n  2^  und   --——  ::^  int,    welche*   unmôglicfa^     Sit 

azz:2^  6rz:5,  erit  ^^^  '  ^ — m^^,      >    welche  Formul  kein 

ntunerus  integer  seyn  kann.  Sit  a  =i  2 ,  6  =i  6-,  erit 
W±|dh^_£id:?.  (1,  2,  6,  9,  17,  22,  etc.)  wo  kein  mul- 

tiplum  quaternarii  vorkommt.  Wenn  man  viclleicht  dièse 
casus  weiter  continuiret  und  woM  erwàgt,   so  kônnte  man 

dcn    wahren    Grand    finden,    warum  ^^' f  '      niemals   ein 

ab 

numerus  integer  per  ^ii*  divisibilis  werden  kann.  Es  scheinen  , 
auoh  aus  der  Form  ^^"^^        ausser  den    multiplis  quater- 
narii norh  andere  Zahlen  ausgeschlossen  z\\  seyn,  als  z.  Ex. 
7,   denn   ich  habe  noch  keine  valores  pro  a,  b  et  p  findên 

kônnen,  ut  ^/  '  ^ —  fieret  ti:  7,  dem   ungeachtet  aber  kôn- 

nen  multipla  von  7,  als  1^,  21,  etc.  herauskommen  Es 
scheinen    aiso    in    dergleichen    Spenilationen    noch     grosse  , 


i 
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LETTRE  L. 


GoLDfiACH      à      EULER. 

So  M  «  A 1 1  S.  £jt|>r#MioiM  qui  ne  peuvent  janau  frodoire  de4  norobreA  finerré».  Yelevr 
nomërîqiae  de  (/3)^.  l^ombref  de  Legnî  et  de  Sharp  pour  le  Teleqr  de  ir. 
Globales  de  sang.  Sur  an  tbëorème  d'analyse  des  lettres  précédentes.  Som- 
mjitîon  de  qaelqoet  sërffs. 


fn  meiti^Di  vorigen  Briefe  hatte  îcfi  n^m^pn  —  p.*^o*.ili 
einen  casiim  particularefn  bnjtis  n^znkpn^p' — a*  ^^^^g^" 
ntmiinen,  welches  âber  darauf  beruket,  daM  û^  4-  ^  dnipeli 
Vn  — t  nicht  dividiret  werden  kann.  li*h  geslelie,  dâM  icliBiini 
dftérh  vemiutlicft,  ^  wfirde  das  ^<;orema  hmn^m-^iaza^y 
weH  kfîifi  anderer  numerus  detemrinatiit  aU  k  und  1  émn 
vorkommet,  sich  durch  die^  proprietates  quadratorum  per 
quaternarium  divUorum  demonstriren  las$en,  insonderheit 
da  man  die  Wahrhcit  des  theorematU  gleich  einsiehet,  weiin 
m  ein  numerus  fomiae  kU"\-0  odrr  ku — 3>  worin  sehon 
die  Hàlfte  aller  casuura  possibilium  begrifl*en  ist:  hingegegén 
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LETTRE    XLIX* 


EULEK    k    GOLDBACU. 

:$o«4fAl«fc  Afiilre*  et  rAcadëniSc  4e  $C-JP<ter*k  Owtrm  d«  Jean  Bera««||i. 
Gorrespondance  aycc  Kîc.  Bernoulli.  McniTeeQ  volume  âtê  MiscëUaneu 
BeroUtunsia. 


Berlîn  é.  15  Dec.   174S. 

Der  Zuttand  der  Akadenùe  in  Petersburg  gehet  mir 

wegen  de»  Hn«  Ratht  Schuanacher  sehr  zu  Herzen  :  am  mei* 
sten  aber  iU  der  H.  Bernoulli  darùber  allaraiirt,  weilen  w 
befurchtet  seine  bisher  genossene  Gage  zu  verlierey.  Es  wer- 
den  anjetzo  des  alten  Hn.  Bernoulli  Schriften .  so  noch  nîcht 
publicirt  worden^  in  Genève  gedruckt.  Dièses  Werk  soll 
unserm  K6nig  dedicirt  werden  und  der  Verleger  wiU  felbst 
berkoDaimen  solches  zu  praesentiren.  Mit  denise^ben  werde 
ich  bel  dieser  Gelegenheit  einen  Accord  wegen  meiner 
Scientia  navali  zu  treffen  suchen,  welches  vermuthlich  die 
Âkademie  nicht  (Ibernohmen  wird.  -~  -^ 
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'   Ich   bin   anjetzo    auch  mit  dem  Hn.   Prof.  Nicolao  Ber- 
noulir  in  Gorrespoiidenz  gekommen.  Dièse  bat  bisher  roulirt 

liber  die  summationem  «erienim  1  -f-pn"f"â2n"hr2n"4"  ^^^-^ 

worûber  derselbe  sehr  schône  Reflexionen  gemacht.  Bei  die- 
8er  Gelegenheit  habe  ich  demselben  cine  kurze  Méthode 
communicirt  aile  differentialia  hujus  formae 

zu  integriren  vel  absolute^  wenn  môglich^  vel  ope  logarith- 
morum  vel  quadraturae  circuit  Biese  Afethode  bestehet  darin, 
dass  man  erstlich  den  denominatorem  in  seine  factores  sim- 
plices  resolvire;  weil  aber  ôfters  einige  von  diesen  factoribus 
imaginarii  werden^  so  batte  ich  angemerkt^  dass  da  aile 
factores  imaginarii  inmier  numéro  pares  seyn  mùssen^  die- 
^Iben  auch  so  beschaffen  sind^  dass  je  zween  mit  einander 
multiplicirt^  ein  productum  reale  geben.  An  diesem  Satz 
zweifelte  nun  letztens  der  H.  BernouUi^  und  glaubte,  dass 
es  solche  formulas  gebe^  deren  factores  imaginarii  nicht  dièse 
Eigenschaft  hatten.  Dièses  zu  behaupten^  brachte  er  dièse 
Forniul  x*  —  kx*  -\-'2xx  -{-f^x  -\-  k-  als  ein  Exempel  vor, 
ii^elché  nachfolgende  4  factores  simplices  imaginarios  batte 
i:  aj_  i  _|/(2  +  V^~  3),  IL  x  —  i  4->/'(2+V— 3), 
ïn.  x~  i  —  V{2  —  V  -  3),  IV.  x—  1  +  V{2  -  V—  i)> 
von  welchen  man  seiner  Meinung  nach  nicht  sollte  zwej 
finden  kônnen^  welche  mit  einander  multiplicirt  éîn  prô- 
diictum  reale  hervdrbrâchtèn  *).  Dièses  Exempel  schien  mîr 
anfangKch  meinen  Satz  umzustossen^  aïs  ich  aber  die  Sach 
réifer  ùberlegte^  so  fand  ich^  dass  der  I  und  TfT  mit  einander 
multiplicirt  dièses  productum  reale  xx  —  (^'■\-VV^-\-2Vl))x 


*)  Voir  dans  le  H  toI.  la  2de  lellre  de  \>  BeriiAttllr.  ' 
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-f-  1  -|-  V7  4-  r  (*  +  2  V7),  die  zwey  ùbrigen  aber,  der  II 
und  IV,  dièses  œx  —  (2  —  V(i -f  2l/7))  «4- 1 -fl/?  — 
V^(V  -|-  2  K  7)  geben.  Weilen  nun  durth  dièse  Antwort  das 
gemachte  dubium  gehoben  wird^  so  vermuthe  ich  nun  von 
dem  Hn.  Bemoulli  zur  Recotnpens  eine  richtige  Démon- 
stration meines  Satzes:  Omnem  expressionem  algebraicam 
a  -|-  (ix  -j-  yx^  -|-  dx*  -f-eac*  +  etc.  vel  in  factores  reaies 
simplices  p  -{-  qx,  vel  saltem  in  factores  reaies  quadra- 
tos  p  -j-  qx  -\-  rxx  resolvi  posse ,  welcher  Satz  (den  ich 
ungefahr  ivie  einige  theoremata  Fermatiana^  aber  nicht 
summo  rigore  demonstriren  kann)  in  der  analysi  von  sehr 
grossem  Nutzen  ist^  denn  daraus  folgt  omnem  formulam 
differenfialem  vel  rationalem  vel  ad  rationalitatem  reduci- 
bilem,  nisi  absolute  integrari  queat,  semper  certe  ope  vel 
logarithmorum  vel  quadraturae  circuli  integrari  posse. 

Mit  dem  neuen  tomo  Miscellaneorum  Berolin.  ist  man 
schon  ziemlich  weit  gekommen^  worin  fast  die  ganze  classis 
mathematica  von  mir  kommt*).  Weilen  ich  aber  von  den  in 
Petersburg  zuruckgelassenen  Piècen  keine  Copien  habe ,  und 
dietelben  entweder  sehr  spât  oder  gar  nicht  zum  Vorschein 
kommen  dùrften,  so  n^hme  die  Freyheit  Ew.  gehorsaiq^ 
om.Dero  Rath  zu  bitten,  wie  ich  am  ^glichsten  zu  den-r 
ielbcvi  gelangen  kônnte.  Ich  verlange  solçhe  gar  nicht,  u^ 
«nderwârts  dnicken  zu.  Ussen^  denn  dazu  finden  sicfa  iii^ 
mer  Materialîen  genug;  sondem  um  mich  darin  umzusehqi, 
danak  ich  nicht  eineSach  zweymal  zum  Vorschein  hringe. 

■     ■ :  Ëuler.. 

*)  C'esl  le  Corne  VU  contenant  cinq  mémoires  d'Eu  1er. 


I , 


»i 


■   1- 


»  I 


I  : 
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LETTRE  L. 


GoLDfiAC'H      à       EULER. 

S  o  M  «  A 1 1  S.  £jt|>r#MÎoiM  qiù  ne  peuvent  januw  frodojre  àt$  norobrei  finerré».  y«l(uir 
namërîque  de  (/3)^.  l^ombref .  de  Legnl  et  (le  Sharp  pour  le  Teleiir.  de  ;r. 
Globale*  de  sang.  Sar  on  tKëorènie  d'analyse  des  lettrée  précédentes.  Som- 
motion  de  quelques  sérifs. 


fn  meinem  vorigen  BHefe  hatte  idi  n^zjzkpn  —  p^*^a^  nkk 
emen  caêiim  partkularenn  bnjtis  n^znkpn^p  —  o*  mng^" 
nrnnmen,  welches  kber  darauf  beruket,  daM  0^4-  t  dniwli 
%n  —  t  nicht  dividiret  vrerden  kann.  Ich  geslelie,  daM  ich  suni 
dft«rh  vemiutlicft,  ^  wfirde  das  ^«orema  hmn^m-^iaza^y 
weH  ktîifi  anderer  numeruê  deternimatiit  aU  k  und  1  émn 
vorkommet,  sich  durch  die^  proprietates  quadratorum  per 
quaternarium  divUorum  deinonstriren  las$en,  insonderheit 
da  man  die  Wahrhcit  des  theorematis  gleich  einsiehet,  weiin 
m  ein  numerus  formae  ku-^0  odtîr  ku — 3,  worin  sehon 
die  Hàlfie  aller  easuuia  pombilium  begriflen  ist:  hingegegén 
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\aâ  ikk  alleaeit  bei  den  catibias  m:z:4ii-*l  und  mrnt-M— 2 
cène  DîffimhUt  geftinden,  bit  ich  endlîch  g«tem  die  De- 
inonslnitîoii  folgendermaanen  eingerichf  et  : 

t.  QiiH*iiiique  niimerii$>  divisa»  per  k,  relinquit  2  vel  S^ 
ille  non  i*tt  <|«iadinitus. 

2.  Si  iilla  barum  quatuor  aeqùatioiiiini  iinpossibilium 

^ • .  .h nm  — -  m  — -  i 
B , , .  hmfï  —  m  ■—  ti 
C  . . .  kmn  —  m  —  tr  ' 
D  . .  \mn  —  n  —  1 

est  vera>  oinne<  aimiil  verae  sunt:  .quoniam  si  vera  est 
kmn  —  m  —  n^^  vera  etiam  est  kmn  —  m  —  n^i^'  et 
kmn — n  —  m'',  et  riirsus^  si  posteriores  verae  sunt^  vera 
etiam  est  prima,   ut  in  superioribus  litteris  ostensum  fuit. 

S.  Omues  numeri  possibiles  pro  m  et  n  continentur  his 
quatuor  casibus 

m'zz.kU'^O,  m:ziku-^i,  m^zku-\~2y  mzn^M-j-S, 
nz=Lki^'^0,  n:=^kv^i.  n=ii'-^~2,  n  z=z  k  \^'-\-3, 
sed  per  applicationem  horum  casuum  apparet^  quicunque 
uni  valores  ipsitis  di  et  n^  semper  aliquam  quatuor  formu- 
larum  A,  B,  C  et  D  itk  dividi  posse  per  k,  ut  remaneaf 
2  vel  3.  Sit  enim  m  vel  n  =:  0  (quod  compendil  causa  sçribo 
pro  ntur^a-)'  ^  ^^  nz=:4(^-|-0  et  sic  in  ceteris),  formula 
A  vel  D  divisa  per.  k  relinquit  3. 

Si  m  vel  nnzi ,  formula  A  vel  D  divisa  per  k  relinquit  2. 
Si  fîi=:2^  nzz.2,  C  divisa  fer  k  reliiM|uit  S% 

Si  m  — 2,  n— 3,  ) 

2       o    (  ^  divisa  per  k  relinquit  3. 

a 

ru  =13,  nrz:3,  B  divisa  per  k  relinquit  .2. 
Efgo  nvlla  forniularuiii  A,  B^  C,  D  aequalis  est  quadrato. 
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LETTRE  LI 


GOLDBACH      à      EULRR. 

SoMMàiBl    Rectîficatîén  d*nne  tnwnr  de  Ïê  lettre  prëoëdente.  Sonipnatîon  de  quel- 
ques  autres  série» 


Moscen  d.  24    Dec.    1742. 

^U  ich  neulich  die  veruieinten  tumnias  Aer  beyden  letxtern 

r 

•erierum  in  meinem  vorigen  St^kreiben^  wieder  betrachtet, 
habe  alsofort  wahrgenommen,  dass  selbige  aus  einem  blos- 
•en  Schreibfehler  entstanden,.  von  welchem  es  aber  in  der 
That  beisst:  Si  non  errasset,  fecerat  il  le  minus.  Denn  ich  bîn 
duix^h  dièse  Gelegenbeit  aiif  summationes  aliarum  «erierum 
geratben^  die  ich  sonst  kaum  gesuchet^  viel  weniger  gefun- 
den  haben  wiirde. 

leh  halte  dafùr^    dass    es  ein  problema  problematum  ist 
die  summam  hujus 

+  ^îï  (*  -H  ^  +  ^--f  ;^)  -i-  «tr. 
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in  den  caûbut  zu  finden,  wo  m  et  n  nicht  numeri  integri 
pares  et  tibi  aequales  sind;  doch  gibt  es  casus^  da  die  suinma 
angegeben  werden  kann^  ex.  gr.^  si  m=l^  nzz3,  denn 
es  ist: 

(wenn  n  gewdhnlichermaassen  fur  die  peripheriam  circuli^ 
cujus  diameter  =:  1 ,  genommen  wird).  Hingegen  weiss  ich 
die  summas  serieriHS 

j...i4-^(i+4)-^^(i+i-H4) 

noch   nicht;  ob  ich  gleîeh  w«iss,  dass  2iJ-f-B=  n  r  >,  34» 

wie  ich  denn  auch  die  summam  der  folgenden  beyden  se« 
rienim  C-^  D  allezeit  finden  kann^  si  m  et  n  sint  ntuneri 
pÉMÉ  fiiieimqtte 

Gelurigens  beziehe  ich  mich  auf  mein  voriges  Schreihen. 

Goldbach. 


Cérrfsjf.  maih,  et  pkjft.  T.  L  |2 
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LETTRE    LU. 


EULER    à    GOLDBACH. 

SoMMAlliB.    Continuation   des    recherches    des    lettres    précédentes  sur  les  nombres 
ti  les  séries. 


•  Berlin  d,  5.  Januar    174S. 

Ew.  Démonstration,  dass  kmn  —  m  —  n  kein  quadra- 

tum  »eyn  kônne^  will  mir  noch  kein  vôllige»  Genùge  leisten. 
Denn,  ungeacht  dass^  wenn  kmn  —  m  —  InzD,  auch  seyn 
rouss  kmn  —  m  —  nzrzD  und  kmn  —  m  —  ri^uzD,  so  foigt 
doch  nicht  hinwiederiim  quibiis  casibus  pro  m  et  n  substi- 
tutif una  formula  quadratum  esse  nequeat,  iisdem  casibus 
reliquas  formulas  quadrati  esse  non  posse.  Dièses  erhellet 
aber  deutlicher,    wenn    man   die  derivationem  der   ùbrigen 

Formuln  aus  der  ersten  betrachtet,  nehmiieh  aus  4-mn  — ni— 1. 

• 

Man  setze  aiso  mznkp  —  1 ,  so  kommt  %  {knp  —  n  —  p)  ; 
wenn   aIso    kmn —  m  —  1   auf  keinerley  Art  ein  quadratum 
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$eyn  kann^  so  kann  dieso  Fornuil  aurh  koin  Quadrat  neyn, 
ca»u  mzzL^p  —  1,  und  foliçlich  kann  aurh  knp  —  n — p 
keîn  quadratum  seyn.  Nun  aher  haben  Ew.  nur  gewiesen, 
das»  wenn  m  vel  n  sey  rz4M-[~  **  ^^^  Formul  imn  — m  — 1 
keîn  quadratum  seyn  kônne^  und  dahero  folget  daraus  nicht^ 
dass  knp  —  n  —  p  kein  Quadrat  seyn  kônnte ,  eodem  casu 
n  vel  p  :zz  ^u  -{^  1.  Ferner  ist  klar,  das»  wenn  man  nup 
bewiesen  hàtte,  dass  k-mn  —  m  —  1  zrzD  casu  m-rz^u  —  1 , 
daraus  sclion  folgen  wùrde,  dass  k'fip  —  n  —  pznD.  Wenn 
aber  bewiesen  wàre,  dass  knp  —  n — pzizD,  «o  wùrde  da- 
rans  nur  folgen,  dass  kmn  —  m  —  1  kein  quadratum  «eyn 
kônnte  casu  quo  mznku  —  l,  aber  nicht  generaliter.  Wenn 
man  aber  nicht  beweisen  kônnte,  dass  kmn  —  m -^  1  kein 
quadratum  seyn  kônne  casu  mzizh'U —  l,  so  wùrde  daraus 
schon  folgen,  dass  kmn  —  m  —  n  ganz  und  gar  kein  qua- 
dratum seyn  kônne.  Vielleicht  dùrfte  aber  das  theorema 
générale  kmnp  —  m  —  nznD,  wovon  Ëw.  keine  Meldung 
thun,  leichter  zu  demonstriren  falien.  Es  ist  aber  fur  sich 
klar,  dass  wenn  entweder  m  -j-  n  zz:  4/^  -j-  1  oder  ni  -f-  n  n:: 
ku-^2y  die  Formul  Wmnp  —  m  —  n  kein  quadratum  seyn 
kônne  ;  dahero  nur  die  beiden  casus  ni  -f-  n  rz:  4  m  und 
m  -^  nzziku  —  1  zu  demonstriren  ùbrig  bleiben.  Wenn  man 
fur  den  ersten  Fall  setzt  m  ziz2u  -\-  a  und  nzz:2w  —  a, 
fto  bat  man  zu  beweisen,  Adi^%  p{kuu  —  na)  —  u  kein  Quadrat 

seyn   kônne.    Es  kann    aiso    diosc   F'ormul  , — J-  -  kein  nu- 

J  -i  un  —  a  a 

mcrus  inteçjer  seyn.    Ponatur  a  m  2//  —  c,  so  kann     ^^       ■  ■ 

kein  numerus  integer  seyn,  und  hieraus  kônnen  unendlich 
viel  schône  theoremata  hereceleitot  werden.  Ich  muss  indes- 
sen  gesteheuy  dass  ich  aller  angewandten  Mùhe  ungeacht^ 
nocb  keine  Démonstration  von  diesem  theoremate  habe  fin-* 


i 
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den  kôrinen ,  dass  kmnp  —  m  —  nzri  quadrato.  E^  komtul 
aber  darauf  an^  dass  tnan  deinonstrire ,  dass  eine  solche  Zabi 
kpaa-^  1  nimmer  divisibilis  seyn  kônne  pcr  numefum 
formae  kpq  —  1.  Es  sind  aber  aile  môgliche  di\n«dre8  for- 
iHuiae  ipaa-f-l  enthalten  in  einer  Gçewissen  Anzahl  »olcher 
Formuln  knp-\-i,  knp-^a,  knp-\-ft,  k^np-^y  etc.^  wo- 
bey  zu  merken,  dass  wenn  unter  den  Zablen  a,  fi,  y  etd^ 
elne  Zabi  y  enthalten  ist,  zngleich  aile  potestates  ipsiusy 
darunter  vorkommen;  und  wenn  daf tinter  zwey  Zablen  y 
et  g  vorkommen^  so  mùssen  aurh  allô  potestateâ  eîner  jeden, 
und  aile  daraus  môglichen  prodncta  vorkommen,  Wenn 
man  also  einen  oder  etliche  numéros  pro  «,  /3,  y  etc.  wei«», 
§0  kann  man  sugleicb  die  ûbrigen  tinden.  Die  simpelsten 
divîsores  aber  der  Formiil  kpaa  -^^  i  sind  die  raloréê  dieser 
Formai  selbst,  wenn  pro  a  ein  numerus  determinatué  gc- 
•etzt  wird,  und  also  bat  man  fur  a,  fi  etc.  solcbe  Talores 
primiti vos  kp-^i ,  I6p-|-1,  36 p4"*-  Daber  entsteben» 
wenn  man  aile  potestates  nimmt  und  solcbe  in  einander 
multiplicirt^  aile  ùbrigen  valores  litteràrum  a,  fi,  y,  â  etc. 
ïiS  ist  aber  klar,  dass  aile  dièse  Zablen  von  solcber  Form 
%m/7-f-l  sfeyn  werden.  Dabero  aile  divisores  formula© 
4  p  a  A  4-  1  notbwendig  also  seyn  miissen  inp  4-  ^mp  -|-  1 
nnd  kanh  àlso  eine  solcbe  Zabi  fchp-—  1  nimmèr  ein  divi- 
fcor  $evn.  Dièses  ist  aber  nut  Wabr  in  ^ofèrn  die  divisoro 
primitivi  von  der  Form  ^mp-f-l  sind.  Wenn  abèr  ein 
derivativus  von  der  Form  imp  —  1  wàre,  so  mùsste  aucb 
ein  primitivus  dièse  Form  baben.  lïieraus  folget  nun  so 
viel,  dass  wenn  dièses  tbeorema  bei  kleinen  Zablen  Wahr 
ist,  dasselbe  aucb  bei  grossen  wabr  seyn  musse.  —  Wenn 
gleieb  Sharp  sagt,  dass  er  von  seiner  letzten  Figur  in  quadra* 
tara  cireuli  sieher  sey,  so  kann  dorh  solcbe*  nicbt  beliauptét 
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werdon^  «irenn  er  aicht  tuoi  wenigsten  auf  3  oder  4*  Figuren 
weiter  hinaui  gerecbnct  hat,  welcliea  doch  nicht  geschehen. 
Dahero  dièses  schon  als  ein  Merkinal  der  Accuratesse  zu 
halten,  dass  seine  letzle  Fijçiir  nur  uni  1  zu  klein  ist.  Ich 
kann  mich  auch  nicht  erinnern^  dass  ich  jemals  uni  dieser 
Ursach  willen  an  der  IVichtigkeit  des  Lagni's  Zahlen  ge- 
zweifelt  babe.  —  Bey  der  Materie  ùber  die  globulos  san- 
guineos  habe  ich  nicht  so  genau  angenommen^  dass  die  glo- 
buli  rubri  mit  der  gjuzen  massa  einerley  gravitatem  speci- 
fieam  haben;  denn  meine  Reflexionen  bleiben  einerley^  wenn 
gleich  dieselbe  2  oder  mehr  mal  grôsser  oder  kleiner  ange- 
nommen  \Yurde.  Unterdessen  ist  doch  so  viel  gewiss,  dass 
die  gravitas  specifica  der  globoruni  rubrorum  nicht  so  sehr 
viel  vom  Wasser  diflferiren  wird;  es  wàre  denn,  dass  man 
dieselben  niemals  pur  ohne  Vermischung  der  lymphao'  bc* 
kommen  kônnte,  in  weh^hem  Fall  es  freyiich  nicht  mehr  attf 
die  gravitatem  specificam  allcin  ankommen  wûrde  um  die 
Unmôglichkeit  des  progressus  in  intinitum  zu   zeigen. 

Ich  batte  dièses  theorema:    Si 

CL  1  il 

'     /i-f-  1     '     2/î-j-l     '     3n-j-l     ' 

erit 

« 

etc. 

âcm  Hn.  Professori  Nicglao  Rern^ulli  gcschrieben,  wovon 
er  ipir  Qnchfolgende  schone  Démonstration  zugeschickt.  ïy 
schreibt  x^  fiir  a,  und  /  fur  sw,  eritque 

sx  —  t-x^-Ç:^  -H   2^_^,-  +  -^_j_j  4-  etc. 
qua  diflferentiata  prodibit  dizizdx(i  -\-x" -j-  x^" -{-x^^^-^-fj^^). 
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Biese  zwey  séries  multiplicirt  er  mit  einander^  terminos  se* 
cundum  potestates  ipsiiis  x  ordinando^  uiid  bekonrimt 

+  -'""'(»+  4-i  +  J+i  +3--Vi)  +  etc. 
quae  integrata  dat 

dividatur  per  xo;,    et  ob  x"n:a  erit 

T^'^^T'^/T+îV  "^H-ï^'^^^*T2v   +;hPï'+"ï^+7)  + 

etc. 

Er   geht  auf  dièse  Art  weiter  und  multiplicirt  -^  tt  nochmal 
tnit  dt  und  findet  post  integrationem 

\Jm  nun   auC  solche   summationes  zu  kommen^    dergleicheti 
Ew.  gefunden^  so  sey  nzzl,  erit 

unde  fit 
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+t('+4+t+t)  +  «'^- 

Si.»  =  2,  .ril  .=  .4-i  +  i+^+etc.=5lj/.f±f- 
unde  fit 

''•••f.('-^)'-T  +  T('+T)+ï('  +  l  +  4) 

Sit  n  ZZ.2  et  q-zz  —  h,  erit  s:zzi  —  t'+t  —  ^"f  ®*c.  =: 

o  o  " 

-^  -4  .  tang.   K  i,  unde  fit 

Ponatur  in  A,  azzL  —  1  ;  et  in  C,  b'zz.i,  oh  A  .tang.  1  zzl  — #    # 
erit 

etc. 
l.._l(.+l+i)+i(.+l+4  +  i+4.) 
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-K'-|  +  f-T  +  T-T+T)  +  "- 

Si  D  ftubtrahatur  a  série 


erit 


^j        11,11        11,. 

1      3     '     3      3  4      4' 


ç...îf-i(i2)-.-^(.+4.)+i('+HT) 

-t('+t+t  +  t)  +  *' 

Qtoniaiki  si  fuerit  i  m  a  —  b-{-c  —  rf-|-«— etc.  et£rra*-f^ 
5*-f-c*-^-rf*-|-etc.,  erit  summa  factorum  ex  binis  terminis 

•eriei  s'^H-^ss^^  -^t  eritque  adto 

i  1 

,  ^ss  —  —  t:=i  —  6.a-f-c(a  —  b)  —  d{a  —  6-(-c)-|- 

e(a  —  b  -{-  e  —  d)  —  «te 
addendo  t  erit 

•y  55  -f  y  ^rr  aa  — b(a — b)-\-c{a — 6+c) — d{a — é+c — d) 

-f-ê(a — b'\-c — d-\-e) — etc. 

Sit  5=1— l^-i-— 1  +  y  — ^tc.,  erit  5  =  /2et  e  =  ^, 
unde  fit 

r...-^+4(/»)-=.,i-4(.-i)+i(.-i+i) 


-T('-ï  +  i-T)  + 


etc. 


-   fét   - 


seu 


Hier  tind  nun  die  beiden  séries  G  und  /  die  beiden  erstern» 
welche  Ew.  ùbefschrieben. 

E.  irt  bey  der  série,  t  4.  J +^-^^ -[.  î^^-^! -^  etc. 
merkwûrdig  ^  dass  dieselbe  nur  in  drey  Fâllen  summirt  wer- 
den  kann^  welche  sind  xzz^i,  x'±z  —  1  und  ajzzy  Der 
letztere  casus  folgt  aber  ans  der  série  G  kraft  dièses  theo- 
fematis :  Si  5=1. a  —  -^  {'^-\-'  b)  -^ -^  {a  -\-  b  '\- c)  —  etc.  erit 

*=  râ^  âk(°-*)+r8  (°-26-hc)-h,-V,(a-36+3c-d) 

-|-  7— r  (a  —  *6-f-6c  —  kd  -{-  e)  -\-  etc.    Wenn    nun  fur 
a-f-^  +  c  +  ûî-j-  etc.  dièse  séries  1  -|^-.-|-  —  -j-— --|-  etc. 

gesetzt  wîrd,  so  ist  srz  —  —  y(/2)*.    Um  aber  zu  finden^ 
was  dièse  Stpression 

•       1    T^     1.2       3  1.1.3  ifc  ^  •«• 

bélMgê^  so  setze  icb 

/=x-.l>^'  +  "^^^^>>^-^<"^^^^"-^^i^4.etc, 

und  differentiando  wird 

rf2  =  i;«(I— ~.3c  +  '*^^^  .(T*  — etc.)=rfx(l— «)\ 

dahero    integrtl^do   ;»  =1  -- — ^^  v  / ^*"d  farto   «  ==  1    fit 


• 
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n      1      ,     njn-i)     1  n(n-i)(n-1)      1      ,  .     1 

*  —  r'T  H — ûT-'  3 îTôTs —  T  +  ^*'- -^  ;r+î 

Dahero  ist 

72"  —  y  ('2)*  =.  jj-j  +  227^  H- 3*78  +  ^iTîë  +  6* .  32  "1"  ^*^" 
Was  aber  Ew.  beide  letztern  séries  betrifft,  nebmlicb 

-T('-|+7-re)  +  «'c- 

so  ist  klar^  dass 

und  aiso  wenn  die  Summ  von  einer  bekannt  wàre,  darau» 
die  andere  gleich  suniniirt  werden  kônnte.   Es  ist  zwar 

^„,'=.-i(.-i)+i(.-i^i) 

ich  habe  aber  noch  keinen  Weg  entderken  kônnen,  um  die 
valores  p  et  q  zii  bestimmen,  dahero  von  Ew,  die  Méthode 
dièse  séries  zu  summiren  mit  grossem  Verlangen  erwarte. 
Wenn  Ew.  hernach  aiich  dièse  seriem 
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suminiren    kônnten  ^   so    ivùrden    die    beydeii   séries  p  -|-  r 
die   schon    lângst   gesuchte   summam   dieser   seriei 

*  +  2â  +  ^  +  ^  -h  etc. 
geben. 

Euler. 

P.  S,  Mn  Glairaut  hat  mir  nun  geschrieben,  dass  meine 
nach  Paris  geschickte  pièce  zu  rechter  Zeit  glûcklich 
angekommen. 
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LETTRE    LUI. 


EULEA    è    G0LI>BÀCH. 

Sommaire.    Rëponse    à   la   lettre   51^°*^'.     Somroaitîoa    de*    séries    de   Goldbach. 
Démonstration  d*un  théorème  de  la  théorie  des  nombres» 


Berlin  d.   19  Januar   174S 

Ew.  haben  in  der  That  den  gemcldeten  Schreibfehler  als 
ein  grosses  Gluck*  anzusehen ,  wenn  derselbe  zu  solchen  herr- 
liiben  Erfindungen  Anlass  gegeben.  Es  bat  mich  viele  Stun- 
den  und  grosse  calculos  gckostet,  ebe  icb  nur  die  VVabrbeit 
der  mir  gûtigst  communicirten  Summationen  babe  einscben 
kônnen.  Icb  kann  niicb  aber  auch  nicbt  weiter  rùbnien^  aU 
dass  icb  dieselben  dcmonstrirt  babe.  Die  Metbode,  wodurch 
icb  dazu  gelanget,  ist  ziemlirb  weit  bergesucbt  und  so  be- 
scbaffen^  dass  icb  aucb  vermitteist  derselben  dièse  summas 
nimmer  wùrde  berausgebracbt  baben^  wenn  mir  solcbe  nirht 
scbon  vorber  aus  Ew.  Scbreiben  bekannt  gewesen  wàren. 
Icb  babe  aber  nacbfolgende  séries  zu  Hùlfe  genommen: 
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^^^,-f-^-l-^  +  ^  +  etc.  B=lf  l  +  ^-|-^-<-etc. 
C  =  p  +  ^  +  ^,-+-^,-hetc.  i)=l  +  l-^^-^^  +  etc. 
E  =  l-|-^-Hl-Hi  +  etc.     F=l4-^+^4.^  +  €W. 

Ô  =  f.4-^-|-3-.-+ji+6tc.     H=l-^.^  +  ^^-^^-^etc. 

etc. 

von  welchen  die  ftiimmae  A,  C,  E,  G,  etc.  bekannt  sind. 
Aus  diesen  habe  îch  eiidlîrh  mit  grogser  Mijhe  folgende 
hergeleitet  : 

.=  .+   1(1+1)^3^(1+1+^) 

/J  =  lfl(l+l)+3l(l  +  l4-|) 
r=l4-i(i  +  0  +  3^(i  +  T+4) 

.  =  .^K*  +  ÎHK»  +  4^t) 

etc.  ~4^^. 

«  =  i+,A(i  +  à)  +  Kl  +  i  +  ?) 
6=l  +  l|(l  +  ,4)  +  ^(l  +  ,A  +  ir) 
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(l+p  +  3^  +  p)^«*^-2B/)-i.CC+iG. 


+  |/?/>-{/. 


etc. 


9  =  1+1(1  +  1)4- 3^(1  +  ^  +  ,^) 


etc. 


Weilen    nun    y^,    C,    E,    G,   etc.    gcgeben    sind ,     nehmlich 

9450  ^^^''  *^  8^*^^"  ^'^^S^ 


19^ 


:;if 


séries  «=4.1^=^,  2/9  +  6  =  2 JC- i  ^zzz  ,^,3, 
welches  Ew.  zwey  erstern  theoremata  sind.  Ferner  îst  auch 
2y  +  c  =  2JE— IoC  +  Ig  iind  /5  +  p  =  ^C  +  y^, 
und  cndlich  ist 

Weil  aber  diesc  meine  Méthode  nîcht  natùrlich  genug 
ist,  so  ersuche  Ew.  gekorsamst  mir  Dero  Méthode  gùtigst 
zu  communiciren. 

Das  letzfe  theorema  war  mir  gleich  bokannt,  denn  wenn 
man  setzt 


_     «91     — 

r—i"^^  +  ^ni^^-^  etr.  uiid  s—  i  -\-  ,^„  +  ^„~h^n  +  etc. 
iind 

so   wird  »eyn 
^^  (tH-.;„.(l+^ij)+V(l+l  +  34)-hetc. 

Da  nuTi,  wenn  m  imd  n  niimeri  pares  sind,  die  siimmae 
r,  ^  imd  /  aiigegeben  werden  konnen^  so  sind  aiicli  in  diesen 
beiden  Fàlleii  dièse  beiden  letzton  séries  ziisainmeiigenoiriinen 
siininiabel. 

Seitdein  ich  Ew.  zugesohrieben ,  ist  mir  erst  eingefallen^ 
dass  ich  Deiiselben  sebon  vor  geraiimer  Zeit  eine  rigorose 
Démonstration  von  diescm  theoreniate  dass  kran — m  —  rizn 
quadrato  ùberschrieben  batte.  Solcbes  batte  irb  aber  so  sehr 
vergessen,  dass  icb  in  nioineni  Ictzten  scbrieb,  icb  batte 
aller  Mùbe  ungearbt  davon  nocb  keine  Démonstration  fin- 
den  kônnen.  Icb  vvill  also  dièse  Démonstration  kùrzlich 
wiederholen. 

Lemma,  Si  fiierit  p  nnmcrus  primus ,  baec  expressio 
a''^  *  —  1  divisibilis  erit  per  />.  Hievon  baben  Ew.  die  Dé- 
monstration scbon  «ipprobirt.  Hieraus  raisonnire  icb  alsoj 
Sit  p'zzhn  —  1,  erit  a*""* — 1  divisibilc  per  kn —  1,  si 
fuerit  Wn  —  1  nnmerus  primus.  Ergo  a*"""^-f-l  non  erit 
divisibile  per  4  a  —  t.  At  o*"""*^  I  (ob  Kn  —  2  zn  nu- 
méro impariter  pari)  est  divisibile  per  aa  \-  \.  Gonscquen- 
ler  cum  a*"""*-!-!  non  sit  per  ^n — 1  /  divisibilis^  nec 
eju»  factor  aa-f-  l   per  kn  —  l    erit  divisibilis. 


—    Il»   — 

Porro  si  a  a  -|-  1  per  nullum  numerum  primum  formae 
kn  —  1  fuerit  diyiftibile^  etiam  per  nuIIum  numerum  com- 
positum  formae  kn  —  1  divisibile  erit.  Si  enim  km  —  1 
non  fuerit  numerus  primus,  unum  saltem  factorem  primum 
habebit  formae  kn  —  1 .  —  Gum  igitur  o a  -f"  *  P^r  kn  —  1 
dividi  nequeat,  baec  aequatio  aa-j-  l  z::  (in  —  i)(km  —  1) 
erit  impoMibilis^  ideoque  aa  zn,  iGmii  —  km  —  kn,  seu 
kmn  —  m  —  n  nz  quadrato  ,  Q  ,E .  D. 
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LETTRE    LIV. 


GOLDBACH    à    EULER. 
Somma  IRE.  Racines  îmagiiiaîret.  Thëorèmef  de  nornlirts.  Sommation   des  séries. 


St.  Petersbarg  d.  6.  Febr.    174S. 

TTenn  dasjenige^  was  Ew.  von  den  radicibus  imaginariis 
melden^  demonstriret  werden  kônnte,  $o  mûMte  auch  folgen, 
dass  poftito  c  imaginario  quocunque  ^  y*  reali  quocunque^  und 

cV(fcc*  — f)  ZZL  r  zz,  numéro  reali,  m  zz.Vl —  c*  +  —  jf 

n  zn  yf —  c*  —  —  J#  ftowohl  m  -f-  n  als  c{m  —  n)  reaies  sind. 

Es  stûnde  solchemnach  etwa  der  casus  x*-\'72x  —  20  zu 
untersuchen^    allwo  die  k  divisores  sind^  positis 

c  =  l  +  V-2./=-20,  /(*c*  -/)  r=  J-  =  ,j-j3^^, 

I.x+c  +  V'(-c»-t-^);  II.  x  +  c-y'(-c»-|-^); 
m.  x  — c -!->/(— c*  —  0:  rv.x-c— |/(-c"— ^). 

Curr.  matk.  et  phys.  T.  f.  |Q 


—     t9.%     — 

Auf  Dero  andere»  Schreiben  vom  5.  Januar  habe  ich  zu 
antworten,  Hass  die  Objection,  welche  Ew.  bey  h'mn — m — I 
zcD  iJiid  den  andern  Formuln  maehen,  schoii  damais  zum 
Theil  von  mir  bemerkt  worden  ,  wiewohl  ich  meynte, 
dasft  selbige  leîcht  wùrde  zii  solviren  seyn.  J€»doch  glaube 
ich,  dass  ailes  viel  kùrzer  imd  olme  dergleirhen  easus  par- 
ticiilareè  zu  Hùlf  zu  nehmen,  demonstriret  werden  kann. 
Vorhero  aber  will  nur  ad  verba:  Ferner  ist  klar,  dass 
wenn  mon  nur  beiviesen  /utile,  dass  k-mn  —  m —  1  nzD  casu 
m-izku  —  1 ,  doraiés  sohon  Jolgen  wurde^  dass  knp  —  n  — p 
zEiD.  fVenn  aber  beiriesen  wâre,  dass  knp  —  n — pmD, 
so  wûrde  daraiis  Jbls^en ,  dass  kmn  —  m  —  1  kem  quadratnm 
seyn  kônne  casu  quo  mzz:  ku  —  1 ,  aber  nichl  ^eneraliler ,  — 
dièse  kleine  Erinnerung  maehen,  dass  nicht  allein  6  .  .  . 
hnp  —  n — />2cD  ein  casus  parttcularis  von  A.,,\fnn — m — 1 
zu  U,  sondern  auch  A.  ein  ca^us  particularis  von  B  ist, 
welches  natùrlicherweise  contradictorium  seyn  wurde,  wenn 
das  n  m  A  und  B  idem  quadratum  determinatum  bedeutete; 
nun  aber^  da  es  in  beyden  Fâllen  di versos  valores  bat,  gar 
wohl  bestehen  k»nn;  denn  gleich  wie  aus  dem  casu  parti- 
cwlari  ipsius  A,  ubi  m.'zz\u—i ,  die  formula  hÇKnu—U'-n), 
oder  dièse  aequivalens  B  . . .  hriu-^  n  —  uznn  entspringet, 
so  kômmt  aus  dem  casu  partieulari  ipsius  B,  wenn  u  g^ 
seizt  wird  n;  ^ni^p  —  n,  die  formula  hnp  —  p  —  imCl 
heraus,  welche  posito  p  prq  numéro  integro  quocunque, 
dîe  formulam  A  gibt,  wie  dçnn  auch  generaliter 
imn— m  — n***  ^inndurch  die  Substitution  m=:in*^p—n *''"■' 
alsofort  in  kryp  — /)—  1  zrrD  verwandelt  werden  kann. 

Hier  sollte  die  neue  Démonstration  folgen;  weil  sie  mir 
aber  nach  besserer  Ueberlegung  seibst  kein  Genuge  thut, 
so   r^usft    dieser   Pnnkt    bis    auf  eipp    andern  Zeît   ausgesetzt 


—   m   — 

bleib^n.  Indessen  hab«  ich  angemerkel^  da««  die  propositio 
kpmn  —  m  —  nzcD  per  substitutionem  mizi  (tn^^  —  n^  i^ 
hanc  similem  hnpq — p  —  qzJzH    verwandeit  wird. 

Aus   der  mir  communicirten  Démonstration  des  theore- 

matis:    Si  s  rz  1  H ^  -h  etc.,   erit 

erh^lUt  zugleîcli  dîe  grosse  Einsicht  des  Hu.  Autori#  iu  der- 
gleicheii  Sachenj  und  die  unterschiedenen  applicationes ,  so 
Ew«  vop  dem  theoremate  selbst  machen,  halte  ich  fiir  sehf 
merkwurdig.  Die  summae  serierum  G  et  J  sind  eben  di^je-- 
nigepy  so  ich  gefunden  batte;  die  s^imma  D '-\- H  war  mir 
auch  bekannt. 

Dass  die  summae  serierum 

''='-K'-t)+K'-t+4)-*- 

und 

*=f'-K'-4)+i('-î+T)-"- 

SO  ich  gefunden  zti  haben  yermeinet,  aus  einem  bloisetf 
Sdtraihfehler  entstailden  waren^  habe  ieh  selbst  schon  in 
meinen  letaten  Schreiben  erinnert;  ich  batte  dahero  auch 
an  selbige  séries  niiJit  gedacht,  wenn  ich  sie  nichi  in  Dcro 
Schreiben  wiederbolet  gesehen,  worauf  ich  denn  alsofoft 
befunden,    dass  beyder  sunima   von 

dependiret.  Ew.  inferiren  mit  grôssestem  Recht,  -dasa  mwmm 
irh  die  seriem 

auch  siimmiren  kônnte,  alsdaun  zzzp-j-r  gefunden  sejn 
wiirde.    Nun   lâsset  sich   zwar  dîe   séries  r  gar  schôn   sum-v 


—    iw   — 

liiîren^  denn  »îe  i»t  rr^^ ^ — 9  aber  p  weiss  ich  nicht  an- 

ders  zu  exprimiren  als  dureh  z  —  r.  Ich  hatte  auch  in  mei- 
nem  vorigen  geschrieben,  dass  ich  die  summam  seriei 

l+i(i+4-)4-3^(l+4+4-)-hetc. 

noch    nicht    wùsste;    8elbigc   aber  dependiret  gleichfalU   von 

der  summa  z,  und  ist  zz —4-       «  ^' 

Ans  Ew.  letztem  Schreiben  vom  i9.  Januar  ist  mir  lieb 
gewesen  zu  ersehen^  dass  die  séries  a,  (i  und  b  nicht  von 
den  leichtesten  zu  sumroiren  sind.  Was  nun  die  séries  a 
nnd  2/9-^6  betrifft^  so  kommen  unsere  methodi  darin  vôllig 

iVberein ,  dass   a-zz-^AA   und  2 /9  -k  6  rr     ^        ;    faierin 

aber  sind  sie  unterschieden  ^  dass  Ew.  Méthode  gibt 

(i—AC—\  BB,  b  =  BB—^E, 
meine  hingegen 

Den  valorem  p^  —  BB-^^  —  E  finde  ich  richtig^    die  ùbri- 

gen  habe  noch  nicht  untersuchet.  Meine  Méthode  virerden 
Ew.  ans  nachfolgendero  einigen  schemate  gnugsam  pro  om- 
nibus seriebus  huic  similibus  ersehen  kônnen:   Sit 

erit  duplum  summae  productorum  ex  binis  terminis  seriei 
A  aequale  A^  —  C:  sed  hoc  duplum  etiam  est  aequale  se- 
quentibus  seriebus 

rî)  (II)  (III) 


90 
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(I)  (II)  (lU) 


~"     V3.2*  2»  2»      y 


=  2 


+  ^  (t^.  4^  +  î^-'s»  H-  ^  -gi  +  ■^;jjs  +  «te-) 
(I)  a»)  (III) 

«*  2(4  +  4  +  4)       (4+i  +  ^) 


') 


3.3*  3*  3* 

etc. 

Wenn    nun    die    drey    columnae    perpendiculares  besonden 
summiret  werden^  so  entstehet 

(n)-*0-+-i(*+-T)+^(*+T+4-)  +  «*«-) 

(in)-2(l-Hi5(l+i5)  +  ij(l+^  +  4,)  +  etc.) 
Die  letzte  séries  aber  ist  bekanntermaassen  gleich  >  also 

mus8  die  mittlere  seyn  A^  —  C  —  -z— ■  +  t7:t  =:  "",^^ —  oder 

^  3.6     I      180  180 

«  +  i('+f)  +  ^('  +  T  +  4) 

+  s('  +  t  +  t  +  t)+«^-=^- 

Dass  da»  theorema  kmn  —  m — ImD  von  Ew.  schon 
lângst  demonstriret  worden^  habe  ich  nicht  vergessen;  es 
ist  aber  nur  die  Frage  gewesen^  ob  man  es  nicbt  nocb  auf 
eine  andere  Art  demonstriren  kônne? 

Goldbach. 


m 


LETTRE    L\. 


GOLDBACH    à    ËU^ER. 

SoMi|Ai»É|l  Rectification  d*nne  erreur  commise  dans  U  lettre  prik^Kléute.  Ûb^v*- 
tioni  ultérieures  tur  U  sommation  des  séries. 


d.   la    Febniar  il 4$, 

Da  ich  anjetzo  nach  Kônigsberg  schreibe^  so  habe  Gegen- 
wârtiges,  als  Postscriptum  zu  meinem  letzten  Briefe  an  Ew. 
mit  absenden  und  zugleich  einen  abermal  eingeschlichenen 
Fehier  corrigiren  woUen^  denn  die  summa 

:  ,=,-4(.-^)+-l(,_l+4)_«c. 

ist  nient  z g — |-  Y»  •ondern  z  —  — — (-  u,    yfeïm 

•'='-K'+4)+4('+4+4) 


—    1W    — 

Setzet  man  fcrner 

^='-î.-0-4)+K'-T+4) 

so  wird  W-4-V3Z— r— • 

'  3 

Sonst   habe   ich   auch    observiret,   dass   vvenn  man  setzet 


+  À0+i  +  -^«+ir)4-etc. 

* 

alsdann  sejrn  werde 

j-5^=:;5—  l-h-^-h-3l  +  -^  +  etc. 

Ich  weiss  nicht,  ob  dergleichen  casui»  bi«hero  «onderlick 
betrachtet  worden ,  ubi  séries  nz  cx>  dividitur  per  aliam 
seriem  z=:  oo.  Ich  mag  mir  nicht  die  Mûhe  nehmen  zu 
sehen,  was  per  actualem  divisionem  der  seriei  B  durch  2  A 
vor  termini  herauskommen  môchten^  weil  ich  vermuthe^ 
dass  dieselben  sehr  confus  aussehen  werden. 
Wenn  man  ferner  setzet 

so   wtrd  --j—^=.z=^l-\--^i  -\--^i±-^-\-  9tc»    worau» 

aber  nicht  folget,  dass  2C=:6,  sondem  nur  dtiss  ïiC-'—B 
eifi  infinité  parvom  aey  respecta  ipsins  B  vel  C. 

Goldbach. 
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LETTRE    LVI. 


EULER    à    GoLDB4CH. 


Sommaire.  Réponte  aux  deux  lettres  précëdentet.  M^me»  Mijett* 


Berlin  d.   36.  Febmar   I74S. 

—  —  Die  ùber  die  Âkademie  hochverordnete  GommÎMion 
bat  mir  letztens  die  versprochene  Pension  auf  das  Gnàdigste 
ronfirmirt  und  der  Hr.  Admirai  Graf  Golowin  pressirt  mirh 
tehr  meine  Scientiam  navalem  nâchstens  gegen  eine  ansehn< 
liche  Recompens  einzuschicken.  Ich  habe  solcbe  vôllig  zu 
Ende  gebracht  und  nur  um  Erlaubniss  gcbeten,  solche  vor- 
ber  abschreiben  zu  lassen. 

Was  ieb  von  den  radicibus  imaginariis  aequationum  ge- 
meldet,  dass  dieselben  immer  dergestalt  paarweis  genommen 
werden  kônnen^  dass  sowohl  das  Product  aïs  die  Summ  von 
jEweien  real  werde^  kann  ich  zwar  nicht  generaliter  domon- 


—     20t     — 

striren,  aber  doch  von  allen  aequationibus  sexto  gradu  in- 
ferioribus>  ingleichen  aucb  von  dieser  weit  generaleren  ae- 
quatione  aoj»^ +  |»aî*"  +  yx*"  +  dx^" -f  ex"  +  Ç=0,  dé- 
notante n  numerum  integrum  quemcunque.  Dahero  der  von 
Ew.  gemeldete  casus  keine  Schwierigkeit  bat.  ich  glaube 
aber>  dass  in  den  Expredsionen  ein  kleines  Yerseben  seyn 
muss^  weilen  dieselben  nicbt  zusammenstimmen  ;  denn  wenn 

c  =  l  +l/— 2  und/=— 20,  so  wird  y{kc*—f)—j^^^ 
und  nicbt  ^=  7x^:^2  •   Icb  bin  den  Spuren  Ew.  nacbgegan- 

gen^  und  glaube,  dass  Dieselben  auf  dièse  Aequation  gekom- 
men  seyn  wûrden 

x*-h8(aa+/3/î)xl/2(/î/9— aa)-h*2a*— *0a*/S*-f-12/9*=0, 
welcbe  erstlicb  in  dièse  zwey  factores  imaginarios  resolvirt 
wird 

xx  +  2(a+/9l/—l)x+*a/îV'— 1—2(^/9— aa) 

—2{a—fiV—i)V2{pp—aa)  =  0 
xx—2{a+fiV—i)x^ka(iV—\—2{(ifi—aa) 
+  2(a— /3l/— l)l/2(/î/9— aa)  =  0, 
dahero   die  k  radiées  sehr  complicat  seyn  wûrden.    Demun- 
geacht    aber    ist  eben  dieselbe  Aequation   aucb   ein  Product 
von   diesen   zweyen   facto ribus   realibus 

xX'^2xy2{(ili—aa)-\-6fi(i—2aa—0 

XX  — 2x/2(/9,^—aa--h  2/9/9— 6aa  1=0 

woraus  die  Wahrheit  meines  Satzes  erbellet.  Ueberhaupt  aber, 

wenn  zwey  faclores  imaginarii  in  se  ducti  dièses  productum 

reale  jp* -}-'JBxx -|- Cx -f- Z)  herausbringen   sollen,   so  mus- 

sen  dieselben  also  bescbaffen  seyn 

xx4-(*  +  cK  —  i)  X  —  aa  —  ab-^bcy — 1  ^  acy  —  1 

xx—(b-^cV—i)x  —  aa^ab'^bc\/—  1  —acV—  1 

Nun   aber   kann   das  productum  dieser  zwev  factortim  imd\ 


—   aoi  — 

ginarioruin  auch  in  dièse  ewey  fstdoreè  féales  retolvirt 
werden  acjcc-f-  2ax  -f-ao  —  66)  (o6x  — '2ax-|-«o-4*  ^^)* 
Gteichergestalt  wenn  eine  Aequation  nachfolgende  4  radiées 
ifnaginarias  hat 

I.  x  =  P'^(fV—i^V(pp-^2pqV~i'^qq^r-^sV--i) 
H.  x~p-^q\^—i—V(pp-\-2pqV—i'-qq--r^lfV^i) 
m.  05  zr  p  —  ^V"— 1  -fV{pp^2pq  ^-^i-^qéf'-^r-\-sV--i) 
lV.x  =  p—q\^~-i--'V(pp  —  2pqV—i--qq-'rj-sV—i) 
um  abzukùrzen^  setze  ich  pp  —  qq  —  rziLl,  2pq  —  s:zlu, 
so  wird  erstlich  V{it-\-  uu)  di  t  allzeit  eine  quantitas  posi- 
tiva, und  folglich  V{±  t  -^^  V{tt  ^  uu))  eine  quândtàs 
realis  seyn.  Dièses  vorausgesetzt ,  so  ist  die  siimma  fadiettm 
I  4-  m  :^  2p  -I-  V{2t'^2  Vitl-^  uu)):,  summa  II  +rV  — 
âp  —  V{2t'\-  2  \^[tt  ^-  iiu]) ;  productum  radicuïù 
lAM—pp-^qq-^p  l/(2^  +  2  V[tt -f  uu))  +  V{it  +  UU) 

-f  1/  >^(—  2^  -f-  2l/(«H-:  tta))  ^ 
productum  radicum 
l\.\y—pp-\-qq—pV{2i'^2]/[tt-\-uu))-\-V{tt-\-uu) 

-^qV\—2t^2V[tt^-uu)), 
welches  ailes  quantitates  reaies  sind. 

Ew.  transformatio  formulae  kpmn  —  m  —  n  nz  D  in  hanc 
knpq  —  p  —  ^ZEiD  ope  substitutionis  mizzkn'^  q  —  n  kann 
ein  grosses  Licht  zur  Démonstration  geben;  Denn  wenn 
man  nur  demonstriren  kônnte  dass  kpmn  —  m  —  n  kein 
Quadrat  sey,  wenn  m  eine  Zabi  ist  von  dieser  Art  knnq — n, 
so  wùrde  zugleicb  demonstrirt  seyn  dass  kpran- —  m  —  a 
nullo  modo  ein  Quadrat  seyn  kônne.  Eine  gleiche  Trans- 
formation gebt  aucb  an  durcb  dièse  Substitution 


oder 


—     20S    — 

Ich  kaun  auf  keine  Weise  herausbringen,  dast  dieae  séries 

denn  da  aile  termini  evoluti  von  dieser  Form  — 7 — ; — r  sind, 

und  — 7 — ; — r=:—  • h  —  •  7 — î-T*  »o  folffet  nach 

xx{x-f-n)         n     XX        nn     x         nn    (ar-j-#t)  ^ 

der  von  Ew.  mir  gûtigst  communicirten  Méthode,  dass 

r=51^_.+i(.+|)-^(.+l+±)+..c.. 
aUo  mùMte  seyn 

4«=._^(.+l)+^(.+-i+l)-«c. 

Ich   finde  aber  die  summaiii  dieser  séries  per  approximation 
nem  =:0>7504^  und  folglich  grôsser  als  12. 

Dass  dièse  séries 
/î=l+^(l4-4-)-l-^(lH--lf-l-)-hete.-^C-|BB 
habe  auch  durch  Ew.    Méthode  gefunden.  Dass  ich  also  die 
Summ        ,     — T^^   ^^^  verdàchtig  halte ^   weilen  proxime 
^^^—2,5*335  und  y  BB=:  0,722 W,  und  also  der  valor 

fïlr  j9   viel   zu   gross  herauskâme,     dièses   wird   noch   mebr 
beilitigt,  wenn  Ew.  angeben 

*=  *  +  fO  +i)  "^  ?(»4  5^+3^)-f  etc. 

nn  tin* 

denn  da  BBzz  iM^^^^  und  ,  ^1"1  ^  =  1,86513,  so  wùrde 
b  negativum  werden. 

Fur    die    von    Ew.    mir    gùtigst    rommunirirte    Méthode 
sage  taiisendfoltigen  Dank,  indem  dieselbe  weit  leichter  und 
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natûrlicher  auf  dièse  séries  Icitet,   als  diejenige,  welche  ich 
.  gebrauchet   und   sehr  embarassant  ist.    Dm   aber  dièse  herr- 
lirhe  Méthode  auf  die  folgenden  casus  zu  appliciren^  so  habe 
dièses  Leinma  gebraucht 

.      ^(^+0    /    <       -^-  IN 

i.'i. 3. «"-+-»  Vx"-«  -»-  (x4-a;"-V"i"^^- 
bis  man  ad  potestates  primas  ipsarum  x  et  x  '■\-  a  kommt. 
Y  on  den  signis  ambiguis  gelten  die  oberen^  weiin  n  ein 
numerus  par  ist,  sonst  die  unteren.  Wenn  auch  ungleiche 
dignitates  mit  einander  multiplicirt  werden,  so  dienet  diè- 
ses Lemma:    ^^(j^^jn  +  ^+-i)m 

/»(n+t-     /_L^    ^  t  \  _ 

'     a"'  Vx"  —  (x+a)"/  1  a"»-Hi  Vx"-»   "»-  (x+a)*»- V 

4.JÎ^+1)    /^_L«  -^  ^        ^        etc. 

Wenn    man    nun    setzt   Pzzl  +  ^  +  ^,  +  ^  +  etc., 
Q  =  *  +  ^  +  ^  +  4^  +  etc.  et   Z  ■=  1  H-  j^  -t-  pipi 
r^qr^  -|-  etc.,   so  findet  sich 


"  V        -^  —  H"  1  jm  +  î''^"*    •"  3^.4'"    ' 


etc. 


-+"  j-j»  4"  ïm  VI   T  3'"  5*     «      ^^^' 
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etc. 

Wenn  man  nun  sowohl  gleiche  als  ungleiche  dignitates  mit 
einander    multiplicirt ,    wîe   Ew.   unfeblbar  werden    gethan 

haben^  so  finde^  wie  schon  vorher  gemeldet, /9:z:^ C — ^BB 

und  b'^iBB -E  und  wenn  man  weiter  geht  und  setzt 

/S=l+^(l+^)+etc. 

to  Bndet  tich  y  =  A  E  —  BD  -\-  ^  CC  und  2a-{-5p-=. 
iOBD —  -5-^^*  wo  ^,  B,  C,  />,  etc.  die  vorgemeldten 
valores  behalten. 

Die  séries  Blz:l-|-^-t--8  +p+  etc.  will  sich  noch 
auf  keine  Art  tractiren  lassen.    Ich  fand  letztens  per  appro- 

ximationem^   dass  BBz:z:A —9    welches  ziemlich  genan 

eintrifft^  aber  doch  nicht  Stich  Jiâlt^   denn  es  ist 

BB  =l,*U9i0798i3  und      i4=:l,6iW3*0668* 
^  — 4-=lMW3*0668*  und  BBz=:A  —  ^  4-  ^^^t^  . 

5  ^  5     I    100000000 

Inzwischen  ist  der  nexus  zwischen  dieser  Série 

B=»  +  i  +  ^  +  ^-hetc. 
und  den   iangst  bemerkten  Bruchen 


1^       I       j^      3      5       691       35 

î'  T'  T'  ïô' T'   ôiô'    T 


etc. 


reofiarquabel  ;  denn  wepn 

9o  ht  B  i  -\--^s.  Der  Bewei»  davon  steht  inmeinerDÎMer- 
tation  :  De  imfentione  termini  suntmatorii  ex  dalo  termino  geiie- 

ro/Û  Denn,  wenn  man  setzt  znzt  +  ^-^jf  -f  •••-}>  uiid 

jP:n  1  -|^^  +  ^-|- etc,  in  înfinitum>  so  wird 

m^^  1     ^  ^      I    ^      ^  11.11         3       1 

—         «^  2x*         2x»    "^2     2x*         6     2x*    '^S     2x*         10    T?® 
"*"  T"2^ï^~210*2V*  +  ®^" 

Wenn  man  also  fur  x  eine  beliebige  Zahl^  als  10,  nimmt, 
•o  kann  man  per  additionem  actualem  Z  finden:  es  wird 
nehmiich 

Z  =;  1,19753198567^1932516686862869780 
dahero  ist 

—  '*  2ÔÔ        t2000     '    40000         12000000    '     1200000000 

und  wird 

B=  1,202056903159591. 

Gleîchergestalt   kônnen   auch  die   summae  serierum  reliqua- 

mm  potestatnm  gefunden  werden,  nachdem  man  einige  ter- 

nmot  ab  initîo  artu  addirt  bat.    Als  es  sey 

-Z  =  l+^  +  ^-f---^  "nd  iV=l4-ij  +  l4^ctc.ininf 
so  wird 

TV—   Z  4-  -î-    .         ^         . ^^ k   -^ î^rr 

~  '     «-1      x"-*  1.2.x''~12.3     2x"-«-* 

n(/i+1)(n4-2)         J n(n+t)...(n  +  ik)  i 

fi-f-i     l 


1.2  3.4.5         Bx^-t-*     »  1.2.3. ..7  Sx*'-'"* 

/t(;t+l)...(n  +  6)  3  .    n(ii+l)..<n4-8)         5 

1.2.3. ..9          'lOx*-^-^'^'       1.2.3   ..11       'ex**-»-» 
n(/i4.1)...r/i-f  10)  691  .       ^ 
1.2.3.    :i« 210x^H-ti  +  e^- 
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Durch  dièse  Regql  habe  ioh  narhfolgende  summas  vero  pro- 
xitnas  gefunden 

+  i  +  ^  -H  etc.  —  l,6itW3*0668*8226W6  =;  A 

-h  ^  -f-  ^  -f-  etc.  =:  1,20205690315959*281  =  B 
+  i  +  ^  +  etc.=  1,082323233711138191  =C 

+  ïf  +  Jf  -h etr.  =  l,036927T55i 06863293  =  /) 
-*-  i  +  3«  -H  ^^^'  ^  1.0173*306198HW139  =  E 
+  ^+  ^+  etc.  =  1,0083*9277386601872=:  F 
^  fi  -^  js  +  «tr.  =  1,00\0773561979**339  =  G 
-h  ^  -t-  jT  4-  etr.  =:  1,002008392826082210  =:  H 
-\-^-\-^o-^  etc.  =  1,00099 V575 1276 18085  =  / 
+  2ÎÎ  4-  an  +  etr.  =  1,000*9418860*19*651  =;  K 
+  2^"»  +  ?"*  +  ®*'^-  =  *  ,0002*60865533080*8  =  I 
4-  ^r»  +  sTi-h  «*<*•  =  1,0001227133*75857**  =  M 
-I-  ^-h  ^,  -|-  etc.  =  1 ,0000612*813505870*  =  N 
+  2"  +  âîi-h  et<^  =  1,000030588236307020  =.  0 
^  _L  -|_  _J,  4-  etc  =  1 ,00001 5282259*08657  =  P 

Bald  wird  der  7'^  tomus  von  den  hiesigen  Miscellaneis 
zum  Yorschein  kommen^  welcher  ziemlich  stark  seyn  wird^ 
indem  ich  allein  in  der  niathematischen  ClaM  auf  28  Bo- 
gen  habe.  Darunter  ist  eine  grosse  pièce  von  dem  Conieten 
des    vorigen   Jahres  iind    eine   neue    Art  die    séries 
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0 

1  +  ^in  +  3^    +  fîlï  +  etc. 

zu  summiren,   welche  bloss  allein  durch  Dîfferentiation  ge* 

sehiehet.  —   Vor  etlicben  Wochen  hat  man  wiederum  einen 

Cometen  allhier  gesehn,  welcher  aber  obne  Schwanz  und  sehr 

klein  war^  aucb  nur  10  Tage  lang  aus  dem  Dracone  durch 

Ursam  majorem  in  Leonem  minorem  geheiid  observirt  wor- 

den;  es  ist  aber  keine  so  accurate  Observation  gemacht  wor- 

den  y    wodurch    man    seinen    Lauf  bestimmen    kônnte.     Die 

Opéra    Joh.  Bernoullii    omnia   werden   bald  aus  der  Presse 

kommen    und    unserm   Kônig   dedicirt  werden.     Es  nimmt 

mich   sehr  Wunder   ob  Ew.  mit  der  Âkademie  in  gar  kei- 

ner  Connexion  mebr  stehen. 

Euler. 


»*  ■^■■^ 
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LETTRE    LVII 


GOLDBACH    à    EULKK. 


Sun  M  A  IBE.    Mlrot*   MijcU. 


St.  P«t«rtbtirg  d.    9S    M«r«    f74<. 

Endlich   stellet  sicli  die  denionêtratio   nova  eiii^  •<)    im  Fol- 
genden  bcstehet: 

Lemmn  I.  Si  aequatio  B . . .  Kmn  —  m  —  1  n:  a*  non  eil 
possibilis  casu  quo  m  est  numerus  hiijus  fonmae  ku  —  1, 
neque  ullo  alio  casu  ipsius  m  erit  possibilis,  ut  in  superio- 
ribus  litteris  ostensum  fuit. 

Lemma  2.  Si  vera  est  aequatio  h,  vora  etiam  erit  C.  .  . 
\Mn  —  iM — 1 1=  ^*,  posito  Ain.  2a  f  m-f-*n  — I,  fiel 
enim  y4  7r:a-|-4a — 1. 

Sed  aequatio  C  non  potest  (ieri  vera,  nisi  Ai  sit  numéros 
hujtis  forante  i^i^—  1  (per  lemma  I),  erit  igitur  Mzz.kU'-i 
rr2a-f^*n —  l-|-*ii  —  \,  ergo  *i^=:2a-f- %n -f  i^ii  —  t, 

Cêrrtsw.  maih,  et  pkps.  T,  l.  |^ 
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hoc  est  nunierns  par  =:  numéro  inipari,  quod  est  absurdum, 
ergo  et  aequatio  B  est  absurda. 

Similiter  de  aequatione  D  .  ,  .  kpmn  —  m  —  nziza^  j^di- 
caiidiim  est,  quae  vera  esse  non  potost,  nisi  sit  m  hujus 
formae  kn^q  —  n  (ut  m  superioribus  litteris  ostensum  fuit), 
quo    facto   erit   k  p  n  M  —  M  —  n  zzz  A^ ,    si    ponatur 

Mzizdkpn —  1)  -|-  2o  -f-  mj,    J:=z{\pn —  1)  -f-  o. 
Sed  quia  m  est  hujus  formae  kn^  q  —  n  et  JU  hujus  formae 
hn'^  Q — a,  habebitur  kpn — i  +  2a  -[-  *'i*7  =  ^^*Q^  hoc 
est   numerus   impar-n:  numéro   pari,    quod    rst   absurdum, 
ergo  et  aequatio  D  est  absurda. 

Was  ich  von  den  radicibus  imaginariis  erinnern  wolleu, 
gehet  eigentlich  dahin,  dass  \Veil  die  vier  folgenden  radiées: 


xzz. 


in   se  ductae  x^  ±  2ar^ yVx-f/^^O  geben^    folglich 

auch    so    oft  als  y  und   2aK(-T- — f)   numeri   reaies  sind, 

zweene  von  gemcldten  radicibus  in  se  ductae  numéros  rea- 
lei  hervorbringen  mùssen^  wcnn  aber  Ew.,  wie  Sie  in 
Dero  letztern  Scbreiben  melden^  die  Wahrheit  Ibnes  asserti 
von  allen  aequationibus  quartae  potestatis  demonstriren  kôn- 
nen,  so  cessiret  das  angefûhrte  diibium  von  selbsten. 

Aus  den  in  Ew.  Scbreiben  beygebrachten  Umstiinden  sehe 
ich  wohl,  dass  die  von  mir  angegebene  summa  aus  einem 
Irrthum  cntstandcn ,  wobey  ich  die  von  M.  Vaugelas  in  den 
Remarques  sitr  la  langfie  Jrançaise  gemachte  Erinnerung  ap- 
pliciren  muss,  wenn  er  saget,  dass  im  Fall  es  sich  finden 
soUte^  dass  er  selb9t  anders  geschrieben^  als  er  nach  seinen 
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Remarques  hàtte  schreiben  sollen,  man  alsdaiin  nicht  seinem 
Exempel^  sondern  seinen  Regein  zu  folgen  habe.  E^  iti 
mir  also  sehr  lieb,  dass  Ew.  an  meiner  Méthode  etwat 
Gutes  gefunden^  ohngeachtet  in  die  von  mir  angefùhrten 
Exempel  einige  Fehier  cingeschlichen  sind. 

Wàre    mir    Ew.    lemma  ,    wodurch  -=-, — --  -  _  in    andere 

Jr    (o:  -f-  ay 

séries  resolviret  wird,  eher  bekannt  gewesen,  so  batte  icb 
die  enff  âbnten  summas  viel  leichter  und  ordentlicher  finden 
kônnen.  Ich  habe  indessen  angemerket^  dass  wenn  die  summa 

seriei^    deren  formula  generalis  ist        _  ^^  fur  bekannt  an- 

genommen  und  =z  a  gesetzt  wird^  alsdann  jede  séries^  cujus 

terminus  generali»  est  .      ,     ->   ubi  p   sit   numerus   quicun- 

que  integer^  exprimiret  werden  kann  per  a  et  quadraturam 

circuli^  hingegen  kann  ich  die  séries  hujus  formae  ^, 

date  p  numéro  quocunque,  nicht  anders  ad  quadraturam 
circuli  reduciren^  als  cognitis  summis  trium  casuum  p  m  1 1 , 
p  HZ  iO,  pzzzd,   aut  aliorum  trium  bis  aequivalentium. 

Es  wird  Ew.  vermuthlich  nicht  schwer  seyn   Ihr   lemma 

auch    auf  -^ — ,„     '    ,    r^ ■ zu    extendiren:    so 

ist  z.  Ex.  positis  pzzLk,  qzz:  —  3,  r-zi-^i ,  die  summa  seriei 

wenn  u  die  summam  seriei =ri  andeutet. 

('i  X  —  3)* 

Imgleichen,  wenn  pzz,h,  q^z  —  2,  rrrO,  so  wird  die 
summa  seriei 

«a:*4-/3x+y    an*    .p{n*  —  Hll)  7(jr«~17/a) 


Wenn  man  set zet  «'^ir  —  -|--^+— •••H 


3.-i' 


I 


—   fiia   — 


I 


<(2n+l)  ., 


t.  1 


c— 


"  — »n(n^l)  ^•^^(«+l)*nn  V  ~^  n-\-\>  ~  6(n+  1)« 

'•    ■        -  j  TSTt 

I  ;r;r 

sb  werden  die  quantitatcs  AC  el  BB  deste  wenigcr  von 
einander  diflFeriren,  je  grôsser  delr  numierus  n  genommen 
wird. 

Wa8  Ew.  von  der  summa  seriei  B  in  Dero  Schreiben 
beyfùgen,  halte  ich  fiir  sehr  merkwûrdig.  Die  Dissertation 
de  inverUione  tcrmini  summatorii  erinnere  ich  mich  nicht  ge- 
sëhen  zu  haben ,  weiss  aùch  nicht^  ob  dieselbe  in  Berlin  oder 
«ilhier  herausgekommen  ist.  Fur  die  mir  communicirten 
sttinmat  in  tsrtninis  decimalibus  danke   ich  ergebenst 

Goldbach. 
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EULER    à    GOLDBACH. 

SoMHAïKX.  Insuffisance  de  la  démonstration  de  Goldbach  du  tbéorèma 
4m H  —  m.—  IZCa^.  Kësolutîon  des  fractions  composées  en  fractions  aimplet* 
Rapport  fini  entre  deux  sénés  infinies  Le  terme  général  d*une  kérie  étant 
donné ,  trouver  le  terme  sommatoire  de  cette  série  Méthodes  d'approximation 
pour  trouver  le  nombre  ir. 


Berlin   d.  0  April   1748. 

Ew.  bin  îch  fur  die  mir  gùtigst  ùberschriebene  Démonstra- 
tion ,  dass  kmn  —  m  —  1  keine  Quadratzahl  se'yn  kann^ 
gehorsamst  verbunden.  Die  raisonnemens  darin  sind'  wégen 
der  propositionum  exclusivarum  und  infînitarûtn ,  80  darin 
hàufig  Yorkommen,  so  tiefsinnig^  dass  ich  viele  Mûhe  gehabt^ 
elle  ich  diesrlben  habe  vôllig  einsehen  und  aus  einahder 
wickeln  kônhen,  und  die  gewôhniichen  Regeln  der  Logik 
scbeinen  mir  dazu  kaum  hinlànglich  zu  seyn.  Allés  beruhet 
anf  cleiii  cjrsten  lemmate^  und  wenn  dasselbe  ééine  Richtig- 
kcH  bat,  »o  ist-^an  der  Démonstration  nicht  d^  Oeringstè 
aoszuftetzen.     Ew.    béi^fen   tich  -wegcfn  dietës^  l'emmattt 'àdf 
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Dero    vorige   Bricfe,    au»    welohen   ich   dièse    Démonstration 
gezogen : 

I.  Si  knx  — X' —  1  est  quadratum  casu  x:zim,  tum  erit 
etiam  quadratum  casu  x  n:^  16 m n*  —  in  —  I. 

IL  Ergo  si  inr  —  x — 1  non  est  quadratum  casu  flcz= 
16  mn*  —  in — 1,  tum  eidem  formula  knx  —  x-^l  non 
erit  quadratum  casu  x  zz,m. 

ni.  Cum  igitur  16 mn*  —  ^n  —  1  contincatur  in  forma 
kv  —  1 ,  si  deuionstretur  formulam  knx  —  x  —  1  quadratum 
esse  non  posse  casu  xziz  ki^  —  1  ^  tum  etiam  certum  erit 
forfpulam  krnn  —  m — 1   quadratum   esse  non  posse. 

IV.  Quare  formula  kmn — m  1  quadratum  esse  non 
poterit,  nisi  quadratum  sit  haer  formula  knx  —  x — 1  exi- 
stente  x  numéro  formae  ki^  —  1. 

V.  Quoniam  ergo  hae  formulae  kmn  —  m  —  1  et  knx 
—  X  —  I  congruunt,  formula  kmn  —  m  —  1  quadratum  esse 
non  potest  nisi  sit  m  numerns  formae  kt^  —  1. 

Wenn  dièse  let/te  Conclusion  ihre  Richtigkeit  hat,  aïs 
worin  Ew.  erstes  lemma  besteht^  so  ist  die  ganze  ùbrige 
Démonstration  vollkommen.  AUein  eben  dièse  letzte  Conse- 
quenz  erwecket  bei  mir  einen  Scrupel,  welchen  ich  nicht 
wohi  mit  Worten  ausdrùrken  kann.  Dass  aber  dieser  mein 
Scrupel  gegrùndet  sey,  kann  ich  dadurrh  zeigen,  weilen 
man  auf  gleiche  Art  beweisen'kônnte,  dass  kmn  —  m -|- I 
kein  quadratum  seyn  konnte,  nisi  sit  m  numerns  hujus  for- 
mae kv '\'  1,  welches  doc  h  falsch  ist.  Dièse  Démonstration 
wùrde  also  lainen: 

I.    Si    in  r  —  X  -1-  1    est   quadratum  rasu  a;  rz:  m,    erit 
etiam    quadratum    casu   x:iz{6mn^-\'kn-\-l,    fit    enim 
ÇVmn*—  I6nin*  f-  I6a  -  n::  16n*(«nna  —  m -f  1). 


—  a«  — 

n*  Ergo  si  h^nx  ^-^  X  '\-  i  non  fuerit  quadratum  emk 
jF  zn  l6mn*-4"  ^n-f-  1,  non  erit  quadratum  haec  forma 
kmn  —  m-(-l. 

ni.  Gum  îgitur  16  m  n*  4^  in-}-  1  contineatur  in  forma 
l'i^-f-l,  si  demonstretur  formulam  knx  —  x-^i  quadra- 
tum esse  non  posse  casu  x  in  ki^  -\-  l ,  tum  simul  certurri 
forets  hanc  formulam  kmn  --  m-\-  i  prorsus  quadratum  esse 
non  posse. 

IV.  Quare  formula  kmn  —  m -f~  1  quadratunt  esse  non 
poterit,  nisi  quadratum  sit  haec  formula  knx  —  x -|- 1  casu 

xzn  il'  -f"  ^• 

V.  Quoniam  ergo  formulac  4'mn  —  m-j-leti-nx — a5-(-l 
congruunt^  formula  kmn  —  /?i -j-  1  quadratum  esse  non 
poterit  nisi  sit  m  numerus  formae  tki^  -|-  1. 

Da  nun  in  dieser  Démonstration  ein  Fehler  gewiss  steokt, 
so  kann  auch  die  vorhergehende^  als  welche  dieser  in  allcm 
gleich  ist^  nicht  admittirt  werden.  Yielleicht  kônnen  ab^ 
Ew.  von  Dero  erstem  lemmate  eine  anderc  DemonStratiop 
geben,  welche  dieser  Difficultat  nicht  unterworfen  ist,  deren 
Richtigkeit  am  fùglichsten  auf  gleiche  Art  erkannt  werden 
kann,  weyin  nehmiich  Ew.  aufauchen  werden,  ob  eben  das- 
selbe  ratiocinium  nicht  auf  die  Formul  kmn  —  m -f-  t  wch 
appliciren  lasse. 

Was  die  andere  Démonstration  betrîfft,  dass  k pmn  — 
m —  n  keiii  quadratum  seyn  kôniie^  so  kommt  gleicherge- 
ttalt  die  gan/e  Sach  nur  darauf  an,  dass  man  richtig  be- 
weîse,  dieselbe  Formul  kônnc  keine  Quadratzahl  geben,  nisi 
sit  m  =:  knnq  —  n.  Wenn  dieser  Satz  seine  Richtigkeit  batte, 
so  wùrde  die  folgende  Démonstration  nicht  einmal  nôtbig 
scyn ,    wcilon    ob   eandem   rationem  auch  seyn   mùsste  n  =: 


—   ate   — 

kmmr —  m,  und  folglidi  ziigleich  m'<Cn  und  n  ^m,  wel- 
dbes  unmôgUch  itt.  Man  kônnte  .aber  auf  eben  dièse  Art 
auch  be weisen ,  dass  pmn  —  m  —  n  nimmer  ein  quadratum 
•ejn  kônne>  denn  kraft  eben  des  vorigen  ratiocinii  musste 
pmn  —  m  —  n  kein  Quadrat  seyn  kônnen ,  nisi  sit  m  -zz 
nnq  —  n  ;  nun  aber  wiirde  dieser  Schluss  der  Wahrheii  docb 
nicht  gemass  seyn. 

Ungeacht  ich  aber  auf  dièse  Weise  in  dem  ratiocinio  ei- 
nen  Fehler  verspûre^  so  muss  icb  doch  gestehen^  dass  ich 
denselben  nicht  deutlich  darthun  und  vor  Âugen  legen 
kann,  welches  doch  sehr  nôthig  wâre  um  in  andern  Fâllen 
denselben  desto  sicherer  verrneiden  zu  kônnen. 

Meine  Regel  um  eine  solche  Expression 

in  ihre  partes  simplices  zju  resolviren,  wenn  nur  A:<m-|-n, 
▼érhàlt  sich  folgendergestalt.  Sint  partes  quaesitae 

'     (rx-*)"  "^   (rx-  *)"-»     '     (rx-s)"-»  "^  (rx-s)"-»  ""^ 

""    rx  —  1 

Ponatur   brevitatis   gratia  ^ ^  ,     Z*  ^  n '  z::  Q  et 

quaerantur  per  differentiationem  continuam,  posito  dx  con- 
stante,  valores   ^i     -- ^i    ,-x*  ^ï    etc.    eritque 


0.  B 
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i      dQ 


i.p  dx  '  r      •»  * 

.  >    posito  «  ^=  —  • 

^  —  rrj^' dP^ *      ^—ÛTrrp'd^'  etc.J 

Simili    modo    ponatur  p — j^  .^ ■ r:;  S ,    enl 

Wenn  aI»o  dièse  Formul    .   '*^-X  ,^  _  <Nit  proponirt  wird« 

»"  die  parte,  ^j^,  +  — ^^  +  ^-^^  +^  zu  Hnden. 
•o  wird  erstlich 

(4x-l;*     '   ^ — (4x-l)*  (4x-l)» 

und  posîlo  X nz -—  ob  piz:  t  et  ^ :zi  3,  erit 

^       A*  4  î^  +  c       0       I    '  L  I    ^ 
ifmi» — .*'  '     -ziL  —  aA — oA c 

4                         64         I     16         '      4 
g—   t   /fg  +  A        |a-65--8c\  a  I  t 

4  V       4  8  J  64  8  4 

Hemach  ist 

« axx'\-hx'\'c     dS 'ïax'\'h         8(aj:x-f-6x  +  c) 

'^  —      (4x— 3)*      '  rfi  ~  (4x-3)»  (4x  -  3)» 

«nd  potito  «:=:—  ob  rzzk  et^zzil,  erit 

a  _  ùî±ii±f = 1  „ + jLj + i.  c 

Folglîcb  wird  die  proponirte  Expression  ;.  ^^^^>^^  "L^J  **^ 
dîete  partes  resolvirt 

j_       .  9  3 I 1 ,  3  \ 

'     ^  V6%(4x~3)*         64(4x-3)  ^  64('»a  -  I)»    '    6i(4x-  1)/ 

•     *  Vf  S  (4'jr  -i.  3)*  ~  t(4x-3)    +^  |8(4x  -  I)»    '     g(4x^  f)  / 
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~  ÎÎÏÏ*  1.2...13^.ri^  +^^^'- 

dâ  ob  mtegrationem  fXdx  eine  solche  constans  mute  addirt 
oder  subtrahirt  werden ,  dass  die  ganze  expressio  vrird  n:  0, 
-Wenn  x-0. 

Wenn  aiso  zum  Exenipel  der  terminus  summatoriut  von 
dieser  série  l-|-2*+3*-j-4'*  +  etc +  ^*  gesucht  wer- 
den sôU,  «o  ist  ^=:aî*,   IXdxz:z--x^,  ^=8»',  dx*^"^ 

7.8x%  ~  =  6.7.Sx*,  ^*^J=:5.6.7  8a;\  ^^f^ 4. 5.6.7.8 a;*, 

^yn:2. ï.i  5.6.7. 8aj,  ^-|- —  0  imd  die  folgenden  diflfe- 
rentialia  aile  evanesciren.  Dahero  wird 

So  oft  also  X  eine  functio  intégra  von  x  ist,  weîlen  bej 
einer  jeglichen  Differentiation  die  dimensiones  abnebmen,  so 
jDQuss  immer  ein  terminus  summatorius  in-  forma  finita  gc- 
funden  werden.  Wenn  aber  der  terminus  generalis  X  eine 
Fraction  ist,  so  geben  aucb  die  differentiationes  in  infinitum 
fort  und  folglich  wird  der  terminus  siunmatorius  per  seriem 
infinitam  exprimirt.  In  diesem  Fall  kann  aucb  die  constans 
adjicienda  nicbt  andcrs  gefunden  werden  als  dass  man  da- 
tum  terminorum  numerum  actu  addire  und  die  constantem 
so  annehme,  dass  in  diesem  Fall  die  bekannte  Summa  beraus- 

komme.     Als  es  sey  5  =  1  4-  ^  4  jj  4-  ^  -f-  etc. H  ^, 

so   ist   X  zz:  -T     und  fXdst  nr  Ck>nstant  —  ir-^i    femer 
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dX  _       _3^     £!£?—?:.*     ^»3:_       3  4  5    dTX ^j/*!** 

Dahero  wird  5  'zi  Gonst. 

Um  die  constantem  zu  finden,-  so  addire  man  actu  10  ter- 
minos.  Gesetzt,  die  gefundcne  Summe  sey  Ny  so  muss^  po- 
sito  a?  :^  1 0 ,  SizzN  werden ,  aiso  wird 

woraus  dièse  iconstan^  verae  proxima  leiçht  gefunden  wird. 

Hiemach  kann  màn  leicht  die  siimmam  seriei  ad  datum 
quemvis  terminuni  finden^  und  wenn  man  die  summam  in 
inânitum  verlangt^  so  setze  man  x  nz  oo^  und  da  wird 
S  =:  Gonst. ,  also  die  constans  inventa  ist  die  summa  serieî 
in  tnfinitum  continuatae. 

■ 

Wenn  man  dièse  seriem 

JL  L_i     j,_L_4._J_  4...._L_1. 

aa     '     aaJ^i     *     aa-f-4     '     aa-^9     '  '     aa-|- 

actu  summirt,  so  ist  die  Summ  deswegen  merkwùrdig,  weil 
durch  dieselbe  die  quadratura  circuli  so  nahe  gefunden  wer- 
den kann.    Es  sey  szn 1-  — r-r  4-  — \ k  •  •  •  4 ; —  9 

3  1 

SO  wird  proxime  seyn  7r~iaj [-- — •  Aïs  wenn  man 

setït  «  in  1 ,  fit  ^  zz  1,5  e,V  nzn,  3,1666^6  .  .  .  jbu  gross. 
Sîii=:2  fit  ^=:i  +  4  +  4-=0,575;   \as—kfi  und  also 

4  5  8 

n  •=.  3.1%166666. .  .zu  groM. 


aa 


ê 
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♦o*  =:  12. V  =:*,  12307692307692^0 
•ubtr.     —  zz.  i 

a 

add.     -^  —  0,0185185185185185 

6aa         

fiet  n  zn  3,U1595*lH595'i^H5.     Dièse    ExpreMion    gibt 

aiso  die  Peripherie  ii^inier  zu  gross.  Ick  habe  deinnark  den 
exeeftsum  gesuclit,  und  gefimdeii,  dass  sey 

A  X^  -L         <      ^  <  i     *  I 

allwo  dieser  letzte  terminus  ungemein  klein  wird,  wenn  a 
mittelmâssig  gross  angenommen  wird;  denn  es  ist  achon 
«•'^=153552990,  weilen  e^i=:  23,14069.  -  Ew.  waren  ein- 
mal  auf  Operationen  bedarht,  wie  man  Zahlen  fiiiden  kônnte, 
to  ohne  einige  logeiTi  fortgingen^  uni  zu  versucben^  ob  man 
nicht  etwa  auf  eine  solche  Art  die  Zahl  ;t::::^3,1H59  etc. 
berausbringen  kôiinte.  Solche  irrejîjulare  Zahlen  kônnen  nun 
gefunden  werden  durrh  die  ordentliche  Division,  wenn  man 
bey  jeder  Opération  den  divisorein  uni  1  verniehrt;  als  aus 
diesem  Exempel  zu  sehen 

1  1  1  /k  5  7  B  4  4   10    1     10  9    6    15    6    9    18   9 

1,0  000000000  0  000   00  00   0000 


Dividend 
Divisores 


1,  2,  ."5,  4,  5,  6,  7,8,9, 10, 11, 12, 13.  Vi.  15, 1«,  n,  18,  lli,2o 


Quotus      0,4  6V7  82  7439   07   6   393   49   i  etc. 

Wenn  ich  nehmlich  so  viel  mal  nehmen  kônnte,  dass  nirhts 
ubng    bKebe,    so    nehme    ich   einnial 'weniger,    damit   dîete 
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Division  in  infinitum  fort^ehe.  Wenn  man  nun  auf  eine 
solrhe  Art  die  quadraUirani  oirculi  (inderi  kônnte^  so  bielte 
ich  dieftelbe  fur*  8o'  gut  aU  wùrklich  jçefunden. 

Auf  die    vorh^T   beschrif'îbene   Art   diirrh   die  séries  ti  rr 

h  as  —  ' — f-  - —  etc.,    wenn    fur  a  eine   etwas  grosse  Zabi» 

ats  10,  g:enommcn  wird,  kaan  der  valor  ipsius  tï  auf  viel 
Fijruren  ziemlirb  leiobt  gefunden  .werden,  allein  da  die 
coëfBcientes  sehr  irrepular  fortgehen,  so  balte  irb  keine  Mé- 
thode bequemer  uni  den  valorem  ipsius  n  zu  (inden,  ais  die- 
jonige,  welrbe  JW'bon  langstens  t:inmal  gcfunden.  Irb  weist 
fiicbt,  ob  Ew.  derselben  sich  noch  erinnern;  sie  bestebet  aus 
zwey  seriebus,  deren  jf*de  stark  ronvergirt  und  aucb  leicht 
pcT  approximationes  auf  sebr  viel  Figuren  sunimirt  werden 
kann.    Ks  sey  nehuilicb 

^—J^   1  _î 1 L..  JL4._L- î 

B_  J L  J.J -^^ y-  4  -^ etc 

1.2'      3.2»^5.i5         l.V\^,l}         11,2>»  "^   13.2>«    .       ^^' 

SO  wird  seyn  tczl^A  -(-  2  B  oder  es  ist 

_  q  I  JL_J \ L  j L  j._^      L  _! \ 

^ —      "^3  6.2        6  2        '7.2*"1"9.2»    '    lO.V         11  î*        13.2"» 

1 1 ■       . 

~  14  2»  15  2«  "T-CÏC. 

Da  in  diesen  seriebus  nur  die  potostatcs  binarii  vorkomiueu, 
so  kann  irb  aucb  solche  geben,  worin  nur  die  potestates 
von  2  und  3  entbaltcn  sind.    Also  wenn  man  setzt 

^—2  3.2»  ^5  2*  -7  2»  ^  9  2»  il  2»»  ^   ^^^* 

und  .' 

^—3  3  3»  ^5.35  -7.3^  ^  9. 3»  11. 3^»  ^  ^^^' 

so  wird  seyn  nzzihC  -^  k-D.  Dièse  séries  scbeinen  mir  nun 
Wfit   bequemer   zu   seyn .   als  diejenige,    weleber  sich  Sharp, 


etc. 


—    SB*     -- 

Machin  und   Lagni    bedienet,    als  weleh«  ihre  grotte»  Zah- 
leti  dureh  Hûlfe  dieter  terîei 

^—     1  3.3   "•"  5.3*  7.3»     '9.3*  ^*^- 

gefunden^    welche    nicht    to   stark  convergirt,    ait  eine  von 

den  ôbigen^   und  noch  dazu  dieter  Schwierigkêit  unterwor- 

fen  itt^  dast  man  erttlioh   y^  anf  to  viel  Figuren  ait  man 

haben   will  tuchen ,   und   dann  diète  betchwerliche  Zabi  be- 

ttandig  dividiren  mutt.   Detwegen  kann  tich  in  keinem  ter- 

mino    eine    revolutio   periodica  figurarum  finden,    wodurch 

man  die  folgenden  Figuren  aut  den  vorhergehenden  finden 

kônnte.   Dahingegen  bey  meinen  teriebut  dieter  Vortheil  in 

eMuem  jeden  termino   ttattfindet^    to  datt  ich  wohl  10  ter- 

minot  per  fractionet  decimalet   von  meinen  teriebut  evol- 

viren    wollte^    ehe   Lagni    einen   einzigen   von   teiner  evol- 

virt  bat. 

Euler. 
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LETTRE    LIX. 


GoLDBACH    à    EuLEft. 


Somma IBE.     Ontinnatlmi  tnr  les  mteet  Mijeu. 


St    Petersbfirg  d.  4.  Mû   I74S* 

Ich  tehe  in  der  That,  dass  das  letztlîch  angefûhrte  lemma  1 
nicht  alsofort  aus  dem^  was  ich  vorher  von  der  aequatîone 
kmn —  m  —  1  =:a*  gesohrieben  hatte^  efhellet;  dakero  bitte 
ich  nachfolgendet  raisonnement  in  considération  zu  ziehen: 
Si  in  aequatione  E.  .  .  kmn  —  m  —  1  zu  a*  ponatur 
miizkif  —  t,  if -m  Kn^M  —  n  et  a*  zz  I6n*  A^j  transmutabitur 
aequatio  E  in  F...knM  —  M — 1:=:J*  quae^  cum  non 
différât  ah  aequatione  E,  nisi  sola  tpecie  litterarum  M,  A 
et  m ^  a,  et  pro  unaquaque  harum  litterarum  poni  possint 
omnes  numeri  integri  affirmativi^  necesse  est  aequationem 
E  et  F  unam  eandemque  este.  Si  vero  in  E  tolus  valor  (ex 
hypotheti  impossibiiit;  mzizku — 1  comprehendit  aequationem 

Corr.  muuh.  et  pk^u  T.  t.  *  15 


F  in  omni  sua  amplitudine^  quae  aequatio  F  rêvera  aequi- 
valet  aequationi  E,  sequitur,  per  casum  mnukv — 1,  si 
impossibilis  est  in  E,  non  magis  excludi  omnes  casus  pos- 
sibiles  aequationis  F,  quam  omnes  casus  possibiles  ipsius 
aequationis  E,  cum  nullus  casus  possibilis  reperiatur  in  E, 
quin  sit  assignabilis  in  F. 

Dièses  wird  sich  hoffentlich  auch  in  dem  von  Ew  vor- 
geschlagenen  parallelismo  mit  der  Formul  knx  —  a:-|-l, 
deren  casus  quadrabilitatis  ich  nicht  untersuchet  habe,  sou- 
tenircn.  Wo  nicht^  (o  wird  es  niir  Heb  seyn  die  Sache  ins 
kûnftige  besser  einzuschen.  Ich  danke  indessen  dienstl.  fur 
die  in  Ew.  Schreiben  enthaltenen  schônen  theoremata^  wo- 
von  ich  vicUeicht  kûnftig  etwas  zu  melden  Gelegenheit  ha- 
ben  werde.  Goldbach. 

P.  S.  Haben  Ew.  eine  Méthode  den  valorem  in  dem  casu 
zu  determiniren ,  da  /^tm  i  und  n  in  der  gewôhnli-- 
chen  Bedeutung  genommen  wird  in  hac  formula? 

Ico    halte    dafiir,    das»    der    valor   quaesitus  alsdann 
Béyti  werde 

Wenn    ich   mich    recht   crinnere.    so  haben   Sie   mir 
ehcmals  eine  Formul  communi'îret.  welche  die  sum- 

mas  scrierum,  quarum  formula  est  — ---t,-  9  generaliter 

%\ht,    posito    pro  /numéro  quocunque  etiam  fracto; 
ilie  Formul  selbst  aber  ist  mir  vorjetzo  nicht  bekannt 


M 
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LETTRE    LX. 


EULER    à    GOLDBACH. 
iB.    CoatinBâtîoB  aor  Im  mlmM  ftajcU. 


BwKn  J.  St.  Un  ilAê. 

Ans  der  Verwandelung  dieter  Formul  kmn  —  m — l=ii« 
in  diète  fthnliehe  kMn  —  M — i  :=z  AA  facta  subttitutione 
mzzTn'— t,  i^znknnM  —  n  et  aazzt6n*J*  kann  idi 
nicfat  sehen^  dass  mehr  folget  aU^  si  formula  kmn^m^^î 
qnadrata  nequeat  este  casa  mzziKu  —  i,  omnino  quadratum 
esse  non  poterit;  oder^  wenn  man  demonstriren  kSnaAt» 
dass  kmn  —  m  —  1  nullo  casu  m  =: 4  (^  —  1  ein  Quadraft 
ware ,  so  wàre  zugleich  ricktig  erwiesen ,  dass  eben  dieaelbe 
Formul  nullo  prorsus  casu  ein  Quadrat  seyn  kônnte.  Hin- 
gegen  kann  dièse  Conclusion  nicht  zugegeben  werden  :  omh 
net  cafus,  <|uibus  kmn  —  m-— 1  sit  quadratum>  liabern 
m  ZZ  hi^  —  1.    Aber    diète  Gontequeii»  bat  wîcidenm  iImm 
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Richtigkeit  si  cognîtus  ewet  casus^  quo  kmn  —  m  —  izizD, 
neque  tamen  fuerit  m  numeru»  formae  ktf  —  1,  ex  eo  certe 
alius  ca8U8  derivari  posset^  quo  m  esset  numeru»  formae 
kif  —  1.  Um  aber  die  Sach  deutlicher  zu  machen;  so  will 
ich  dièse  âhnliche  Forniul  9mn  —  m  —  i  zzzaa  betracbten^ 
welche  wenn  man  setzt  m  rz  9  «^  —  1,  i^zizdnnM  —  n  et 
a  zz.9nA  in  dièse  9  Ma  —  M  —  i  zu  A  A  verwandeit  wird. 
Wenn  man  nun  schliessen  wollte  dièse  Formul  9nifi— m— I 
kônne  kein  quadratum  scyn^  nisi  m  sH  numerus  formae 
9t^  —  1^  so  wùrde  die  Un  richtigkeit  dièses  Schhisses  sogleich 
erhellen,  denn  9mn  —  m — 1  wird  ein  quadratum  in  fol- 
genden  casibus: 


nir:  2,  m  zr  1 
11  —  2,  m=10 
n=:2,  m  =  26 
nzr  2,  mzz:  53 
etc. 


i/izr:3,  m-z::    1 

nzi:  3,  mznVl 

n=:  3,  mm  37 

n  =  3,  m  =  85 

etc. 


n=6,  m=  10 
nzz  6,  mm  17 
nmG,  miz:  109 
nmÔ,  mz=130 
etc. 


woraus  erhellet,  dass  9m n  —  m  —  1  infinitis  modis  ein  qua- 
dratum seyn  kônne,  ohne  dass  m  ein  numerus  hujus  formae 
9^^ — 1  ist,  ungeacht  eben  dasjenige  raisonnement  hier  an- 
gebracht  werden  kann,  welches  bey  der  Formul  i-mn— m  — 1 
gemacht  worden. 

i\  Dîeses  Jahr  hat  der  Hr.  Prof.  Daniel  BemouUi  das  ganze 
pràemium  erbalten  und  meiner  pièce  ist  das  Accessit,  je- 
docb  obne  meinen  Nahmen  zuerkannt  worden. 

Nunmehr  sind  die  opéra  Job.  Bernoullii  omnia  in  vîer 
Quart -Bànden  fertig  worden.  Der  Verleger,  M.  Bousquet, 
hât  dieselben  selbst  hiebergebracht  und  dem  Kënige  ein 
Amgnifiq  eingebundenes  Exemplar  praesentirt.  Ich  habe  avcb 
éïfnt   von    dem  Hn.   Bemotiiii    feum   Praesent  erbalten.    Die 
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3  ersten  tomi  enthalten  aile  seine  Piècen^  welche  bither 
hin  und  wieder  gedruckt  worden,  der  4*^  aber  die  anecdota. 
Das  Exemplar  wird  nicht  anders  aïs  fur  20  Rthir.  in  Franc- 
furt  verkauft.  M.  Bousquet  bat  einen  Contract  mit  mir  ger 
schlossen^  kraft  welches  er  aile  meine  Schriften^  ausgenom- 
men  diejenigen,  welcbe  ich  nach  St.  Petersburg  zu  schicken 
schuldig  bin,  drucken  wird^  und  wird  dcn  Anfang  mit  dem 
tractatu  de  Isoperimetris  macben.  Er  batte  gern  mit  der 
Scientia  navali  angefangen;  icb  muss  aber  erst  vernebmen^ 
ob  die  Âkademie  nocb  gesinnt  seyn  wird^  dasselbe  zu  drucken. 

Ew.    problema  de   inveniendo    valore  bujus  expressiomi 

^  —  6i.(/»- 1)  +  «(«-  0*  nn  {n—lf 

casu  quo  n  =::  1  ist  gewiss  mit  eines  von  den  ftcbwerstea  in^ 
dieser  Art.  Icb  babe  eben  denjenigen  valorem  berausgebracbt/ 
welchen  Ew.  mir  entdecket.  Um  denselben  zu  finden,  babe 
icb  gesetzet  n  =  1  "\-  a,  dénotante  a numerum  evanescentem. 

Sit  enim  boc  casu  1  -hy  +  y  +  '-'-h-^^^^Q  atque  for- 
mula proposita  abibit  in   banc 

p_       'TJt ,  i         _2±2f)Q  _ 

a-')+r.-T+'-«?('+*«)(i-f  +  ')  = 

Die  ganze  Sacb  kommt  aUo  auf  den  valorem  ipsius  Q  an» 
potito    n  r=:  1  -j-  a.     Diesen   finde   icb   also  :    generaliter  iÀ* 

Q  :^^  y*  .JHf- (^^x  si  post  integrationem  ponatur  xzzzi»  Dam^, 
e,  ist  --*"  ±:  1  -f  X  +  *'  +  .  .  .  x"-'   folglirh 

1  ^"^  •* 


%  .« 


dafaero,  fiacto  «=1,  erit  Q^r  i -f-^  +  T"'"***"' '  ^^ 

ailgenonunen    worden.    Nun  êetze  ich  n  =  1  +  ^»  eriique 
Q  r=  /— -^ — ^^ —  dx  zz,  / -YZ~"  ^®"     ^*  ^^^  •**  generaliter 

*-" /^'^  -  ?/f?,  ('«)*- j/flï Ci»*  -  ««•. 

pMîto  poftt  singulas  integrationet  xzzi.    Nun  mtegrtre  ich 
eine  jede  Formul  à  part. 

Primo  est  ff:^  Ix-rz.  jd x  {x  -\-  x^  '\-  x*  -f*  ^*^-) '*^ î  *^* 
Ijltalèiràlitef  e«t  fx'^dxlxzz^  ôn'^r?  P®*^  t^^**  Integralîo- 
iiein  xn:!.  Ergo  eril  fj—'  ^^^^ — 5» — 5» — tî —  c*c.  zr 

—  ^+1  =  1  — î^poMto  ^=1  -I-  ^  -^  ^  4.1  ^étcrr^. 

Secundo  est  /^-— (/a;)*zr:ydx(x -^-'^*^-^*4-cte•)  ('^)*î 
at  est  generaliter  Jx^'dx  (/x)*  n       ,  ^. ^  posito  a;  ::^  !  ,  unde 

fi*/r^('«')'  =  2(^-f^+p+etc.)  =  2(B-l)  posito 

Ter£io  est  ff^{lx)'=  fdx(x  4-  x'  +  «*  +  etc.)  (/x)»; 
al  ett  generaliter  jx'"  dx(lx)*  z=.  —  .  '  ^  posito  x  =:  1, 
unde   fit   l^{lxY  =  -  6  (jï  +  ^  -f  p  -h  etc.)  = 

—  6(C  —  1)  posito  Cr:  l  -|.  ^,  -|-  i    |  etc. 


—    881    — 

Simili  modo  si  ponatur  />:=  l  +  ôT"l"7r-|"^"}'  ®*^*  ^*  ^^^ 
1  +ô«"i~3«^~I«"+'  ^*^-  reperietur  tandem  Q  zz:  1  -|-  «(^  —  i) 
—  a*  (B — 1)  -f-  a*  (C  —  1)  —  etc.,  hincque  ob  Azzi^  erit 

wie  Ew.  gefunden  haben. 

Fur  die   summa  seriei  .--t-  habe    ich    eine   formulam 

integralem  schon  làngst  gefunden;  nun  aber  hat  mich  eben 
dièse  Untersuchun^  auf  «ine  be({uemere  Expression  geleitet, 
welche  allem  Ansehen  nach  Ew.  bekannt  sejn  und  Diesel- 
ben  ebenfalls  auf  dièse  Materie  gefùbrt  haben  wird.     Denn 

da,  posito  X  =y ,  gefunden  istl+^  +  y-f—  +  ••  .^^q-^  =: 

1  -h/(J  —  1)  —ff{B  —  1)  -f /*  (C  —  1)  —  etc.  erit  quoque 

*  "^T  +  T  "^  '"ÎHh/— *  +2(247)  + 3(3+y:)  +  4("4 +75 
+  etc.    Sit5  =  /^-^y^  =  :^ 

erit  5=i.(i+4+4-+--+7)  =  n7^^^-')' 

/(B-l)+^(C-l)-/^(D-l)+etc. 

Euler. 


--     2»     — 


LETTRE    LXL 


GOLDBACH   à    ElTLER. 


Somma  IBB.    Continuattofi.   DÎTitioii  infinie. 


St.  PeterskNirg  d.  22  Joni  M    n.    t74S. 

Ew.  waren  in  Dero  vorigem  Schreiben  der  Meinung^  daM 
Ailes  auf  dem  bewussten  ersten  lemmate  beruhete>  und  wenn 
dasselbe  seine  Richtigkeît  hàtte^  an  der  Démonstration  des 
theorematis  nicht  das  Geringste  ausKusetzen  wâre.  îch  wollte 
dahero  in  meinem  letzten  Briefe  die  Wahrheit  des  lemmatis 
primi  darthun^  und  sehe  auch,  dass  ich  darin  nicht  ûbel 
réussiret,  narhdem  Ew.  ziigeben^  dass  wenn  man  demonstrir 
ren  kônnte,  dass  kmn  —  m — 1  nulh  casu  m-zz^kv — 1  ein 
Quadrat  wâre,  zugleich  richtig  erwiesen  seyn  wûrde,  dass 
eben  dieselbe  Formul  nullo  prorsus  easu  ein  Quadrat  seyn 
kénnte'^  dièses  ist  aber  der  einzige  Inhalt  des  lemmatis  primi. 
Ohngeachtet    aber    beydB    lemmata  ausser   Zweifel    sind ,    so 


—    333    — 

erkenne  ich  doch  nanmehro.  dass  dièse  Démonstration  ans 
einer  andem  Ursache  nicht  bestehen  kann^  denn  es  heUsel 
daselbtt:  aequaUo  C  non  potest  fieri  i^ra^  nisi  M  sU  numéros 
hujus  fonnae  kv  —  1  [per  lemma  primum)  ;  dièses  folget 
aber  in  der  That  aus  dem  lemmate  primo  nicht.  Vielleicht 
findet  sich  kûnftig  etwas  Besseres. 

Die  siunmam  der  Formul 


P  = 


>r»  I 


6ii(n-l)"T"«(n-l)»  „»  („  _  l)* 

casu,  que  n  :=  1 ,  welche  Ew.  durch  eine  so  schône  und 
générale  Méthode  heraus  gebracht,  batte  ich  ganz  ohngefahr 
und  nur  in  selbigem  casu  particulari  allein  angemerket, 
denn  weil   die  séries' 

i-h^  +  ^  +  ^+etc. 
aus  nachfolgenden  ^  numéro  infinitis  seriebus  bestehet 


B  •  •  •  — 1 1 î 1 î 1-  etc.  rz  z  -h  1  — 

l.a.l  ^^  2.3.4     '     3.4.9  ^^  4.5  iS  ^  ^"^ ^  ~ 

^*  ^'fJl  +  3X4  "^' 4X9  "I"  sTTle  -r€tc.  —  ^.it  T  ^.i.e 

-.4.0+1) 

n  1,1,1,  1  ,.        1.1^.* 

^•••3X1+  4X4  +  5X9  +  677X6  +  ^*^-  —  370»"  -TXTS 

~9X*  V  "t'y  "^  3/ 

etc. 
imd  die  tumbia  ^nendîa  omnium  sérier um  6,  C,I)  etc.  M 


k-.-armi.'.i  j_  ..■  -i.:':     __    (»i>  *-  i)  ,  /i  •^_  _i^  ji_  à^,_,  -^  }\' 


irir 


M*  wiré  die  éunama  seriei«fi  (allwo  nxzl)  û::;2-^1«^ -^* 

^^  Diejeftîge  DWiJiôn,  welbhe  B*v.  ih  Dero  Sdhrelten  v«m 
b  A^Hl  angefïihrct  hàbeii^  dienet,  80  viel  ich  sefafë^  hùt" 
dazu,  dasa  man  in  dem  qudto  etnen  linmëriini  lioù  cii'cti- 
lantem  erhalte;  dergleichen  numeri  nofik  .circulantes,  piber 
kdnnen  auf  unzâhlige  andere  Arten  ohne  solche  mùksame 
Division  gefunden  werden^   zum  Ex.  der  numerut 

1.1..1...1....1   etc.  in  inf. 
lii  gewÎM  non   circulans^    es  môgen  die   locâ  ^acnà,    quaë 
l^'unctiis  designata  sunt^  mit  allen  Zahlen  nach  Beliében  (wénn 
idi  nur  iticht  lauter  1  in  infinituin  sind)  ausgefùllt  werdén,  àU 

101 00 10001 00001  UOOOOl  etc. 
121221222122221222  21  etc.  ,    .    , 
1012311U126711351M    etc.  ^  ""^  "^"^  circulantes. 

etc. 

Es  kônnen  aile  fractiones  rationales  per  denominatorem 
10000....  et  numeratorem  circulantem  exprimiret  werden, 
welche  numeratores  aber  zweierley  sind^  1)  in  quibus  datur 
elementum   initiale    non    circulans,    2}    in   quibus    idem   est 

I  50 

efeïhentum  initiale^  quod  circulans^  aïs  z.  Ex.  — -j- jj=^*  allwo 

das  elementum  initiale  non  circulans  ist  5 ,  das  unterstrichene 

elementum  circulans  ist  0 

1         3 
-r-  :^  77: 9  allwo  das  elementum  initiale  und  circulans  idem 

O  lO 

ist^  nebmiich  3. 

ei  3-65452198 


allwo    das    elementum    initiale  =:  3. 


16Q  —  10 
ftis  ëleitientum  circulans  =:  76^32198.     Es  Irtft  sich  s 


—    «85    — 

lN«weîlèn>.  «Ufct  da»  élèmentuiii  èurculan»  àiit  to  viël  Ziffeni 
bèktéhèt  f   afé  in  dem  denoininatore  ftactioms  — r—  'dër'  nu- 

.  » 

merut  a   unltates  hat ,  ex.   gr.   si  a  r=  22 ,  erit 

I  43478?60669565717391 30 


ii*^^^»^  ■  »  t    I  '      i**—^i.^^^i>» 


23 — 100 

Wenn  man  êetxet 

zn  V  tmd  dY:^Pdy,  %o  wird  die  formula  —  -=^ — n  die 
tummatrix  toi  terminorum  seriei 

quoi  re  continet  unitates;  est  autem  terminus  generalis  seriei 
A  rz  .  ^  i  -  ^  —  I  '  po*ît*  ^  pro  exponente  terminorum  ; 
igitur  quia>  si  ponatur  y^ii—-f  séries  A  transit  in 


•  •  •  1.3"^  6.7  ~  9  11  "*     13  15  "^ 


etc. 


quaé  in  infinitum  continuata   aequalis  est  semicirculo  cujus 
diameter  rz  i,   erit  seriei  B  summatrix y- —  n,   si  dif- 

ferentiatione  peracta  ponatur  j::^  — •  Sit  ex.  gr.  n'=z2,  fiet 
r  — 9^-'*-ioj^-'*+i       9  -  10^+r*       t06* 

[Note  fnarginaU  rf'Ei^r:^^  ^^  + -,V-^  +  :^        etc. 
—    -Hli—^     JL.   -L.  _Z^  -L  .-Z_   J.  etc   ~  ^!^  tans    --'^^• 


Ung. 


Î-J- 
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Eè  gibt  unsàhlige  quadrata>  welcke  zu  dièter  Formai 
Ç. .  .4-^11  -j-  2  (m  —  I)  n  +  m  —  1 ,  denontantibus  m  et  n  nu- 
meris  integris  affirmativis^  nicht  gebracht  werden  kônnen^ 
aïs  1*,  2*,  3*,  5*,  7*,  etc.  Wenn  man  aber  eine  formulam 
infinitorum  quadratorum  ad  formulam  C  non  revocabilium 
geben  kônnte^  so  wâre  auch  das  problema:  invenire  nume- 
ram  primum  dato  quocunque  majorem  solviret. 

1     Dato  termino  primo  seriei  —  et  lege  progressionis  hac^ 

ut    dato    quocunque    termino  —  fiât    terminus    sequens    rr 

-— — — ,^  ,    1  erit  summa  totius  seriei  n:  — -• 
J(A^t)+t  «—1 

Goldbach. 


X 
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LETTRE    LXII 


EULER     à     GOLDBACH. 


Somma  IBK.    GNitînmitîon.  Rëponse  à  U  lettre  prtfc^dentc. 


Berlin  d.  9  Jalî  1848.' 

Ew.  erstes  lenuna^  worauf  ich  die  ganze  Démonstration 
gegrundet  zu  seyn  glaubte^  batte  ich  nicht  sowohl  nach  den 
Worten,  womit  dasselbe  ausgedrùckt  war,  betrachtet,  ab 
nach  der  Application  desselben  in  den  nachfolgenden  Pro- 
positionen  und  habc  dcswegen  die  ganze  Démonstration  au* 
eben  demjenigen  Grande  fïir  unrichtig  gehalten,  welchen 
Ew.  anjetzo  selbst  anzeigen.  Denn  ich  gab  zu,  dass  wenn 
hmn  —  m  —  1  nulîo  casu  mzizkv  —  1  ein  quadratum  -wàre, 
eben  dieselbe  Formul  nuUo  prorsus  casu  ein  quadratuni 
seyn  kônnte.  Ich  zog  aber  diesen  Satz,  worin  die  Application 
bettund^  in  Zweifel  :  quod  omne»  casus,  qiiibus  unquam 
formula  knin"--  m — 1    quadratum  fieri  queat/   ideo  in  hac 


n^ 


—     83»    — 

forma  m  r=  ïv  —  1  contineantur.  Die  Unrichtigkeit  dieter 
Application  kann  durch  folgendet  Exempel  am  deutlichsten 
eingetehen  werden:  Si  demonstrari  poMet  nullum  numerum 
imparem  esse  quadratum^  simul  demonstratum  foret  ^  nullum 
prorsus  numerum  e^e  quadratum.  Dièse  propositio  hypo- 
thetica  hat  ihre  vôUige  Richtigkeit;  daraut  aber  folget  diète 
keineswegs:  Ergo  si  ulli  dantur  numeri  quadrati,  ii  omnet 
erunt  numeri  impares. 

Die  Art 9  nach  welcher  Ew.  den  schônen  Satz,  betreffend 
den  valorem  expression i& 

,  (2n-i)(l-4-4-h4-h»>4) 

casu  n  rr  1  ^  herausgebracht ,  ist  sehr  merkwûraig.  Man  kann 
auf  eine  âhnliche  Art  viel  andere  dergleichen  schône  Sâtze 
herausbringen.  Als^  da 

1  i_^  _J_ 1^  /     I  IN 

m{m  —  a)*  a     (jn  —  a)*         a  a  \m  —  a         m  J 

so  wird  seyn 

Erit  ergo  genjeraliter 

1      I  I         t  1  1  1  I      .• 

Dahero  muss  dieser  expressionis  valor  casu  quo  nz=:  1  die 
suramam  hujus  seriei   geben  1  H"ô>"^^â»'^i»'^  ^^^* 


^ 


—     2»     — 

Ob  dlejeni^é  Division^  woduroh  icfa  éùién  numerum  in 
infinituin  excurrentem  non  circulaàtem  erhalten^  in  der  Tfaat 
einigen  Nutzen  haben  kônne,  will  ich  nickt  bestimmen;  kb 
dàchte  abér^  wenn  man  auf  eine  solche  Art  dièse  Zahlén 
34^159265  etc.  herausbringen  kônnte^  die  quadratura  cif- 
culi  fur  vôllig  gefunden  gehalten  werden  kônnte.  Ëw.  Afi 
fiumeros  circulantes  zu  formiren  war  mir  noch  sehr  wohi 
bekannt;  es  ist  !aber'  meines  Erachtens  dienKch^  viel  dérgléi* 
ctièn  Arteh  zu  bemeriien^  uni  etwan  mit  der  Zeit  einé  uA^ 
èhe  zu  ehtdecken^  wodurch  die  quadratura  circuli  ausge- 
drùckt  '  werden  kônnte.  Es  findet  sich  aber  in  Ew.  Art  noch 
eine  gewissé  Ordnung^  dergleichen  in  den  Zahlen  3^i  kl  59  etc. 
allem  Ansehen  nach  nicht  stattfindet.  Dass  aile  numeri 
rationales  in  fractiones  décimales  circulantes  (das  elementtua 
initiale  ausgenommeh)  resolvirt  werden,  ist  eine  proprietas 
essentialis  numerorum  rationalium^  und  es  ist  leicht  ^u  sé- 
hen,    dass   das   elementum  circùlaris  fractionis  decimalis  ex 

bac  fractione  rr^j  ortae  niemalen   mehr  als  b  Figuren  ent- 

halte;  denn  wenn  man  wirklich  dividirt^  so  kônnen  nicht 
mehr  als  6-erley  residua  ûberbleiben^  so  oft  man  aber 
gleiche  residua  bekommt^  so  oft  circulirt  der  quotus. 

Die  expressio  summatrix^  welrhe  Ew.  fur  dièse  seriem 

<         I  ^  ,    .       «  I  j ^ 

geben ,  kann  in  vielen  Fâllen  sehr  nùtzlich  seyn.  Es  kônnen 
aber  immer  aus  factoribus  per  diflferentiationem  séries  sum- 
mabiles  gefunden  werden.  Die  von  Ew.  gefundene  Summ 
bringe  ich  solchergestalt  heraus.  Cum  sit 

(j-*  — 1)^3^-*— l)(5V~'~t)...f(2n-l)*7  ^  — i)=r, 
erit 


—  aw  — 

=:/a_j)+/(3*-j)+/(5*-/)+...+/((2n-l)»-7)-ni7 
sumantur  differentialia,  eritque 

iy Pdy dy  dy  dy  dy  m^ 


•  •  •  . 


Multiplicetur  per  —  j-  erît y-  —  nznz 

^=T~ï+3V^^rirî+55pTr^  H         ^"(a«-i)»^-t-i***="^ 

Um  aber  auf  dièse  Art  einen  numerum  terminorum  finitiun 
zu  summiren^  so  deucht  mir^  daM  die  additio  actualis  nicht 
•chwerer  seyn  wùrde^  als  die  Execution  dieser  Méthode. 
Wollte  man  aber  dièse  seriem  in  infinitum  excurrentem 
summiren^  so  wùrde  man  auf  dièse  Art  um  so  viel  weniger 
gewinnen,  da  man  die  summam  hujus  seriei  A  alsdann  ab- 
folute  anzeigen  kann.  Denn  man  suche  einen  angulum  a, 
qui  sit  ad  angulum  rectum  ut  Vy  ad  1;  sit  porro  radius 
ad  tangentem  hujus  anguli  a  ut  1  ad  0^  dico  fore 

"=T — 7  4"  îF"3rï — :  4-  ^T-=i — r-|-  etc.  in  infinitum  zz:  -rr-^» 

tenente  n  valorem  consuetum  34^159265  etc.  Ich  kann  auch 
die  summam  hujus  seriei  angeben 


Sit  enim 


=^  +  3V=T+T  +  5V-Vt+  ^*^-  ^''^-  =  '^ 


=  *  +  T  +  "Tî  •+  rT3  +  7X374  +  ^*^- 


ac  ponatur  e''^^^:®,  seu  sit  l.Gzz.nVy,  eritque  summa 
quaesita  Pz^    7.|'~t^'  Est  vero  quoque 

^      I      ^  1.2  ^    l.i.3      •12.3.4^^^' 

Vel  ponatur -T- TT^rju^n ,  erit  sequenti  modo 


-     2^1     — 


2P=      " 

if-"-        - 
'  n 

3  + 

n 


5  + 


n 

7  +  — 


9+ 


1 1  +  etc. 

Diète  Expression  ist  eine  fractio  continua^  von  welcher  Ma- 
terie  edicfae  Dissertationen  im  akademischen  Archiv  liegen^ 
um  deren  Copie  ich  letztens  angehalten^  weilen  idi  dat 
Meiste  vergessen^   und  bei  mir  nirgend  angemerkt  finde. 

Was  (îir  Quadratzahlen  in  dieser  Expression 
^  n*  +  2  {2m  —  i)  n  +  m  —  1 
nicht  enthalten  sind^  ist  sehwer  zu  sagen,  indem  diejenigen 
quadrata,  welche  darin  enthalten  sind^  nicht  anders^  als  durcfa 
unendlich  viel  Formuln  ausgedruckt  werden  kônnen.  Fur 
das  erste  habe  ich  gleîch  gesehen,  dass  aile  biquadrata  in 
dieser  Formiil  enthalten  sind.  Hernach  kann  ich  unendlich 
▼iel  séries  numerorum  geben^  deren  quadrata  in  dieser  Ex- 
pression 4n*-f-2(2m  —  l)n-|-m  —  1  enthalten  sind:  nehm- 
lich  aile  Quadratzahlen ,  welche  in  nachfolgenden  formulis 
enthalten  sind>  werden  zugleich  in  obiger  Expression  be* 
griffen:  (5p±i^'x  (13p±^j*;  (17p  ±  2j%  (29p  ±  6)»; 
{37p  ±  3)*;  (klp  ±  16)*;  (53p  ±  15)*;  (61  p  ±  25)*; 
(73p±23)*;  (89p±17)*;  (97p±ll)*;  (I0lp±5)*;  (I09p±38)*; 
(U3p±W)*;  (137p±50)*;  (lWp±22)*;  (157p±l*)*; 
(173/F  ±  W)*;  (181  p  ±  81)*;  (193p  ±  56)*;  (197p  ±  7)*; 
(229p±6i)*  etc. 

Diejenigen  quadrata  aber,    welche  in  keiner  voA  diesen 
Formuln  enthalten  sind,  sind  allein  diejenigen»  welche  Ew. 

Cprr.  maih.  H  phyt^  T.  F,  16 


Expression  nicht  in  sich  begreift.  Es  kâme  aiso  darauf  an, 
wie  man  auf  leichte  Art  aile  diejefiigen  Zahlen  finden  soUe, 
welche  in  keiner  der  obigen  Formuln  begriffen  sind^  und 
èa  wùrde  man  freylich  das  problema^  de  inveniendo  nu- 
méro primo >  dato  majore,  leicht  solviren  kônnen.  Denn 
wenn  man  setzt  4'ri*-j-2(2ni  —  l)n-(-m  —  izi:  aa,  so 

wird  km-^  —  knA-iA-  ^^,,  *    Wenn  also  haa  -|-  I  ein 

nmn^nis  primu^  irt,  so  kann  das  quadratum  a  a  nîchjt  im 
y^x^ac  Elxpx'ession  enthalten  seyn ,  und  hinwiederum  aUf 
4||llidrata  <ia,  welche  nicht  in  4a*-|"2(2m  —  i)n'^r^  —  * 
entlu^ten^  sind  von  dieser  Beschaffenheit ^  dass  haiiL  -^  \  ein 
numerus  primus  ist.  Da  nun  kb^  -\-  i  nimmer  ein  numerus 
primus  ist,  sondern  allzeit  zwey  oder  niehr  divisores  formae 
kn-^i  hat^  so  sind  auch  aile  numeri  biquadrati  in  Ew. 
expression  enthalten.  Ich  erinnere  mich,  dass  ich  einmal 
eine  Tabelle  gemacht  von  allen  Zahlen  bis  auf  1000,  deren 
quadrata    unitate    aucta    numeri  primi  sind  *) ,    wovon    der 

»  

Jlr.  Prof.  Krafft  Bw.  eine  Abschrift  gemacht.  Dieselbe  Ta- 
belle habe  ich  fast  aus  cinem  gleichen  Grund  verfertiget, 
als  Ew.  bey  Dero  Formul  ohne  Zweifel  vor  Augen  gehabt 
haben. 

Wenn  ^n  -f-  1  ein  numerus  primus  ist,  so  ist  derselbe 
immer  eine  summa  duorum  quadratorum,  idque  unico  modo. 
Es  gibt  aber  allzeit  unendiich  viel  quadrata,  quae  unitate 
aucta  siut  per  kn-^-  i  divisibilia*  Aile  dièse  quadrata  konuen 
nun  leicht  in  einer  formula  generali  exprimirt  werden  fol- 
gendergestalt:    Sit   ^^.-{-iiizr^ -{- s'^,    erunt   utique   r  et  J 

numeri    inter    se   primi.     Formetur   fractio  —    et  quaeratur 
4ilr  iDinpribus  punoeris   fractio    proxime  accèdent  ^9  î€li  ut 

«)  IFoit*  à  la  fin  dé  culte  lettre. 


—     2»t     — 


pi  —  f  r  tit  ±1   (dar  Brucà  ^  lumn  alMr  durch  eint 

Itiir  gegebene  Methdde  àllzeit  leicht  géftiiiâen  werdeA).  *t^tik 
pônatur  pr^qs'^zk,  atque  dico  omties  ntunéros,  quoi^tinik 
<|[uàdlnita  iliiitate  àucfà  iint  pèi^  l^n-f-i  diviftibilia,  continéî^ 
w  hac  ferma  (^n-f*  l)m  ±  Ar.  Sic 

1.  Omnes  numeri^   (|uoruin  quadratu  unitate  aiicta  uni 
divisibilk  per  5  continentur  in  formula  5  m  ±2. 

2.  Si  ftit  aa -f-1  divitibile  per  13  erit  ar=  Idm  ±  5. 
â.  Si  ait  aa-)-!  divisibile  per  lY  erit  a:±lYm±  ^. 
k.  Si  ait  aa-}-^  cdvisibile  per  29  erii  a=:29in  ±  i2. 

etc. 

Esmmpbtm.  Quaerantur  omnes  numeri,  cfuorum  quadratii 
uoîtite   auGta   tint  diviaibilia  per  numerum  primum  |36|. 

Gtraa  ait  138t  -^  15^4^  3li<\  quaeratur  fractio  -^  tam  prëfê 
accedena  ad  ^>  ut  differentiae   numerator  fiât  zn  1.  Âd  faoi! 

cum  duobus  aumeria  15  et  3lh  instituaftur  operatîo^  ^pai 
maximua  communia  diviaor  quaeri  aolel,  hoc  mode 


15 


3^ 

2 

^ 

' 

15 

3 

3 

k 

1 

i 

3 

El  quotia  2,  3»  1>  3  formetur  aequens  fractionum  aeriea 

a         8  t         s 

0         I         a         4         45 
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T'     "â'     T^    T^ 


îiaéij^iafkido  §h*  ^;  liac  ti||i  Ht  qiéN|ue  ntMWtHMr  p*  «4»- 


—  «•  — 

f  erit  summa  èeriei         -  ;  kh  erinnere  mich  aber 


nicht  mehr^  worin  meine  Démonstration  bestanden^  und 
danke  Rw.  desfalls  ùm  so  viel  mehr,  das»-Sie  mir  die  Ihrige 
communiciren  wollen,  welche  ganz  évident  ist.  Sonst  halte 
auch  bey  dieser  série  die  leichte  Art^  dato  termino  quocun- 
que  die   summam   ipsius  seriei  usque  ad  hune  terminuip  zu 

finden,    fur  merkvrùrdig.  Sit  terminus  quicunque  datus  — i 

qpit    smmpa    eiusdçm    et    omnium    sequentium    terminorum 

:;;;  -2^--.  #  syinma  veco  ipsius  seriei  usquç  ^4  hune  teradi^um 

exclusive  erit 


Dass  H.  Rasumovsky  und  H.  Teplov  bey  Ew.  togiren 
und  sich  noch  eine  Zeit  lang  in  Berlin  aufhalten  werden^ 
ist  mir  sehr  lieb;  Ew«  werden  hiedurch  nicht  allein  Gelé- 
genheit  haben  die  Russische  Sprache  ferner  zu  excoliren^ 
fondem  auch  die  hiesigen  nova  academica  von  denselben 
recht  firisch  erhalten  kônnen. 

Goldbach. 


—    9St     — 


LETTRE    LXIV 


El>I^E|l   à   GoLD9AGH. 
SoMMAiBK    iUpoiiM  ênx  «rticlét  de  la  lettre  précëdeate. 


Berlin  d.  24  Angutt   174S. 

iVenn  kmn  —  m  —  1  in  einem  Fall  ein  quadratum  ^âre, 
êo  wùrde  man  gleich  unendlich  viel  audere  casuf  d^raus 
finden  kônnen.  Wenn  nun  Ew.  annehmen^  dass  a  a  das 
kleintte  quadratum  sey^  welches  in  formula  Kmn  —  m — 1 
enthalten  ist^  so  muss  nothwendig  a  kleiner  seyn  als  m,  und 
daher  haben  die  5  ersten  propositiones  ikre  vôUige  Rich- 
tigkeit  Wenn  aber  Ew.  femer  zu  dieser  Aequatiofi  fortgehen 
kn  {m  —  û-h'»)  —  ^  —  1  ^=^(û  —  2  a)*,  weilen  dieselben 
nicht  in  der  vorgelegten  Form  kmn —  m  —  1  enthahen  iA, 
•o  folgt  auch  nicht,  dass  (a  —  2n)^  kleiner  seyn  mûssê  als 
(^,  denn  kmn  —  m  —  t  kônnte  das  klçiriste  môgliçhê  quâ* 
Artttimi  gdbM^   unfeMkt  km  (m-^  a  ^-  n)  — ^  m  —  t 


—    252     — 

noch  kleinern  quadrato  gleich  wâre,  und  also  kommt  mir 
die  8^^  Proposition  verdâchtig  vor»  weilen  non  obstante  hy- 
pothesi  a  a  grôsser  8eyn  kann  als  (a  —  2n)^ 

Bey  diesem  tentamine  (allt  mir  ein^  ob  man  dièses  theo- 
rema  nicht  etwan  auf  eine  gleiche  Art  demonstriren  kônnte, 

wie  man  zu  erweisen  pflegt^  dass  a*  -f"  ^*  ^^^^  ^*  — ^*  ^^^^ 
quadratum  seyn  kônne.  Man  nimmt  aehmlich  an  dari  casiun» 
quo  a^  -{-  b^  sit  numerus  quadratus^  puta  zu  mm,  und  lei- 
tet  daher  einen  andern  c*  -^  d^zzinn,  dergestalt  dass  n<im, 
Auf  dièse  Weise  zeigt  man ,  dass  wenn  ein  quadratum  quan- 
tumvis  magnum  mm  eine  summa  duorum  biquadratorum 
wàre^  man  daraus  sogleicb  ein  klcineres  nn,  und  daber  fer- 
ner  ein  kleineres,  und  so  fort  finden  kônnte.  Man  nimmt 
aber  als  ein  postulatum  ru,  dass  in  numeris  parvis  kein 
casus  satisfaciens  begriiBfen  sey.  Weil  nun  ebenfalls  gewiss 
ist ,  dass  in  numeris  parvis  h  mn  —  m  —  1  kein  Quadrat 
seyn  kônne  >  so  wùrde  die  Démonstration  auf  folgende  Art 
vollkommen  ricbtig  seyn: 

I.  Ponamus  dari  quadratum  aa  qui  in  forma  hrim  —  m^-i 
contineatur. 

II.  Inde  inveniri  posset  alins  qnadratus  bb  minor  quam 
00,  qui  pariter  in  forma  kmn  —  m — 1   esset  contentus. 

in.  Gontinuo  ergo  ad  nimieros  quadratos  minores  per- 
veniretur,  quod  foret  absurdum. 

Die  ganze  Démonstration  wùrde  also  auf  den  II'"'  Satz 
ankommen:  an  concesso  quadrato  aa,  aliud  minus  bb  ex  eo 
inveniri  possit,  quod  in  forma  kmn  -^  m  —  i    contineatur. 

Ew.    bin    fur    die    Communication     Dero    Idée    liber  die 

seriem  -r  4-  —  -h  r-r  -4 tz.  -♦■  etc.  sehr  verbunden ,  denn  auf 

1      '     10    '     100     '     1000    ' 

•okbe  Art     werden  ofters  grosse  und  beschwerlicbe  Zahleo 
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leicht  auftgedruckt  werden  kônneh.  Uni  diète  Zahl  1J41592 
durch   sieben   termiiios  zu  bekommen,   brauchen  Ew.  dieaen 

temninum  generalem  —       ^  ' — •  Ich  glaube  aber  Dieselban 

haben  sicb  verschrieben .  indem  7  termini  hujus  seriei  nicht 
mehr  geben  als  1,1412882.    Die  verlangte  Zahl  kommt  aber 

heraus   wenn   nian  dieuen  terminum   generalem q»    — 

annimmt. 

Ich  habe  neulich  eine  expressionem  indefinitam  gefunden, 
wodurch  der  valor  ipsius  n  auftgednickt  wird.  In  circule^ 
cujus  radius  =  i,  capiatur  arcus  quicunque  u,  cujut  cosi- 
nus zz,  a  et  sinus  =  a  ;  sit  autem  sinus  arcus  2  u  =:  /9^ 
sin.3iir=y»  sin.%ii=:d»  sin.Si/me  etc.  His  positis  dico  fore 

^  rz  a  -f"  ^^  H"  Y^^^'^T^*^  ^"T  a*d-|-etc.  Setzt  man 
czn  —  y?5®^c.  findet  man  folgende  seriem 

4  1.1  T  2.2  "*"  2.2»  5. 2»  6. 2»  7.2«  ^"  sT?    '^  10.1^ 

welche  âemlich  stark  convergirt. 

Dièse  Aequation  — rx  z=:  —-  • -a (      1 

batte  ich^  wo  ich  nicht  irre^  zu  diesem  Ënde  angefùhft»  um 
die  summam  hujus  seriei 

desto  leichter  zufinden,  denn  im  ersten  termino  ist  m^a-hl; 
im  zweiten  m  =  à  -)-  2 ,  im  dritten  ist  m  =  a  -|-  3  und  so 
fort,  dahero  dièse  séries  spgleich  in  dièse  resolvirt  wird 


—  nk    - 


-(^jî+5î-|-3î4-ï«+ctc.J_- 


_-LfI_ 


I     '      2 


-i_  +  J.  _  -i- 


4-  etc.) 


welche  summaê  Ew.  in  Dero  letztem  Schreiben,  allem  An- 
iehen  nach,  auf  eine  andere  Art  gefunden  haben. 

Dass  aile  numeri  quadrati  aa,  welche  in  dieser  Formul 
knn-\-  2(2m  — i)n-i-m— 1  oder  in  dieser  *MJV4-iII+if 
(ilr^éhe  mit  jener  flbereinkommt  ponendo  iVmn  et  Jlft=:n 
■^  tn  —  1)  nicht  élitkalten  sind,  eitien  iiuitieruin  primuiff 
fût  Vdd-j-l  geben^  ist  klar.  Denn  wenn 

aa  =  ♦n*  (2m  —  1  j  n  -f  m  —  i  =  kMN-^  M-f  iV, 
io  wlfd 

hma  ^  i  =  (Vn -f  km—  3  (»n  -f  «)  =  (^^^  +  »)  (*^+  «) 
und  bat  foiglicb  Factoren.  Wenn  aiso  kaa  -{*  i  ein  numerut 
primus  ist^  so  kann  a  a  in  obgedachten  formulis  nicht  ent- 
hatten  seyn.  Ich  zweîfle  aber  aehr^  ob  durcb  solche  formu- 
las exciusivas  jemals  etwas  herausgebracht  werden  wird, 
indem  dirin  die  ganze  Kenntniss,  welche  wir  von  den  nu- 
meris  primis  haben ^  gegrûndet  ist;  denn  auf  gleiche  Art 
kann  man  sagen^  dass  aile  numeri^  welche  nicht  in  dieser 
Formel  mn'\-m-\-n-^i  enthalten  idnd^  numéri  primi  seyen. 
Ich  'tweifle  auch  sehr^  ob  die  valores  von  m,  wenn 
km —  1  ein  numerus  primus  ist^  eine  solche  gewisse  Eigen- 
schaft  haben  y  dergleichen  statt  findet^  wenn  km  -^  l  ein 
numerus  primus  ist.  Denn  dass  m  nicht  immer  sej  ein  du- 
plum  quadratum  -^  numéro  trigonali,  wenn  km — I  ein 
numerus  primus  ist>  erhellet  aus  dem  casu  km  —  1  =79; 
danji  wird  mzz:20,  welche  Zabi  die  vermuthete  Eigenschaft 
nicht  bat.  Eu  1er. 
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LETTRE    LXV. 


GOLDBACH    à    EULEE. 

SoMMAiHB.    T^onve!  amendement    k   la  d^monstradon  préc^ente.    Séries  reprrften 
tant  la  valeur  de  ir.  Divers  mjeta. 


St.  Petertlmrg  d.  29  Sept.    1743. 

Au8  Ew.  Erinnerun|(  g^g^n  <lîc  vorige  Démonstration^  habe 
ich  die  prop.  6  ipsius  demonstrationis  allerdings  unrichtig 
befuttden;  dahere  ich  dieselbe  nebst  den  dftrauf  folgenden 
in  meinem  letzten  Schreiben  auszustreichen  und  an  deren 
Stelle  folgende  zu  Mihstituiren  bitte: 

6.  Ad  Imne  aeqwattoneln  {kn  '^l)m  —  1  z;i  oa  ex  iitrw 
qm  parte  addatur  -^fla  («•H —  1)  -f  {kn  —  l)%  fiât 

(*«—  l|(i»i.--^ 2<w4-  *#^^  1)  ~  1  =  (a  —  (*»—!))*• 

7.  Quoniam  vero  aa  est  quadratum  minimum  quaeiito  Mh 
tisfaciens  ex  hypothesi^  erit  aa<C,{a — *n-|-l)*,  vel  aa  •=! 
eidem,    sed  aeqiiale   esse   non  potSest  oh  4nrt:l>    erit  ergo 


256 


autem  ex  hypothe«i  kn —  1  :zr^— ^   #  ergo  ^^"^    >•  2a,  teu 


m  *^  m 

1 


aa>2am — 1,  seu  a>2m  — 

8,  Sed  per  prop.  5  patet  es»e  a^m,  ergo  m  >  2m f 

quod  est  absurdum  si  m  et  a  sint  integri,  quod  absurdum 
sequeretur  ex  kmn  —  m  —  l  "zz  aa. 

y  or  einigen  Tagen  fielen  mir  unterschiedene  proposition 
nés  ein,  die  bey  dem  ersten  Anblick  schwer  zu  demonstriren 
sckeinen  môchten^  ex.  gr.^  wenn  ich  setze 

ï  —  ^4-^  —  p  +  ?tc.  =  B 

1  —  5?  +  jî  —  4?  4-  etc.  =:  C  et  «c  porro, 

erit  y  =  ^  -f  -^  -|-  -|- -h  —  4-'  etc. 
Vel  si  ponatur 

•  *  +  ^  +  è  4-  T^  +  etc.  =  y 

I  -|~5î~f5i4~nT'f"  etc.  z=  d  et  «m:  porro 

erit-f  =  /î+l-h^4-i+etc. 

Wenn  ich  eine  seriem  macke^  in  deren  terminis  der  nu- 
merator  perpetuus  ist  1 ,  die  denominatores  aber  ans  allen 
numeris  possibilibus  omnium  potestatifin  besteken,  folgen- 
dergestalt: 

so    wird    die   summa   seriei  in  casu  signi  superioris  seyn  1; 


'  ^ 


—     «5T.    — 

m  catu  signi  inferioris  autem  (quod  omnibus  denominaio- 
rîbus  imparibus  praefigitur)  erit  summa  seriei  2/2  —  1.' 

Was  Ew.  bey  der  formula  der  7  terniinormn^  welche 
1,1%  1592  machen^  ermnert  haben^  ist  ganz  ricbtig;  die  an* 
dere  Formul  war  aus  Versehen  dahin  gescbrieben. 

Ob  es  zwar  sehr  leicbt  ist  zu  demonstriren ,  dass  eine 
formula  algebraica  hujusmodi  a  -^  bx  -{-  cxX'-\' dx^  -{-  etc. 
lauter  numéros  primos  gében  kann^  posita  x  pro  exponente 
terminorum;  die  coëfIBcientes  a,  b,  c,  etc.  mogen  numeri 
inlegri  quicunque  seyn,  so  gibt  es  doch  formulas >  welcbe 
vor  vielen  andern  eine  Menge  numerorum  primorum  in 
sich  halten;  dergleicben  ist  die  séries  xx -{'  19x — 19^  so 
in  den  ersten  kl  terminis  nur  vier  numéros  non  primos  bat. 

Gleicbwie  in  casu  i  m  -[-  1  ^  numéro  primo ,  m  est  :=i 
duobus  triangularibus  -f~  ^>  *^  kônnte  dennoch  wohi  sejrn 
in  casu  km  —  1  =:  numéro  primo >  dass  m  zu  duobus  qua- 
dratis  -|-  A  wâre^  uti  20z^l  -f  *-f-15,  wiewohi  ich  es 
noch  nicht  probiret  und  fernerer  Untersuchung  anbeimstelle. 

Dîete  beyden  propositiones  :  dass  8  n  -|-  3  allezeit  in  drej 
qHadrâta^  und  n  m.  très  trigonales  resolvirt  werden  kanii, 
sind  aequiyalentes  und  concessa  una^  sequitur  altéra. 

Eft  sckeinet  mir  sehr  probable ,  dass  ifenn  in  der  obge- 

dachten  Formul    xa? -f- 19ai — 19  vor  x  gesefzt  wird  2**, 

alsdann    posito   m  numéro    quocunque    integro    affirmatiro, 

ein   numerus  primus  herauskommt;    wenn  aber  die* 

aucfa    wâre^    wùrde    es  doch    schwer   zu  demonstriren 

mfn\  iogleichen,  dass  dieselbe  Formul  j:**-f-19a; — 19  kcé- 

Den  diyisorem  hujusmodi  lOn-f-l  bat. 

Goldback 


Corr.  maih.  tt  pkyt.'T.  /.  |y 
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LETTRE     LXVI. 


W  ' 


EùLERàGOL&BACn. 
So  M  M  A I R  K.    La    dëmonttratîon    da    théorème .  4  mn  —  m  —  1  ZXI  àa    approaWt. 

» 

Démonstration   de   celui -ci  ^mn  —  m— nHnao*    Autres  tkëorème»  ana* 

n 
lomèa.  Série*  poar  —  et  autres.  Théorèmes  de  nombres. 

•  a 


BorKa  d.  X%  OetoUnr  %nkA 

rluniiiehr  hat  Ew,  Démonstration^  dass  (li^n-^  l)m — tnzaa 
ihre  vôllige  Richtigkeit;  denn  da  Dieselben  vorher  erwieten> 
dasf  poftito  aa  omnium  quadratorum^  si  quae  darentur>  mi- 
ntmo,  seyn  musse  m  >  a,  anjetzo  aber  pro  eodem  casu^ 
dass  An-^l)>2a,  so  muss  folglich  seyn  (%n  —  l)m>2a^; 
nifn  aber  ist  {\n — l)ni=:iia-f-l  und  wâre  also  aa  4* i  >2<ki> 
if[elches  nicht  seyn  kann  nisi  sit  a  i=  0  vel  a  r=  1  (denn 
hier  muss  das  Zeichen  >-  nicht  majus,  sondern  non  minus 
heissen).  Wenn  man  aber  setst  vel  azizù,  vfl  azui,  so 
wird  die  Aequation  (kn  —  l)m  —  1  i^aa  unmôglich.  Ich 
muss  gestehen^  dass  ich  nicht  geglaubt  batte  ^  dass  dièses 
theorema  auf  eine  so  leichte  und  schône  Art  bewîesen  wer- 


—  «se   — 

lien  kShnie;,  uiul  hin  àmhet  vemchert>  àau  die  meicten 
iheoremata  Fermatii  *au(  eine  glekhe  Art  bewieten  werdop 
kôniieii>  weswcgeoàch  JEw.  um  %o  viel  mehr  fur  die  Gom- 
mnoîcatioa  dienr  herrlîchen  Démonstration  verbundeu  bîn. 
Ungeachi  ,111111.  dâraut  -  folget , .  daw  auch  dièse  Fomiul 
^  m  n  ^ —  m  --t  n  kein  Quadrat  seyn  kônne ,  so  habe  ich 
doch  nach-  Ew.*  Anleitung  darûber  folgende  Démonstration 
gemacht:  ■  •  '    *    ' 

Qni' negat  veritâtem  prppositronis  kmn  —  m  —  nzn aa, 
U 'statiii^e  J^et  dari  '  cpiadratuin  a  a  minimuin^  cui  formula 
kma  —  tn'r^n  aeqllari  possit.  Sit  ergo.ao  hoc  quadratum 
imnimùm,  ntqoe 't'mn'-in— nrzaa  ent  (km — i){kn—i)—i 
=  ¥m  Addatitf  atirin<}lâe  —  8 a  (t  n  —  I)  +*(*«—  i)», 
erit(*m-!-t-8o+%{J^n-l))(%n-l)-l=*(o-*nH-I)»r=n. 
Quod  cuin  praetedente  minus  esse  nequeat^  sequitur 
(%ni— t-^Sa-fr^lVn— i))(*a  — l)>(*ni  — l)(*n— 1) 
idepque  kn'-^i>:>2a  (ubi  signum  ^  signifîcat  non  minus)- 
SiinHi  modQ  demomtrabit^ur  esse  km  —  1^2a.  Sit  erg# 
km^—^  i'z=L'2a  j\^  p  et  Çin—  lir:2a-|-  q  eritque  p>0  et 
y>0;  tfnde  fiet*(*ift— l){*n— l)zi:*ao  + 2a(p+^)-f./>9. 
Al  e9i'(kfh-^i)(kh—i)z=:haQ-{'i  et  ideo  2o(p-|-9)-{-/»iy 
zzit,  qué^à  fi^ri  iiequit  nisi  sit  az^O  et  p-^zi  et  qzzit, 
Verum  aliuadê  constat  esse  non  posse  a-zzOy  quamobrefti 
non  datur- quadratura  minimum  an  formulae  kmn — m — n 
aeqiiale  et  consequenter  haec  formula  quadratum  nuUo  modo 
esse  potest.  Q.  E.  D. 

'  Icb  habe  -noch  einen  grosse  n  Yorrath  von  dergleichen 
theorematis^  welcher  Démonstration ,  wenn  solche  auf  gleiche 
Art  sollte  herausgebracht  werden  kônnen^  gewiss  nicht  wenig 
n  Erweiterung  dieser  Wisseoschafk  bejtragen  wArde.  Dieae 
theorcmata,    wie  ioh  sie  der  Ordnung   narh  heraaisgehiraekt 
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habe^    sind  folgende^    nehmliçh  aite  nachfolgenden  formulae 
k6nneu  nuUo  modo  numéros  quadratos  geben 


1.     4m«— l(m-|-«) 


XV.    20mn—  1  (m+n) 


IV.  Smn  — 3(m-j-i») 

V.  Smn^ZÇm  —  n) 

VI.  Smn±5(m^n) 
VIL  8mi»-|-5(m+n) 

Vni.  8mn-f.7(m-|-n) 


XVI   aomn-  3  (m4-n^XXVIII.a4mM^   S(m-^m) 


XVII.  20mn±  3  (m^ii) 


XXVII..24mjf-  I  (m+n) 


XXIX.  24mM—  7Cw+it) 


XVIIÎ.  ÎOm/i—  T  (m-j-n)   XXX.    Hmn±:  1  (m-^n) 

XIX.  20m«Hh  1  (m— I»)  .XXXI,  l4mn—  Il (in-h m) 

XX.  20mn— 9  (m+n)  XXXII.24m«.i:ll(m  — «) 


IX.  nmn  — l(m-|-n) 

X.  I3mii-h5(m4-n) 

XI.  ilmn^^SÇm+n) 
Xir.nmn±7(m4-/i) 

Xm.lSmn  — 7(m-f.ii^ 
XrV.iamif— ll(m+it) 


XXI.  20mn-^U(m  +  n) 

XXII.  20m/tHt:13(m  — li) 
XXm.  20mn  +  13(m+'n) 
XXIV.  10mn±il(m^n) 

XXV.  20mn  -17 (m+n) 


X,XXlll.2\mn±t3(m^  n) 
XXXrV.  24mn  +  13  (m  —  «) 
XXXV.^mnii-î^m  — il) 
XXXVI  24m«+n  (m+n) 
XXXVII.  a4iim+  l^m+n) 


XXVI.  20inA+19(m+tt)jXXXVUI.2%mn4-13(m-fii) 

■etc. 


terner  îst  auch  Imn  —  m—  nnzaa, 

Ausser  diesen  habe  ich  auch  noch  einige>  welche  gène- 
râler  sind ,  als  kkmn  —  m  —  nzizD,  oder  auf  folgende  Art 
exprimirt  : 

Theorema.  Existente  mn  divisore  quocunque  *numeri  N 
dico  formulam  kK  —  m  —  n  quadratum  nunquam  esse  posse. 

Hernach   kann  auch  dièse  Formul 

*  (**  -h  I )  mn  —  (8*  -f  1)  (m  -f  n)  . 

nimtner  ein  quadratum  geben. 

Die  theoremata,  welche  Ew.  ^  durch  unendlich  viel  séries 
den  valorem  —  zu  exprimiren^  gefunden^  waren  mir  schon 

Ungst  bekannt»  denn  da-r-:=- tH^'ï 1-  «*c.  so 

wird  feyn 


i 
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jr  2  3  2  3 

7  =  r=T  —  4^7  +  «37  —  «37  +  «te.   Oder 

Wenn  nun  ein  jeglicher  terminus  in  progrestionem  geome» 
tricam  resoWirt  wird,  so  kommt 


=  *+-T+  ■?-+-ïr  +    ^    -h^tc. 


1        i 


—  jrr-r::  —  ^^  «^  —  etc. 


2         2.4         2^8         2>.16         2*.  32 

+  T  +  279  +  2T1T+  iTsî  +  2^243  "!"•  ^*^- 

etc. 

l+K'-T  +  i-T^+^-e^) 

+  "8C*~"Ï6  +  8Ï~'Mi+6â5~  ®**^) 

etc. 
Gleichergestalt,   da  -y  =  7:3  +  57^  +  9777  +  etc.,    so  wird 

-|-  j5 — I  -j-  etc.   Wenn  nun  ein  jeglicher  terminus   in  ein* 

seriem  geometricam  resolvirt  wird,   so  kommt  Ew.  andere 
Expression  heraus 

î-=  *4-^  +  ^  +  ;^  +  «tc. 


+  ■5-0  +  ^  +  ?^  +  ^ +«**=•) 


etc. 


4m 


In  der  serÎQ 


i  4-  i  -^  1  +  -^  ^  -i  -^  1  4-  1  +  1  +etc.       • 

wovon  Ew.  casu  signorum  superiorum  die  Summ  :=  l, 
at  casu  signorum  inferiorum  die  Summ  =2/2 — 1  angeben^ 
wird  ein  Versèhen  seyn^  indem  aile  denominatores  unitate 
minui  dtbebant.  Âlsdann  aber  kommen  eben  diejenigen 
theoremata  heraus,  welcbe  Ew.  mir  schon  lângst  commu- 
niciret  und  gtitigst  erlaubet,  dieselben  nebrt  Dero  Démon- 
stration ifn  9^^'*  tomo  zu  publiciren. 

Die  séries,  deren  terminus  generalis  ist  xx  -^^  19  (x^—i), 
ist  in  der  Tbat  wegen  der  hâufigen  numerorum  primorum, 
so  darin  vorkommen^  sehr  merkwûrdig.  Inzwischen  finden 
sich  docb  die  numeri  compositi  um  so  viel  hàufiger  ein^  je 
weiter  man  die  seriem  continuirt.  Denn  da  in  den  ersten 
kl  terminis  nur  4  numeri  non  primi  vorkommen>  so  kom- 
men in  den  ersten  75  terminis  scbon  ik  numert  non  primi 
hervor.  So  weit  habe  ich  dièse  seriem  continuirt  f  und  diè- 
ses war  genug^  um  Ew.  bejden  Muthmassungen  ùber  die 
Beschaffenheit  dieser  Progression  zu  widerlegen.  Denn  erst- 
lich  habe  ich  gesehen^  dass  nicbt  immer  ein  numerus  pri- 
mus  faerauskommt^  wenn  vor  x  eine  potestas  binarii  geseti^ 
wird;  der  64^  terminus  ist  5293 zr 67.79.  Hernach  weiset 
aber  der  73  terminus  6697  =i  37.181  >  dass  die  dtytsores 
formae  10  n-]-  1  nichl  excludirt  werden.  Was  im  ubrigen 
die  divisores  terminorum  hujus  seriei  anlangt^  so  ist  zu 
merken^  dass  keine  andern  stattfinden^  als  welcbe  zugleich 
divisores  numerorum  hujus  formae  19 aa  —  2366  sind  und 
vioissim. 

Ew.  Observntion ,  dass,  wenn  km — l!:z:  numéro  primo, 
auch  m  ein    numéros    sey    éx    duobus    quadratis    et  trian* 


—  2ea  — 

gulari  cgmpoiitus^  kaan  ich  weder  refutir^a  noch  de- 
monstriren,  indem  ich  noch  nicht  eininal  einen  niunerum 
habe  fiaden  kilanen,  der  nicht  in  duo  quadrata  et  numerum 
trigonalem  resolubili»  wâre^  zum  wenigsten  gibt  es  unter 
100  keinen.  SoUten  nun  aile  numeri  die$e  Eigenschaft  ha- 
ben^  90  hâtte  auch  dièse  Observation  ihre  Richtigkelt^  aber 
auf  eine  solche  Art^  als  wenn  ich  sagen  wollte^  dass  m  im^ 
mer  eine  summa  trium  trigonalium  oder  quatuor  quadrato- 
nun  ware.  Dass  dièse  beyden  Propositionen  :  8  m  4*  ^  n: 
summae  3  D  et  m  zz:  summae  3  A  aequivalentes  sind,  ist 
leicht  einzusehen^  und  dependiret  eben  davon  auch  die  De- 

monstaration ,   dass   omnis    numerus   summa   k  quadratorum 

sey.  Denn,  si  m  zz  — ^ 1 ^—  -f  — ^ —  ent  8  m  -f-  3  ^: 

(2tt  +  i)*-f- (26-f  1)* -f  (2c4-l)*,  folglich  ist  immer 
8in+%  eine  smmna  quatuor  quadratorum,  und  femer  ejus 
qnadrans  2  m  -|-  1  ^  foiglich  omnis  numerus  impar^  et  per 
consequens  omnis  omnino  numerus  erit  in  k  quadrata  re- 
solubilis.  Bey  dieser  Form  8m-|-3  ist  zu  merken,  dass  so 
oft  dieselbe  ein  numerus  primus  ist^  auch  in  dieser  Form 
2aa-]-bb  entlialten  sey.  Um  dièses  und  andere  dergleichen 
theoremata  tu  beweisen^  kommt  das  meiste  auf  folgende 
lanmàfta  mn,  wcnron  ich  noch  keine  rechte  Démonstration 
U>e  finden  kènnen: 

I.  Si  nmnerus  integer  n  non  sit  summa  duorum  quft** 
dritorum  integrorum,  talis  quoque  non  erit  in  fra«^ 
tisi  seu  nullus  numerus  npp  in  duo  quadrata  mtogn 
resolvi  poterit.  At(|ue  vicissîm^  si  npp  fuerit  summa 
duorum  quadratorum^  etiam  numerus  n  erit  summa 
duoram  quadratorum»    idque  in  integrif- 
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n.  Si  numerus  n  non  fuerit  summa  3  quadratorum  in 
integrié,  etiam  talis  non  erit  in  fractis. 

ni.  Si  numerus  npp  fuerit  summa  k  quadratorum  ^  erit 
quoque  numerus  n  summa  k  quadratorum  integrorum 
cyphra  non  exclusa. 

Ich  kann  mich  nicht  erinnern  ob  Ew.  nachfolgende  Ex-* 
pression  bekannt  ist 

_|.  "^"-'l^;"^-^^"-^^  (a  +  kb)'"  -  etc. 

Wenn  m  und  n  numeri  integri  sind  und  m<n>  so  iti  die 
ganze  Expression  immer  =:  0. 

Nachfolgendes  theorema  scheint  mir  auch  merkwûrdig 
su  seyn:  Si  fuerit  aa'\'kn  numerus  primus  zzLp,  atque  d 
sit  diyisor  quicunque  numeri  n^  erit  p  numerus  in  hac 
forma  dxx  -f-  yy  contentus  (idque  unico  modo).  Ex.  gr.  sit 
n:=:30;  sumto  azizii,  fit  kn-\-aaz=i2ki'=,p.  Gontinetur 
ergo  numerus  2M  in  sequentibus  formis  xx-\-yy\  ^xx-^-yy^ 
^xx-\-yy\  hxx-\-yyx  6xx-|-jj;  10aîa5-[-/7;  i^xx-^-yy^ 
30xx-f-J79    in  unaquaque  autem  semel  tantum  continetur. 

Gleich  wie  eine  summa  duorum  quadratorum  inter  se 
primorum  aa'-\-bb  keine  andere  divisores  haben  kann,  als 
welche  in  dieser  Form  hn-\-  \  enthalten  sind  ;  also  kann 
ich  auch  demonstriren >  dass  aile  divisores  formae  a^  -{'  b^ 
in  dieser  Formul  8n-f-l  enthalten  sind;  gleichergestalt, 
dass  aile  divisores  von  a'  -f  ^*  numeri  hujus  formae  16n-f  1 
seyn  mùssen.  Et  gênerai  iter 

Numerorum  in   hac   forma   n*     -4"  ^*     contentorum  alii 
divisores  non  dantur,  nisi  hujus  naturae  2'^"^^n-4-  i. 


.iA_    .      .a. 
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Wenn  dièse  factores  in  infinitum  wirklich  mit  einiander 
multiplicirt  werden  (1  -n)  (1  -a*)  (1  ^n*)  (1  -n*)  (1  -n')  etc-, 
•o  koimnt  nachfolgende  séries  heraus 

^  n"  —  etc. 
wovon  per  inductionem  leicht  erhellet,    dass  omnes  termlni 

in  hac  forma  n    ~^       begriiBfen    sind ,    und  das  signum   4* 

praefixum  haben^  wenn  x  ein  numerus  par^  das  signum  — 

aber,    wenn  x  ein  numerus  impar  ist    Ich  habe  aber  nocli 

keine  Méthode    finden    kdnnen^   wodurch    idi  die  Identitat 

dieser  zwey  Expressionen  demonstriren  kônnte.  Der  Hr.  Prof. 

Nicolaus    BemouUi    bat    aucb    praeter   inductionem    nichtt 

daruber  herausbringen .  kônnen. 

Euler. 


k 
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LETTRE    LXVII. 


•• 


GOLDBACH    k    EVLBIi. 


8  OHM  AIRS.    Réponse   à  U  précédente. 


St.  Petersbnrg  d.        Dec.   i748. 

Aus  Ew.  Schreiben  vom  1 5.  October  habe  ich  mit  Yergnù* 
gen  ersehen,  dass  endiich  aus  meiner  Démonstration  etwas 
geworden  ist.  Ob  mir  nun  wohi  meine  andcre  occupationes 
fast  keine  Zeit  ùbrig  gelassen^  die  von  Ew.  beygefùgten  an- 
dern  theoremata  etwas  genauer  zu  untersuchen^  so  hoffe 
ich  doch^  dass  man  kùnftig  in  dieser  generali  aequatione 
impossibili  emn  — y  (m  -f-  n)  zn  aa  die  conditiones  nume- 
ronim  e  et  y*  in  unendlich  vielen  casibus  wird  bestinmien 
kônnen. 

In  dcr  série  —  -|-—  ±— -|-  —  ±^±5;jetc.  und  den 

von   mir  angegebenen  summis  ist  gar  kein  Fehler,  wie  sol- 


•  •  • 

ches  Ew.^    wenn  Sie  selbige  noch  einmal  zu  hetraehten  be- 
lieben^  leicht  ersehen  werden. 

Dass  die  divisores  formae  1  On  4-1  in  der  série ^  cujui 
terminus  generalis  est  xx-^idx — 19,  nicht  exdudiret 
werden^  ist  so  ofTenbar,  dass  es  mir  des  Morgens  nach  Ab- 
gang  meines  vorigen  Briefes,  aïs  ich  ohngefâhr  daran  dachte, 
selbst  bcyfiel;  ich  achtete  aber  die  gloriam  der  ersten  Ent- 
deckung  dièses  erroris  nicht  so  wichtig^  dass  ich  selbige 
durch  ein  besonderes,  nur  blos  dazu  gewidmetes  Schreibea 
notificiren  sollte. 

Die  séries  a'" —  n(a  +  6)'" -|-n(n—I)(a 4  26)'"— etc.  =  0 
ist  mir  vorher  gar  nicht  bekannt  gewesen;  um  mieh  von 
der  Wahrheit  derselben  zu  convinciren,  wollte  ich  grada- 
tira  erst  mzizi,  m  =  2,  etc.  setzen,  und  dann  successive 
auch  n:zzi,  n  rr  2 ,  etc.  nehmen ,  so  wurde  es  sich  z^gen, 
dass  auch  in  den  grôsseren  valoribus  m  et  n,  die  séries  sich 
allezeit  destruiren  musse. 

Bey  der  série  (1 — n)  (i — nn)(l  — n*)  etc.  ist  mir  ein 
besonderes  problema  eingefallen:  Data  série  A  infinitorum 
terminorum,  signis  '\-  et  —  dato  ordîne  variantibus  proce- 
dentium,  invenire  seriem  B  hujus  naturae^  ut  in  producto 
AB  signa  -|-  et  —  eodem  ordine  sibi  succédant^  quo  orditle 
idbi  succedebant  in  A.  Dièses  problema  kann  sehr  leidit  sol- 
vîret  werden  in  dem  casu  Azizii  — n)  (1  — nn)  (1  —  iâ) 
etc. ,  obgleich  darin ,  wie  Ew.  angemerkt  haben  die  signa  -\^ 
et  —  auf  eine  gar  ungewâhnliche  Art  abwechseln^   denn 

wenn  ich  setze  B  zz:  (1  —  a')  (1  —  n^)  (i  —  n*)  etc.,  so  wird 
A  mtiltiplicata  per  B  eine  neue  séries,  welche  dieselbe  va-' 
riationem  signorum  in  sich  hait.  Goldbachi 
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LETTRE    LXVIII 


EULER    à    GOLDBACH. 
SOMMAIBB.  MêmM  toieU.  ProUènM  d«  U  féométrî*  des  camMhm. 


Berlin  â.  21.  Jaaiur   1744. 

AiMser  den  vorher  gemeldten  theorematibus  ûber  die 

formulas,  quae  quadratos  numéros  praebere  nequeunt,  habe 
îch  seit  der  Zeit  in  dieser  Materie  nichts  anders  angemerkt, 
als  dass  dièse  Formul  2 abc  —  b  —  c  kein  quadratum  seyn 
kônne,  si  vel  b  vel  c  fuerit  numerus  impar  formae  kn—i. 
Ferner  kann  auch  dièse  Formul  2a bc  —  b  -A-c  kein  Quadrat 
seyn,  si  fuerit  a  numerus  impar  et  b  numerus  vel  hujus 
kn'\-i  vel  4n-|-2  formae.  Hernach  kann  auch  2a6c-f-6±c 
nimmer  ein  quadratum  seyn,  si  fuerit  a  numerus  impar  et 
b  vel  hujus  formae  kn  —  1,  vel  hujus  kn  —  2.  Ich  kann 
aber  von  allen  diesen  Propositionen  noch  keine  andere  vôllig 
demonstriren ,  als  diejenigen>  welche  aus  kmn^m  —  nzi^aa 


«.M 
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t 

fliessen^    und    lyelche  Ew.  folglich  auch  durch  Derp   letztr 
gemeldte  Méthode  demonstriren  kônnen. 

Ich  kaiin  noch  nicht  einsehen,  dass  kein  Schreibfehler  in 
der  Ton  Ew;  letztangefûhrten  sem  . 

tollte  unterlaufen  seyn.  Denn  da  Ew.  gefunden^  daM 

•o  muss  dièse  séries  "4-  +  "5"+9"H"^"h  ®*^-  nothwendig 

kleiner    als   1    seyn^    indem   sogar    der   defectus  angegeben 
werden  kann^  wëlcher  ist 


3.4l    '    7.8     '    8.9^    '  -15.16    '    24.25 

Gleichergestalt  da  fest  demonstrirt  worden^  dass 

so  kann  ja  eben  dièse  sériés,  si  singuli  denominatores  uni- 
tate  augeantur^  unmôglich  eben  dièse  Summ  2/2  —  1  haben. 
Dafaero  noçh  mehr  in  meiner  Meinung  gestarket  werde, 
dass  Ew.  vergessen  die  denominatores  um  1  zu  vermindem. 

Dass  dièse  séries 

si  faerit  n^m,  erhellet  ex  natura  serierum  recurrentinilié 
Denn  da  aile  progressiones  algebraicae  ad  genus  recurren-^ 
tium  gehôren,  dei^gestalt  dass  ein  jeder  terminus  ex  aliquôt 
praecedentibus  determinirt  werden  kann^  so  muss  auch  diète 
séries  a'",  (û-|-6)'^,  (a-|-26)'",  etc.  eine  séries  recurrens 
seyn^  und  ein  bestândiges  Verhâltniss  zwischen  einem  jeden 
termino  und  einigen  yorhergehenden  Statt  finden.  Dièses 
kann  sogar  in6nitis  modis  ges<*hehen^  indem  die   scala  rela- 


"^ 
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Die  von  Ew.  angegebenen  vielen  casus,  wodurch  die 
quantitartes  e  und  y*  in  emn  — f{p^  "h  '^}  =^  ^^  bestimmet 
werden  y  *  geben  mir  Ursach  zu  vennuthen^  daM  selbige  noch 
viel  generaler  determiniret  werden  kônn^,  ob  mir  gleîch 
dazu  bishero  keine  Méthode  bekannt  ist;  indessen  scheinet 
dodb  auch  dièse  kleine  Observation  einigen  Nutzen  zu  haben^ 
dass  die  aequatio  impossibilis^  so  wie  sie  angedeutet  wordèn, 
allezeit  ihre  Richtigkeit  bât,  wenn  àa^k[e — J)^,  allwo 
das  signum  ^  minus  oder  gleich  bedeutet,  gleichwie  ich 
seit  Ew.  vorigeni  Scbreiben  daa  ^îgnum-  ^  iiir  maj'us  vel 
gleich  zu  meinem  eigénen  '  Gebraiich  angenbmmen. 

GoTdbach. 


1^ :-■    '^.aU^  ^v-   V 
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LETTRE    LXX. 


EULER    à    GOLDBACH. 
Son  M  à  II  t.    CaoM  de  U  pctanteur,  Rëpoiue  à  la  pHoëdente.  Divers  sujets. 


Berlin  d.  26  April  1S44. 

Icb  bin  in  Verfertigung  meiner  pièce  ^   welche  ich 

ùber  den  Bfagneten  im  vorigen  Jahr  nach  Paris  geachickl^ 
auf  einen  Einfall^  um  die  causam  gravitatis  zu  erkliren^  ge- 
rathen^  welcher  mir  je  langer  je  grûndlicher  vorkomml, 
ungeacht  ich  mich  noch  nicht  im  Stande  befinde  denteiben 
vôlUg  auszufïihren.  Anjetzo  tollte  man  hier  schon  wisten 
Lônnen^  wer  dièses  Jahr  den  Preis  bey  der  Akademie  su 
Paris  erhalten;  weil  mir  nun  der  Hr.  Clairaut  noch  nichts 
davon  gemeldet^  so  kann  ich  gewisse  Rechnung  machen, 
dass  ich  diesmal  wieder  leer  ausgegangen.  Ich  kann  auch 
die  Ursach  leicht  errathen^  denn  da  ich^  um  meine  Erkli* 
rung  zu  bekraftigen,    die  Meinung  der  Englânder  von  der 

Corr.  maih,  tt  phys.  T.  t.  |g 


\ 
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Attraction,  aU  einem  attributo  eMentîali  corporum,  zienilich 
stark  angegriSen  und  widerleget,  so  wird  dièses  den  Herren 
Commissariis,  welche,  wie  ich  seit  der  Zeit  erfahren^  dieser 
Meinung  vôllig  beistimmen ,  gar  nicht  gefallen  haben. 

Die  Eiçenschaft,  welche  Ew.  von  den  eurvis,  dem  in  don 
Actis  Lipsiensibus  proponirten  problemati  satisfacientibus, 
entdecket  haben,  Hat  ihre  vôllige  Richtigkeit,  und  ist  also 
allen  den  unendiich  yielen  krummen  Linien,  wodurch  das 
problema  soivirt  wird ,  gemein.  Ich  habe  vor  etwas  Zeit  eine 
ausfûhriiche  Soliitjlbn."da|^bei^  tiftâi;L|îi>4^g^geschickt,  darin 
ich  ex  quolibet  curvarum  algebrairariim  ordine  eine  ange- 
geben.  Ans  den  sectionibiis  conicis  satisfacirt  der  Circul,  da 
ein  punctum  im  centro,  das  andere  in  der  Peripherie  an- 
genommen  wird.   Ex  lineis  tertii  ordinis  satisfacirt  dièse  Ae- 

quation  yyzzi-  -    ~  -     >  positis  (Flg.  9)  C  et  ïf  duobus  illis 

punctis,  circa  quorum  illud  C  sint  areae  proportionales  an- 
gulis  ad  D  formatisi  et  vocatis  CDzz,a,  DPzizx,  MPzizy. 

AusS€lr  dièseti  Curvis  algebraicis  gibt  es  unendiich  viel, 
AéreA  Construction  «  quadratufa  oirc^ult  dep«ndîft,  die  ûbri- 
gèn  ab^  lassée  ëich  durdi  keinc  Quadratur  construir^n;  ich 
babe  abèr  eine  Gèneral-Constructiofi  per  itiotunfi  tractorium 
gegebén. 

Ueb^  die  thedretfiSita  numei*ica  hàbe  ich  ëèit  àtr  Zeit 
nichts  Neuei  entdecket  Was  die  tiéUen  Zeichen  ^  und  < 
betrifft^  déirgleichen  in  dîesen  Speculationen  dfters  hôchst 
tiôthig  sind,  so  wollte  ich  nach  der  Analogie  dièses  Zeichem 
SE,  w«Iches  non  àequale  bedèutet,  vielnwehr  dièse  <<  und  > 
(;«iMra«chen>  deren  jenes  non  mbiuSy  d.  i.  entweder  àeqnale 
eder  majus  0>)i  dièses  «ber  y>  m>n  majui,  d.  i.  m  viel  ali 
^,  min  11»  oder  aëquale  bcdeutèt. 


—   tro  — 

Nftcfafttens  wird  bei  dem  Hn.  Bousquet  mein  Tractai  de 
problemate  itoperimetrico  herauskommen  ;  und  darauf  wird 
er  ein  anderes  Werk:  Inlroductio  ad  Analysin  infinUorum 
drucken^  worin  ich  towohl  den  partem  sublimiorem  Al- 
gebrae  al»  Geometriae  abgehandelt.  Ich  habe  fur  nôthig  be- 
funden  dieaes  vor  der  Analysi  infinitorum  selbst  bergehen 
zu  lataen^  an  welcher  ich  jetzt  wirkiich  arbeite. 

Jetzt  wird  hier  an  eioer  Diisertation  de  motu  Planetarum 
et  Gometarum^  worin  ich  die  orbitam  des  letzten  Cometen 
bestimmet,  gedruckt.  Es  ist  b^  diesem  Cometen  merkwûrdig, 
dasf  derselbe  d.  k.  April  so  nafae  bej  dem  Mercurio  vorbej* 
gegangen^  dass  man  daher  eine  Perturbation  in  dièses  Pla- 
neten  Lauf  zu  vermuthen  Ursach  hat  Bisher  ist  aber  der 
Mercurius  noch  unsichtbar,  dass  man  sich  also  bieriiber  nodi 
nicht  hat  erklàren  kônnen. 

Euler. 
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LETTRE    LXXI 


GoLDBÀCH    à   EULER. 

i 

80  If  If  A.  Il  t.    Encore  anr.  it»  expreMÎons   qui  peuvent  et  ne  peuvent  point  donner 
dee    nombres    quarrét.    Savants  de   Berlin.  Knutsen,   Traité  des  comètes. 
^*  Divers  sujets. 


Moscau  d.  1  Juni  st.  n.  1744. 

T  or  wenigen  Tagen  habe  ich  ganz  unvennuthet  gefunden^ 
daM  die  aequatio  emn±:/m-\'gnzzzaa  allezeit  possibilis 
iit^  nehmlich  dass  datis  numerâ  e,/,  g,  allezeit  gegeben 
werden  kônnen  m,  n  et  a.  Die  Démonstration  ist  sehr  leicht: 
ponatur  m  zzLeg  ±f±  2g,  nz^g,  erit  a'zz.eg±J'± g. 
Wie  aber  bey  solcher  Bewandniss  der  Sache^  25  von  den 
38  casibus^  welche  Ew.  in  Dero  Schreiben  vom  15  Oct.  aïs 
aequationes  impossibiles  anfûhren^  sich  werden  legitimiren 
kônnen^  lasse  ich  (nach  der  bewussten  phrasi)  gar  sehr  an 
seinen  Ort  gestellet  sejn. 

Von  Hn,  Prof.  Strube  hoffe  ich  bey  dessen  Zurûckkunft 
einige  particularia  von  den  dortigen  savans  als  MM.  Jordan^ 
d'Argens,  Algarotti  etc.  zu  vernehmen.  Ew.  werden  auch 
ohne  Zweifel  einen  gewissen  M.  des  Champs  kennen,  wel* 
cher  einen ,  mir  annoch  unbekannten  Cours  de  la  philosophie 
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fVolfienne  geschrieben  hat.  In  diesem  Bûche  soll  eine  pas- 
sage vorkommen^  da  ad  marginem  stehet:  ((M.  Huygens  cri- 
tiqué». Wo  sie  so  beschaffen  ist,  wie  mir  hinterbracht  wor- 
den^  wird  es  Ew.  nicht  gereuen^  selbige  gelesen  zu  haben. 
Fût  die  Communication  der  aequationis  ad  curvam  danke 
ich  dienstlich  und  werde  Ew.  Dissertation^  sobald  ich  die 
Acta  Erud.  bekomme^  mit  Vergnùgen  lesen.  Mit  der  an- 
gefûhrten  Yerànderung  der  signorum  bin  ich  auch  wohl 
zufrieden. 

Aus  einem  Stuck  der  Hamburgischen  Nachrichten  habe 
ein  favorables  jiiéidum  von  des  Hn.  Prof.  Knutzen  Tractai 
Yon  den  Cometen  ersehen;  es  wird  daselbst  bey  dieser  Ge- 
legenheit  gemeldet»  dass  zwar  schon  einige  Gelehrte  gewe* 
sen^  die  Cometen  auf  eine  gewisse  2^it  vorausprophezeyet 
haben  ^  die  Cometen  hâtten  sich  aber  nicht  eingefunden^  so 
dass  unter  Allen  ^  der  Hr.  Prof.  Knutzen  der  erste  gewesen, 
welcher  eincn  Cometen^  nehmlich  den  von  A.  ilW,  in  ei- 
ner  ôffentlichen  Schrift  schon  7  Jahr  voraus  vermuthet  hat. 

Aus  dem^  was  von  der  Théorie  de  la  figure  de  la  Terre 
par  ML  Glairaut  in .  den  Leipz.  gel.  Zeitungen  gesagt  wMi^ 
schliesse  ich^  dass  es  ein  sehr  schônes  Buch  seyn  muss. 

l¥enn  ein  vôlliger  tomus  von  Ew.  operibus.  herausgc^ 
konunen  seyn  yiïré,  bitte  ich  mir  notice  davon  zu  geben.  , 

\àk  erinnere  mich ,  dass  Ew.  mir  schon  vor  einigqi 
Jahren  gesagt  haben  ^  auf  was  fur  Art  Sie  ein  Capital  yoifi 
10000  Rthlr.^  im  Fall  Sie  es  erwerben  sollten,  zu  employi- 
ren  gesonnen  wâren^  nehmlich  ein  Landgut  in  patria  z|i 
zu  kaufien  und  darauf  zu  leben.  Ohngeachtet  nun  vermuthr 
lich  der  casus  in  terminis  bald  existiren  wird^  so  will  ich 
doch  nicht  hoffen,  dass  Sie  Ihr  damaliges  Project  in  Erfol- 
limg  l^iogen  werden.  .  Goldbarh. 
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LETTRE  LXXIL 


EVLBE  à  Goi«»BAC«. 


Btriiii.   Lo(ogrrplM  &  ëéchiffr 


BcrI»  ^  4.  J«H  1Y44. 

9êU  éme  Formul  emn.  ./m.  .gn  gêtieruliter  ein  quadrà- 
tum  leyn  kônne ,  wenn  nur  entwedcr  /  oder  g  ein  nimie* 
FM  affirmât! vus  ist^  wie  Ew.  angemerket  haben^  kann  mit 
meinen  vormaU  âberschriebenen  theorematibus  gar  wohl  bette* 
lien.  Dieielben  waren  zweyerley^  entweder  voyi  dieser  Form 
k^mn  —  pm  —  pn,  oder  von  dieter  kemn^:  pmqz  pn.  Die 
êfttere  leidet  nun  durcb  Ew.  Observation  keine  Notk:  die 
letztere  aber  wûrde  umgestossen^  wenn  nicbt  eine  Condition 
hinsugethan  werden  mûsate,  davon  ich  mich  ntdit  mdir 
erinnere^  ob  icb  in  meinem  Briefe  damais  Meldntig  gethan 
babe^  oder  nirht.  Nebmiich  es  mùssen  m  und  n  fetpectn  p 
primi    seyu.    W enn    ich   also  sage ,    dais  Hmn  —  3m-f  Su 


nimmer  ein  Quadrat  seyn  kônne^  so  ii^uss  dieae  Condition 
dabei  gemeldet  werden^  dass  n  kein  multiplùm  3'  sey.  Dcnn 
wenn  man  dùrfte  n~  3  oder  ùb«rfa^upt  (izziihh  setzen, 
so  kônnte  diesç  Foraïul  8  i^ia -r-  3m-f-3f|  in6i|itift  ipodis 
ein  Quadrat  »eyn.  Dièse  Restriction  folget  unmittelbar  aus 
der  Art,  welche  mîch  dazu  gefùhret,  und  welrhe  ich  auch 
in  der  pièce,  so  ich  vor  einiger  Zeît  iiber  dièse  Materie 
itach  St.  Petersburg  geschiekt  habe,  ausdrticklicli  angemerkt. 
Denn  Sma^-r^Sm -f-Sn  kann  deswegen  kein  Quadrat  scjn, 
weil  dièse  Formul  aa  —  ^l^b  k^inen  divtsorem  primum  hu- 
jus  formae  8n  ±  3  haben  kann.  Dahero  werden  diejenigen 
casus  ausgenommen,  wenn  n  çin  multiplùm  von  3  ist,  eben 
Yfie  awh  in  jçjier  aa  —  2bb  ik^^  Condition  bina^ugf^han 
werden    muss,    dass   a  und   b  numeri   inter  sç    primi  seyn 

• 

sollen.  Demi  Q^^ne  dièse  Restriction  kônnte  aa*!^266  per 
quemcunque  numeri^m  divjsibilis  ^yn. 

Ich  arbeite  anjetzo  an  einem  Tractât  ùber  den  calculum 
differentialem ,  in  welcheoi  ich  ^ersehiedene  curieuse  DcA^ou- 
verten  ùber  die  séries  gemacht  habe,  wovon  ich  die  Frey- 
boit  nefame  Ëif*  einige  s^n  eominuakîven: 

L  Sumto  in  circulo  arcu  quocunque  a,  cujm  SÎPW  ait 
=  i$.,  sinus  Arcus  di^pli  r;:  (i,  sii|us  arcu^  tripl)  çz^  y,  ff^ipu* 
qyadn^pU^i^;  quintupli  :=:  e  etc.  dico  hujus  seriei  infinita^ 

exprimere  longitudinem  arcus  90^  iir  eodem  circulo.  * 

II.  Posifto  jradio  ein^li  '=zi»  atque  «ircus  cMÎ^M^nqi^  41 
statuatur  ut  sequitur  sin  a:zza,  sin  2azi:fi,  sin  3a  n:^^ 
sin  ka^z.âf  sin  5a:zif  etc.,  cos  a:zzA,  cos'iamB,  cos3a:^iC 
cos  k  a  'Ziz  D,  cos  5  a  rr  E  etc.  sitque  n  longitudo  semicir- 
ciiBii(Br6iiliae  ^  ent 
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7  +  03 +32'+ï7'  +  r7î+"°-=T 
'  +  7+-3r+^+^  +  :jr+etc.=  » 
t+A+B  +  C  +  D+E+ttc.=^ 
m.    Nachfolgende    séries   «ind    ex   divisione  arcus   ent- 

spniDgen. 

Poùto  radio  :=:  I ,  sumatur  arcus  quiconque  :=  s,  cujut 

HDUi  lit  =:  a,  cotinuB  dimidii  arcus  sit  ^  a,  cos  —  s  zz  fi, 

co»  —  J  =:  y,  008  —  szizâ  etc.  erit 


a^  7a  (etc. 


IV.  Si  ponatur  arcut  cujuscunque^  tangensi=  J,  tang  y  s 
=r  B,  tang  —s^C,  tang  —*=/),  tang  —szzE  etc.  erit 

V.  Si  cognita  fuerit  Bumina  hujus  «eriei 

a  +  ix  -|-  ex*  -|-  d«*  +  «X*  -f-  etc. 
quant    ponam  :=  z;    dico  semper  assignari   poste   11111111— 
faujuB  seriei 

Aa  +  Bbx  H-  Ccx'  +  Ddx*  +  Eex*  4-  F/x*  -\-  etc. 
dummodo  aeries  horum  coëfâcientitim  A,  B,  C,  D,  E,  etc. 
tandem  habeat  difTerentias  constantes.    Sit  enim  B  —  Az^f, 
C  —  2B-\-A=Q,    D~ZC-\-ZB—A=:.ReAc    Deinda 
quia    z  datur  pcr  x,    statuatur  ^^p,    ;^  =  ?»  rfa""'^"! 
^  ^  *  etc.  Hi»que  valoribiis  inventii  erit  seriei 
Aa  -\-  Bbx  -f  Ccx^  +  Ddxt^ 
i  =../z-|~/>x+ yQg«*j 


Sit  exempl.  gr.  »  =  i  -^  x  +  x*  •{■  x'  -{-  x*  -\-  etc.  =z  ^^ 


J, 
t  =  1-2  =  (T: 


■=.rtXc. 


et  pro  A,  B,  C,  D,  etc.  tumatur  haec  séries 
1,  3,  7,  13,  21,  31,  U   etc. 
2,  k,  6,   8,    10,    12 
2,  2,  2,   2,     2, 
0,  0,   0,     0 
deren   formub   generaUs  ist  nn  —  n-}-lj    davon  die  Diffe- 
renzen   genommen,    wirct^  =  l>    F  =  2,    Q  =  2,    A  =  0. 
5^0  etc. ,  folglich  ist  die  summa  scriei 

l-i-3xH-7aî"+13a;*-|-21a!*  +  31a!*  +  ete.= 

Gleich  wie  man  vermittelst  der  Newton'schen  Evoiutioa 
des  binomii  aile  aequationum  purarum  te"  —  ^^=:0  radices 
per  séries  înfinitas  exprimiren  kann,  so  habe  ich  auf  eine 
âhnliche  Méthode  gedacht,  um  aller  aequationum  a&ctarum 
radices  gleichfalls  per  séries  infiaitas  zu  exprimiren.  Es  sc^ 
gegeben  dièse  Aequation 

as"  +  Aob'-  *  H-  Bx"-*  +  Cx"  -•  +  etc.  =  0, 
émtÊï  Mue  ndù  sey  x:=y,  welche  ich  folgendei^estalt  per 
■riwi  «HKiiBârc  Ich  sctze 

x'  -{-  jéx" ~ *  -f-  Bx"~*+  Ca;""*  -f  ctc.z^v 
luid  siiche  per  differentiationem  dïe  valores  folgender  Qiian- 
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welche  aile   in 


iiei)  sejn  werden.  Nun  nehme  man  narh  Belieben  fur 

.  valorem   il«t«riiiittiUuni  an,   und  bestimme  danus 

i  j-.  p.  fi  r»  «  élu  qoo  &clo  stuniw  *  'tua 

'■^nii  propoiitae      W 


X 


Nimmt  man  nun  fur  x  einen  «olchen  Werth  an,  welcher 
einer  radici  schon  sehr  nahe  kommt ,  so  wird  die  aeriea  con- 
vergens  und  weiset  die  radicem  proxitne. 

Man    kann    dièse   Propoaîtioo   auch  folgendergestalt  aua- 
drucken.    Si  fuerit 

j  =  aï"  -f  Ax"-  '  ^^  B»"-  *  -h  Cx"'*  ^  etc. 

falncque  definiaiiiur  seqnentes  qnantitatea  pzr^»  f^i^^t 
r  izz,  —i  s'uz  T-  etc.  ex  quibus  formetur  hiaçc  séries 

«  — Pr  +  ^^r*  — {r7*H-i.vjrt_ete. 

dico  hujus  seriei  summain^  quiçunque  valor  pro  x  ponatur, 
•oûper  Jïeqiiari  uni  radici  higiii  aequatiMtis 

W<«in  man  «ich  eîne  lineam  ourram  irorrtcUel  vim  dî«» 
w»  Natur 

4iê  absciasae  sind  0»  1,  13,  3,  %,  5,  6,  1,  etc. 
die  appiicatae  1,  1,  2,  6,  2k,  120,  720,  S0%0,  €«c 
dergestall,  dats^  wenn  die  abscissa  gesetzt  urird  mx,  die 
ijpylîcata  wird  j  :=  1  2.3A...X,  so  kann  dièse  eurva  pev 
infinita  puncta  leicht  besc^hrîeben  werden.  W«nn  ich  mîek 
recht  erinnere,  so  haben  Ew.  mir  einmal  Anlass  gegeben 
9mi  dièse  curvam  va  denken.  Unlatngst .  da  mir  dièse  Materît 
wiederum  vorkam,  so  habe  ieh  die  naturan)  dieser  krmn^ 
l^a  Linie  durch  folgende  aequationem  di0erentialem  e%- 
j^riinirt;    Man  set^e 

J=:1  +  ^-|-l-H^4  etc.  r=  1 ,6*  W3*0«€6*8 
j9  =  l-h^   f^-^^^etc.  =  1,?02056903I59 
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C=:l-f^-|-^-|-^-hetc=::  1,082323233711 
/>=l-|-^+^-i-^  +  etc.  =  1,036927755106 

£:=l-|-^  +  ^-fp-fetc.=:  1,0173^306198^ 

F  =  i -\- ^ -\- ji -\-  ^ -\' etv.  =.  1,0083%927738« 

etc. 
und  fenier  sej  nc=z  0,57721566^9,  »o  wird  «eyn 

dx  4    1*,'».  ,1 

woraut  die  positio  tangentis,  so  oft  x  ein  numerus  integer 
ist,  erkannt  wird.  Wenn  aber  x  ein  numerus  fractut  oder 
irrationalité  so  dienet  dièse  aequatio  infinita: 

oder  auch  dièse 

Ans  der  Figur  dieser  curvae  ist  leicht  su  seben^  dass  die^ 
telbe  eine  applicatam  minimam  inter  absctssas  0  et  1  haben 
mnts.    Wenn  man  nun  setzt  dy^zzO,   so  kooimt  proxime 

heraus  jrzzz0,k6096  oder  xrz-rz*   Um  aber  aus  einer  jeden 

abaciasa  x  die  gebôrige  applicatam  y  m  finden^  so  habe  ick 
dièse  logarithmiscbe  Aequation  berausgebracbt 

Wenn    alto   x   eîne    sehr    grosse  Zahl    ist^    so    ist  proxioM 
yg — ~»  poMto  e^  8,7189818.  Setzt  man  aber 
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1,1  1,3  .    

l.a.3.ax^^3.4.5.6x»         5. 6. 7. 6x«    «^7.8.9.10*^  —    ' 

•o  ist  accurat 

j:r:- — i —  iz:  i,2.3,*. .  .05. 

Was  diejenigen  hiesigen  Gelehrten  betriflffc^  von  welchen 
Ew.  einige  Nachricht  erwarten^  so  kabe  die  Ehre  zu  mel- 
den,  dass  M.  Jordan,  welcher  vormals  ein  franzôsischer 
Prediger  gewesen,  sich  hauptsachlich  auf  die  Literatur  ap- 
plicirt  und  eine  schône  Bibliothec  sammelt,  indem  ikm  der 
Kônig  aile  Bûcher,  welche  Ihro  Majestat  gesandt  werden, 
darein  schenkt.  Dass  der  Marquis  d'Argens  bloss  von  den 
belles- lettres  fait  macht,  wird  Ew.  genugsam  bekannt  seyn, 
und  ungeacht  er  jetzt  anfângt  auck  phjsicalische  Materien 
mit  unter  seine  Schriften  zu  mengen,  so  ist  doch  nichts 
Grundliches  davon  anzutreffen.  Der  Graf  Algarotti  ist  schon 
lange  Zeit  nicht  mehr  hier  und  bat  nach  den  letzten  Zei- 
tungen  Dienste  bej  dem  Kônig  von  Polen  genommen. 
M.  Deschamps  ist  ein  purer  Wolfîaner,  und  weilen  idi  we- 
der  mit  ihm  in  genauer  Bekanntschaft  stehe,  noch  seipe 
Schriften  gelesen  habe ,  so  habe  ich  ihn  durch  einen  Freund 
firagen  lassen,  worin  er  praetendire  den  Hugenium  critiquirt 
zu  haben.  Hierauf  bat  er  nun  geantwortet,  dass  solches  ùber 
sein  ratiocinium  sur  la  probabilité  gewesen  sej,  weiien  er 
vermeint  batte ,  der  Hr.  Wolf  batte  solches  auch  schon  cri- 
tisirt,  da  er  aber  seit  der  Zeit  geseben^  dass  des  Hn.  Wolfs 
Worte  anders  verstanden  werden  mlissen,  so  ziehe  er  seine 
Critic  wieder  zuruck. 

Die  Akademie  in  Paris  bat  dièses  Jahr  das  praemium 
gar  nicht  ausgegeben,  sondern  eben  dieselbe  Quaestion 
vom  Magneten  wiederum  auf  A.  174-6  proponirt,  mit  einem 
dreifachen   Preise  von  7580  livres.    Ich  habe  mir  aber  vor- 
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genommen    nicht   ferner  darûber  zu  concurriren^    sondera 
meine  Disiertation  nachftens  allhier  drucken  zu  lawen.*) 

So  favorable  dat  judicium  in  den  Hamburgischen  Zei-* 
tungen  ûber  des  Hn.  Prof.  Knutzen  Meinung  von  dem  lets- 
ten  Gometen  'ist^  ao  itt  doch  sowohl  der  Grund,  aia  aeiiie 
Ausfiihning  vôllig  falsch.  Er  niinmt  erstlich  an,  daas  dieser 
Gomet  ein  tempus  periodicum  von  4*5%  Jahren  habe^  weil 
er  ans  dem  catalogo  Heveliano  gesehen^  dass  feist  immer 
nacfa  Yerflietsung  dièses  intervalli  ein  Gomet  ersckienen. 
FernOT  glaubt  er^  dass  der  Gomet  von  1698  eben  derselbe 
geweaen»  der  À.  1652  gesehen  worden^  da  man  doch^  wenn 
man  die  Sach  genau  untersuchet,  kaum  zwey  Gometen  fiii- 
den  wîrd ,  welche  so  viel  von  einander  differiren ,  als  dièse 
zwey.  Hemach  ist  auch  der  letzte  Gomet  von  diesen  beyden 
so  stark  unterschieden  ^  dass  man  mit  eben  der  raison  den 
Mercurium  fur  den  Saturnum  halten  kônnte^  wenn  man 
nicht  ^fter  beyde  zugleich  am  Himmel  sahe.  Ich  habe  auch 
àcm  Hn.  Prof.  Knutzen  aile  dièse  Grunde  iïbersckridbea, 
wogegen  er  nichts  anders  einzuwenden  findet,  als  dasf 
gleichwohl  seine  Meinung  oder  Prophezejung  eingetroffen, 
mid  dass  er  fast  nicht  glauben  kônne^  dass  solches  par  ha- 
sard geschehen.  Ich  habe  ùber  diesen  Gometen  eine  weitlau^ 
fige  Dissertation  geschrieben^  welche  jetzt  bald  wird  ge* 
dmckt  sejn^  darin  ich  den  Lauf  dièses  Gometen  auf  dw 
Genaueste  bestimmet  und  ganz  deutlich  gewiesen^  dass  sein 
tempus  periodicum  sich  ûber  etliche  saecula  erstrecke:  wie 
sich  denn  auch  unter  allen  Gometen^  so  seit  700  Jahren 
obserrirt  werden,  keiner  findet>  dessen  Lauf  nur  im  Geringr 
sien  mit  dem  letzten  ûbereinkame. 


«]  Cette   dUsertation   est  publiée  dans  le  tome  Y  ilu  Reeneil  des  pîèecs 
qtà  sot  '  rempôné  le  |Hri«  de  l'Acadétnie  de  Paria* 
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LETTRE    LXXI 


Goldbàch  à  EULER. 

I 

SoMMàiftS.    Encore   fur.  lei   exprcMions   qui  peuvent  et  ne  pearent  point  donner 
dee   nombre»    qnarrtft.    Seyants  de   Berlin.  Knutsen,   Traite  des  comètes. 
^^  Drrere  injett. 


Moscau  d.  1  Juni  st.  n.  1744. 

T  or  wenigen  Tagen  habe  ich  ganz  unyermuthet  gefunden, 
dass  die  aequatio  emndzJ^m-^-gnTzzQa  allezeit  possibilis 
Ut^  nehmlich  dass  datis  numeris  e,/,  g,  allezeit  gegeben 
werden  kônnen  m,  n  et  a.  Die  Démonstration  ist  selir  leicht  : 
ponatur  m 'iz.eg  ±f±2g,  nzz:g,  erit  azz,eg±J'±g. 
Wie  aber  bej  solcher  Bewandniss  der  Sache  ^  25  von  den 
38  casibus,  welcke  Ew.  in  Dero  Schreiben  yom  15  Oct.  aU 
aequationes  impossibiles  anfùhren^  sick  werden  legitimiren 
kônnen,  lasse  ich  (nach  der  bewussten  phrasi)  gar  sehr  an 
seinen  Ort  gestellet  seyn. 

Von  Hn.  Prof.  Strube  hoflfe  ich  bey  dessen  Zuruckkunft 
einige  particularia  von  den  dortigen  savans  als  MM.  Jordan^ 
d'Argens,  Algarotti  etc.  zu  vernehmen.  Ew.  werden  auch 
ohne  Zweifel  einen  gewissen  M.  des  Champs  kennen,  wel* 
cher  einen ,  mir  annoch  unbekannten  Cours  de  la  philosophie 


'^ 
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fVolfienne  geachrieben  hat.  In  diesem  Bûche  soU  eine  pas* 
sage  Yorkommen,  da  ad  marginem  stehet:  (cM.  Hujgens  cri- 
tiqué». Wo  sie  so  beschaffen  ist^  wie  mir  kinterbracht  wor- 
den^  wird  es  Ew.  nicht  gereuen^  selbige  gelesen  zu  haben. 
Fur  die  Communication  der  aequationis  ad  curvam  danke 
ick    dienstlich    und  werde   Ew.  Dissertation,    sobald  ich  die 

Acta  Erud.  bekomme,  mit  Vergnùgen  lesen.  Mit  der  an- 
gefûhrten  Yerânderung  der  signorum  bin  ich  auch  wohl 
zufrieden. 

Aus  einem  Stûck  der  Hambursischen  Nachrichten  habe 
ein  favorables  jlmicîuin  vèn  dès  Hn.  JProf.  Knutzen  Tractât 
yen  den  Gometen  ersehen;  es  wird  daseibst  bey  dieser  Ge- 
legenheit  gemeldet,  dass  zwar  schon  einige  Gelehrte  gewe* 
sen,  die  Gometen  anf  eine  gewisse  Zeit  vorausprophezeyet 
haben^  die  Gometen  hâtten  sich  aber  nicht  eingefunden,  so 
dass  unter  Allen,  der  Hr.  Prof.  Knutzen  der  erste  gewesen, 
welcker  einen  Gometen,  nehmlich  den  von  A.  ilkk,  in  ei- 
ner  ôffentlichen  Schrift  schon  7  Jahr  voraus  vermuthet  hat 

Aus  dem,  was  von  der  Théorie  de  la  figure  de  la  T^rre 
par  M.  Glairaut  in. den  Leipz.  gel,  Zeitungen  gçiagt  Yivtj^^, 
schliesse  ich,  dass  es  ein  sehr  schônes  Buch  sejn  muss. 

Wenn  ein  vôUiger  tomus  von  Ew.  operibus.  herausg^ 
kommen  .seyn  wird,  bitte  ich  mir  notice  davon  zu  gebeii«  , 

leh  erinnere  mich^  dass  Ew.  mir  schon  vor  einigea 
Jahren  gesagt  haben,  auf  was  fur  Art  Sie  ein  Capital  voii 
10000  Rthlr.,  im  Fall  Sie  es  erwerben  sollten,  zu  employi- 
ren  gesonnen  wâren,  nehmlich  ein  Landgut  in  patria  zu 
zu  kaufen  und  darauf  zu  leben.  Ohngeachtet  nun  vermutlil- 
lich  der  casus  in  terminis  bald  existiren  wird,  so  will  ich 
doch  nicht  hoffen,  dass  Sie  Ihr  damaliges  Project  in  Erfui* 
lunff  hrinffen  werden.  .  Goldbarh. 
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EtLSa  à  GOLDBACH. 

êéMHAiiB     R^pofiM  a  k  prëcédenta.    Leçon*  eu  calcul  dîfr<érMitMl.  MéoMiirM  et 
Btriiii.    LofOfrypIic  &  déchiffrer. 


Berlin  d.  4.  Jnli  lf44. 

miM  diteiè  Formul  emn.  ./m.  .gn  g^neriiliter  ein  quadM* 
tum  àeyn  kônne ,  wenn  nur  entwedcr  /  oder  g  ein  nume- 
Hm  affirmât! vus  ist^  wie  Ew.  angemerket  haben^  kann  mit 
meinen  vormals  nberschriebenen  theorematibuft  par  wohl  he«le^ 
lièn.  Dieselben  waren  zwejerlej>  entweder  yoti  dieser  Form 
kemn  —  pm  —  pn,  oder  von  dieser  kemn'^  pmq;:  pn*  Die 
êritere  leidet  nun  durcb  Ew.  Observation  keine  Notk:  die 
letztere  aber  wûrde  umgestossen^  virenn  nieht  eine  Gonditioii 
binztigethan  werden  mûsste,  davon  ich  micb  ntdit  méttr 
erinnere^  ob  ich  in  meinem  Briefe  damais  Meldnng  gethati 
Kabe^  oder  nirht.  Nehmlich  es  mùsseti  m  und  n  fetfiectii  p 
primi    seyii.    W enn    ich  also   sage ,    date  Unin  —  Sm^*  3ii 


nimmer  ein  Qu^drat  seyn  kdnne^  so  ii^uss  diene  Condition 
dabei  gemeldet  werden^  dass  n  kein  multiplùm  3'  sey.  Dcnn 
wenn  man  dûrfte  n  :;;::  3  oder  ùb^rh^upt  (izzz3hh  setzen^ 
80  kônnte  diesQ  Formul  8  171/1 -r-  3m-f-3i|  ii?fii|itis  ipodis 
ein  Quadrat  seyn.  Dièse  Restriction  folget  unmittelbar  aus 
der  Art,  welche  mîch  dazu  gefùhret,  und  welrhe  ich  auoh 
in  der  pièce,  so  ich  vor  einiger  Zeit  iiber  dièse  Materie 
nntkk  St.  Petertburg  geschiekt  habe,  ausdrùckllch  angemerkt. 
Denn  Sma-^— 3  m -|~3fi  kann  deswegen  kein  Quadrat  scyn, 
weil  dièse  Formul  aa  —  ^^b  k^iqen  divisorem  primuni  hu- 
jus  formae  8n  ±  3  haben  kann.  Dahero  werden  diejenigen 
casus  ausgenommen,  wenn  n  çin  muitiplum  von  3  ist,  eben 
Tvie  awh  in  jçper  a  a  —  2l?b  di^^ç  ÇoxidjtjiQïi  fei^îug^fhan 
werden  muss,  dass  a  und  b  numeri  inter  sç  primi  seyn 
sotlen.  Denn  ql^ne  dièse  Restriction  kônnte  aa-^t-^bb  per 
quemcunque  numerijim  divjsibilis  ^ya. 

Ich  arbeite  anjetzo  an  einem  Tractât  ùber  den  calcuium 
differentialem ,  in  welchem  ich  versehiedene  curieuse  D(^ou- 
verten  ùber  die  séries  gemacht  habe,  wovon  ich  die  Frey- 
hcét  nebme  Ëif-  •«inige  zu  icoiwfliiqicifen: 

L  Sumto  in  circuio  arcu  quocunque  a,  cuj%ii  fîow  iît 
iz:  a,  sinu«  arcus  di^pli  rz:  (i,  sii|us  arcu^  tripU  :;^,  y,  (^ipus 
qi^adn^pU  —  1^1  quintupli  z=:  e  etc.  dico  hujus  ^eriei  infinita^ 

expfimere  iongitudinem  arcus  %0^  m  eodem  circuio.  < 

n.  Posi)U>  jradio  cirçtili  'zzi»  atque  ^xcm  cvi<ip#eunqi|j^  41 
statuatur  ut  sequitur  sin  a::zia,  sin  2azz/j,  sin  3a=:yj 
sin  4azz:d,  sin  5a:zzf  etc.,  cos  azuA,  cos2arzB,  cos3a=:C9 
ces  ka-zz,  D,  cos  5  a  rz  E  etc.  sitque  n  longitudo  semicir- 
eMnferentiae^  erit 


l-l^^-l-B   +   C   +   D+E+etc.  =^ 

m.    Nachfolgende    séries   sind    ex    divisione  arcus    enU 
sprungen. 

Posito  radio  zzz  l ,  sumatur  arcus  quicunque  =  s,  cujus 
sinus  sit  =:  a^  cosinus  dimidii  arcus  sit  =:  a,  cos  -^  s  'zz  fi, 

cos  —  ,y  =:  y,  cos  —  -y  =:  ^  etc.  erît 


afjttt  etc. 

rV«  Si  ponatur  arcus  cujuscunque  .^  tangens  =i:  il^  tang  y  s 
zz  B,  tang  -j-  5  ru  C,  tang  -g-  j  =:  Z),  tang  —  ^  ~  £  etc.  crit 

y.  Si  cognita  fuerit  summa  hujus  seriei 

û  4"  *®  "h  c^*  "h  ^**  H"  ^^*  +  ^*^ 

quam  ponam  =  z;  dico  semper  assignari  posse  summam 
hujus  seriei 

Aa  +  Bbx  H-  Ccx*  +  Drfx*  +  Eex^  +  //x*  +  etc- 

dummodo  séries  horum  coéfficientium  A,  B,  C,  D,  E,  etc. 
tandem  habeat  differentias  constantes.  Sit  enim  B  —  AzzzP, 
C  — 2B+^=Q,    /)  — 3C+3B  — ^z=:B  etc.    Deinde 

quia   z  datur  per  x,    statuatur  -^z^p,   ^zzq,  ^zzr, 

^ZZL  s  etc.  Hisque  valoribus  inventis  erit  seriei 

Aa  +  Bbx  -f  Ccx*  -\-  Ddx^  -h  etc. 
summa  ':i^Az'\-Ppx-\- -^Qqx^  4"  ^Bra5*-|-^5iaB*  -f®*^' 
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Sit  exempL  gr,  z  =z  1  +  x  +  x*  -|-  ^*  "4"  ^*  +  ^*c-  ^^  {ZT' 

.^  d%  1  dp  7  dq  %  . 

rfx        (1— x)*       '^^  dx        (I— x)'         ^'  <ir        (1— x)* 

et  pro  A,  B,  C,  D,  etc*  sumatur  haec  séries 

1,  3,  7,  13,  21,  31,  W  etc. 
2,  *,  6,   8,    10,    12 
2,  2,  2,   2,     2, 
0,  0,    0,     0 
deren  formula  generalis  ist  nn  —  n-[-l;   davon  die  Difer 
renzen   genommen,    wird  Aziz.i,    P^z2,    Qzi:2,    HzzO, 
5  =  0  etc.,  folglich  ist  die  summa  seriei 

1  -|-  3aj-h7aî*+13x*-|-21a5*  -f-  31a5*4.ctc,= 

i         ,         Ix  2x» 

I  —  X      •      (I  —  X)*      »      (1  —  X)»* 

Gleich  wie  man  vermittelst  der  Newton'schen  EvolutMm 
des  binomii  aile  aequationum  purarum  x'^  —  A'zzQ  radices 
per  séries  infinitas  ezprimiren  kann,  so  habe  kh  auf  eine 
âhnliche  Méthode  gedacht,  um  aller  aequationum  affectanuB 
radices  gleichfalls  per  séries  infinitas  zu  exprimiren.  Es  s^j^r 
gegeben  dièse  Aequation 

x"  +  il®"-*  +  Bx^'-^^Cx"-^  +  etc.  =  0, 
deren  eine  radix  sey  x'^nf,  welche  ich  folgendergestalt  per 
seriem  exprimire.  Ich  sctze 

x"  +  ^(t"-' +  B«''-*H- C(c"-*  4- etc.  =  r 
and  suche  per  differentiationem  die  valores  folgender  Qufi»-^ 

tititen  p^-j-9  qzn^p  r^i—^f  jr=  T^etc.,   welche  aile  m 

'^        djr     ^        djr  dy  dy 

X  gegeben  sejn  werden.  Nun  nehme  man  nach  Beliebeh  fbr 
X  einen  valorem  determinatum  an,  und  bestimme  daratîë 
die  valores  von  y^  p,  q,  r,  s  etc  quo  facto  summa  hujus 

seriei  x  — pjr-f^  "5^ 9/*—  s  ^•>'*  +  âi^J^*~  ^^*  «cmper  ae- 
qualis  erit  uni  radici  aequationis  propositae 


Nimmt  man  nun  fur  x  einen  solchen  Werth  an,  welcher 
einer  radici  schon  sehr  nahe  kommt^  so  wird  die  séries  con- 
vergens  und  weiset  die  radicem  proxime. 

> 

Man    kann    dièse  Proposition  auch  folgendergestalt  aus- 
drucken.    Si  fuerit 

jr  =:  a;" -h  ^aî''- *  ^^  B^''    * -H  Cx"-*  -^  etc. 

htiicque  definianiur  sequentes  qiMintîtaifes  puzi^p  if:^^-0 
r  zn  -r-f  szzi^-  etc.  ex  quibus  formetur  haçc  séries 

djr  djr  ^ 

dico  hujus  seriei  suminam,  quiçunque  ¥aIor  pro  x  ponatur, 
Msiper  aeqnari  uni  radici  hvqv»  aequatiwûs 

Wenn  man  sich  eine  lineam  ourram  ^orstcUel  von  die» 
SIM*  Natnif 

#B  abscissae  sind  0,  1>  1S>  3^  ^,  5,  6,  1,  etc. 
die  applicatae  1,  1,  2,  6^  2ï^  120,  720,  S0%0,  etc. 
dergestall,  dass^  wenn  die  abscissa  gesetzt  wird  z:z.x,  die 
ajpylicata  wird  J  ^^  t.2.3.^...x,  so  kann  dièse  eurva  pev 
infinita  puncta  leicht  besrhrieben  werden.  Wenn  ich  mîdk 
recht  erinnere,  so  faaben  Ëw.  mir  einmal  Anlass  gegeben 
$m£  dièse  curvam  sn  denken.  Unlangst .  dm  mir  dièse  Mataie 
wiederum  vorkam^  so  habe  ich  die  naturan^  dieser  kruni|<» 
llien  Liniç  durch  folgende  aequationem  differentialem  e\' 
piimirt;    Man  setce 

^  =  1  +  ^  +  1^+^4  etc.  tu  1 ,6*  W3K)«6«*8 
'a  =  l-h^   fi-f^-fctc.  =  1,^02056903159 
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0=1-1-^-1-^-1-^+ etc.  =:  1,082323233711 

/)=  1-1-^4-^-1-^-1- etc.  =  1,036927755106 

£:=l-|-^-|-^-|-p-fetc.=:  1,0173^306198% 

/•=14-^-|-^-i-^-i-etc.  =:  1,0083^9277386 

etc. 
und  femer  sey  nc=z  0,5772 1566^9,  so  wird  aeyn 

woraus  die  positio  tangentis,  so  oft  x  ein  numerus  integer 
Ut 9  erkannt  wird.  Wenn  aber  x  ein  numerus  frartut  oder 
irrationalis^  so  dienet  dièse  aequatio  infinita: 

-^=il«  — Ba5*  +  Ca5*  — I>a?*-f  Kaï*— etc.— « 

oder  auch  dièse 

Ans  der  Figiir  dieser  curvae  ist  leieht  su  sehen,  dass  die^ 
telbe  eine  applicatam  minitnam  inter  absctssas  0  et  1  haben 
mnts.    Wenn  man  ntin  setzt  dyzL^j   so  kooimt  proxiine 

heraus  jr  :=  0^4*6096  oder  x=.t^«   Um  aber  aus  einer  jeden 

abieÎMi  a;  die  gebdrige  aj^licatam  /  eu  finden^  so  habe  ick 
dièse  logaritbmiscbe  Aequation  berausgebracbt 

Wenn  alto  x  eine  sehr  grosse  Zahl  ist^  so  ist  proxioM 
y=**"^V^^*»  poMto  e=s8,7«89818.  Setzt  man  aber 
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^        LÎ-S-ax*»    3.4.5.6X»         5.6.7.6X*'    7.8.9.10*^        ^  ^' 

so  ist  accurat 

y:^' i —  rz  1-2.3. *..  .05. 

Wa«  diejenigen  hiesigen  Gelehrten  betrifift^  von  welchen 
Ew.  einige  Nackricht  erwarten,  so  kabe  die  Ehre  zu  mel- 
den,  dass  M.  Jordan,  welcher  vormaU  ein  franzôsischer 
Prediger  gewesen,  sich  hauptsachlich  auf  die  Literatur  ap- 
plicirt  und  eine  schône  Bibliothec  sammeit,  indem  ikm  der 
Kônig  aile  Bûcher,  welche  Ihro  Majestat  gesandt  werden, 
darein  schenkt.  Dass  der  Marquis  d'Argens  bloss  von  den 
belles- lettres  fait  macbt,  wird  Ew.  genugsam  bekannt  sejm, 
und  ungeacbt  er  jetzt  anfàngt  auch  phjsicalische  Materien 
mit  unter  seine  Schriften  zu  mengen,  so  ist  doch  nichts 
Gnindliches  davon  anzutreffen.  Der  Graf  Algarotti  ist  schon 
lange  Zeit  nicht  mehr  hier  und  bat  nach  den  letzten  Zei- 
tungen  Dienste  bej  dem  Kônig  von  Polen  genommen. 
M.  Deschamps  ist  ein  purer  Wolfîaner,  und  weilen  ich  we- 
der  mit  ihm  in  genauer  Bekanntschaft  stehe,  noch  seipe 
Schriften  gelesen  habe ,  so  habe  ich  ihn  durch  einen  Freund 
firagen  lassen,  worin  er  praetendire  den  Hugenium  critiquirt 
zu  haben.  Hierauf  bat  er  nun  geantwortet,  dass  solches  ûber 
sein  ratiocinium  sur  la  probabilité  gewesen  sey,  weiien  er 
▼crmeint  batte,  der  Hr.  Wolf  batte  solches  auch  schon  cri- 
tisirt,  da  er  aber  seit  der  Zeit  geseben,  dass  des  Hn.  Wolfs 
Worte  anders  verstanden  werden  mlissen,  so  ziebe  er  seine 
Gritic  wieder  zuruck. 

Die  Akademie  in  Paris  bat  dièses  Jahr  das  praemium 
gar  nicht  ausgegeben,  sondern  eben  dieselbe  Quaestion 
vom  Magneten  wiederum  auf  A.  174-6  proponirt,  mit  einem 
dreifachen  Preise  von  7500  livres.    Ich  habe  mir  aber  vor- 


-  «^i^M  fil     "« — <J— --  an 
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^nommen    nicht   ferner  daruber  zu  concurriren^    sondera 
meîne  DiMertation  nachftens  allhier  drucken  zu  lawen.*) 

So  favorable  das  judicium  in  den  Hamburgischen  Zei-^ 
tungen  ûber  des  Hn.  Prof.  Knutzen  Meinung  von  dem  lefao- 
ten  Gometen  'ist^  so  ist  doch  sowohl  der  Grund^  ak  seine 
Ausfiihning  vôllig  falsch.  Er  ninimt  erstlich  an,  dass  dieser 
Gomet  ein  tanpus  periodicum  von  4*5%  Jahren  habe^  weil 
er  ans  dem  catalogo  Heveliano  gesehen^  dass  fast  immer 
naefa  Yerfliessung  dièses  intervalli  ein  Gomet  ersckienen. 
FernOT  glaubt  er^  dass  der  Gomet  von  1698  eben  derselbe 
geweaen»  der  À.  1652  geseben  worden^  da  man  doch^  wenn 
man  die  Sach  genau  untersucbet,  kaum  zwej  Gometen  fiii- 
den  wird,  welche  so  viel  von  einander  differiren,  als  dièse 
swejr.  Hemach  ist  auch  der  letzte  Gomet  von  diesen  beyden 
so  stark  unterschieden  ^  dass  man  mît  eben  der  raison  den 
Mercurium  fur  den  Satumum  halten  kônnte^  wenn  man 
niekt  ^fter  beyde  zugleich  am  Himmel  sahe.  Ich  babe  aucb 
àcm  Hn.  Prof.  Knutzen  aile  dièse  Grùnde  iiberscbrieben, 
wogegen  er  nichts  anders  einzuwenden  findet,  als  dass 
gleicbwohl  seine  Meinung  oder  Propbezeyung  eingetroffen, 
inid  dass  er  fast  nicbt  glauben  kônne^  dass  solcbes  par  ha- 
sard gescheben.  Ich  habe  ùber  diesen  Gometen  eine  weitlau* 
fige  Dissertation  geschrieben^  welche  jetzt  bald  wird  ge* 
dmckt  sejn^  darin  ich  den  Lauf  dièses  Gometen  auf  dfkê 
Genaueste  bestimmet  und  ganz  deutlich  gewiesen^  dass  sein 
tempus  periodicum  sich  ùber  etlicbe  saecula  erstrecke:  wie 
sich  denn  auch  unter  allen  Gometen^  so  seit  700  Jahren 
obserrirt  werden,  keiner  findet^  dessen  Lauf  nur  im  Geringr 
sien  mit  dem  letzten  ûbereinkame. 


«]'CeU6   dUMitation   est  publiée  dans  le  tome  Y  du  Reeneil  des  pièces 
qai  ant'reiiiporlé  le  pm  de  l' Académie  de  Parîji. 


IHe  Théorie  de  la  figure  de  la  terre  par  M.  Glairamt  iit 
in  der  That  ein  onvergleichlichea  Werk,  towohi  in  Ante^ 
bttng  der  profunden  und  scbweren  Quaestionen,  welcke 
darin  abgehandeit  werden,  als  der  angenelimen  und  leichliM 
Méthode,  nach  welcher  er  die  sublimsten  Sachen  gans  kbr 
iilid  deutfich  vorzubringen  wei^. 

Ob  mein  Tractât  de  problemate  isoperimetrico  in  Lan* 
imne  sehon  vdllig  gedruckt  itl^  habe  ich  noch  keine  Nach- 
Heht  erfaalten.  Ich  habe  inswischen  ein  nenes  Werk  dahin 
géaehickt  unter  dem  Titul  Iniroductio  ad  anafysin  mfiniùMrMan, 
Wôrin  ich  sowohl  den  partem  sublimiorem  der  Algeber  ala 
der  Géométrie  abgehandeit  und  eine  groaae  Menge  schwerer 
proMematuin  ohne  den  calculum  infinitenmalem  reiolvirt^ 
Wtivon  fait  niehts  anderswo  anzutreffen.  Nadidem  ich  nûr 
«iiien  Plan  von  einem  vollstandigen  Tractât  ûber  die  ana* 
¥fm  infinitorum  formirt  batte,  ao  habe  ich  bemerkt,  data 
tehr  viele  Sachen ,  welche  daza  eigentlich  nicht  gebdran,  und 
Mirgend  abgehandeit  gefunden  werden,  Torhergehen  mûtaten, 
«Hid  aus  dentelben  ist  dieaea  Werk  ait  prodromoa  ad  ana- 
tyain  infinitorum  enttlanden. 

Die  neue  Akademîe  ailhier  wird  nàchatens  einen  tomo» 
von  den  darin  abgelesenen  Piècen  herauageben«  Ea  wird  da- 
rtn  eine  groMe  Anzahl  Piècen  von  mir  kommen.  Weilen 
mm  die  Herren  Staata-Mimatri  fieitaig  sugegen  «nd,  ao  haht, 
«an  dieten  Herren  keinen  Ekel  zu  erwecken ,  meine  Diaaar* 
fationen  franzômch  abgeleaen,  nachdem  solche  von  den 
Herm  Prof.  Naiidé  corrigirt  worden.  Ich  habe  auch  um 
dieaer  Uraach  willen  pure  mathematisehe  Speculationen  und 
calculos  zu  evitiren  gesucht,  und  mehrentheila  phydkaliadie 
Materien  abgehandeit  Darunter  befindet  aich  eine  neue 
Théorie  von  dem  Lirbt  und  Farben ,  wodurch  ich  aile  phae» 


iJM^— — — it^M  II  ..-.  '-~ ..^,1^,. -^a- 
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nomena  auf  das  Deutlichsfe  erkiâre  und  aile  Schwierigkeiten. 
welchen  andere  Theorîen  unterworfen  sind,  vermeîde.  Her- 
nach  habe  ich  demonstrirt,  dass  die  Forcen^  welche  von 
eincm  Stoss  od^  Schlag  herkommcn .  jederzeit  mit  einer 
blossen  Pression  comparirt  werden  kônnen^  oder  dass  die 
vires  vivae  und  mortuae  unter  sieh  homogeneae  seyen.  Ich 
habe  auch  ex  natura  gravitatis  dargethan^  dass  die  ultimae 
moleculae  omnium  corporum  unter  sich  aile  gleich  dicht 
oder  eandeni  gravitatem  specificam  haben  mûssen,   wodurdi 

das  principium  îtflftôfrnftiUum  tinig^  itei]|ei|  geringen  Stost 

.  ■  -       - 

zu  leiden  scheinet. 

Ich  habe  vor  einiger  Zeit  nachfolgenden  logogryphum 
entworfen^  worin  aile  charat*teres  Bucbslaben  bedeuten  und 
der  Text  latein  ist: 

Pxqfwlznjdvynftiddkqxhlcebfpxdfgilzbctfbkfbdxo 
kfnglqxnfchejmlckzxhrjwjgfhxvzjnbgyxcdgixkoxj 
mlmtioigdxiKiflme/nfjjqfangvnylrcxfonbfjalrkw/nbf 
pj^iioxqjcnuùrofatlgiaxwkcbrbckio/rnjwng/zfhg//^ 
befs^qjtxêevlbzfyjtbzhfmlnbg/sqjufglnxvzj'konhcoigti 
<Burkfjiii%xifhilenfgvQboofefQènnfgnkbcjnnjynx¥piffli 
b/t/oœeejdgxbvjcà/dyifdbhzlnifyarmbcblobbcy/tkamè 
ceiobfplwsxzxfjcndbhrlzqxs/onbcoljffyqjmjet^hltm 
moitmmgiàfdnktuoidxnfbxoj^cktifpxrnv. 

Ungeadbftet  hier  die  Bedeutung  der  eharactenun  mUblt 
▼eiiisAmlkh  idt^  âo  deucht  mich  doch,  ^ss  dergleichen  Sduriil 
nicht  leicht  dechiffrirt  werden  kann. 

Die  hîetige  Akademie  wird  auch  nàchslens  tin  praemium 
VMi  IfcO  Btlilr.  atisset2eti>  womit  jahriich  continuirt  werdeli 
soU.  Fur  das  kânftige  lahr  wird  die  causa  phjsiea  eteclÂ» 
ctetis  d«»  «ujet  der  question  aeyn.  fiuler« 


M% 


LETTRE  LXXIII. 


GOLDBACH    à    EULBR. 
S^HMâlftB.  Problème  de  nombre** 


MoâCM  a.  16.  JoU  tt.  n.   1744. 

Ich  halte  diète  Proposition  fur  gewitt^  ohngeachtet  ich  glaube, 
ênm  die  Démonstration  davon  nicht  leicht  zu  finden  sey: 
Dato  numéro  primo  hujus  formae  kn'\'  i,  datur  alius  nume* 
mt  hujus  formae  à^-^i,  quem  ille  di vidât;  (dass  aber  invento 
uno  a^-^-i,  noch  innumeri  alii  von  dieser  Eigenschaft  ge- 
funden  werden  kônnen,  igt  an  sich  offenbar).  In  gewisaen 
FUllen  ist  die  Solution  gar  leicht,  ak  zum  Exempel,  wenn 
in  dem  gegebenen  numéro  primo  kn-\-i  der  numerus  n 
quadratus  oder  trigonalis  ist. 

Ich  môchte  nvohl  wissen  ob  Ew.  ein  Buch  gelesen  haben, 
davon  mir  nur  der  folgende  Titel  bekannt  ist:  La  méthode 
des  fluxions,  par  M.  Newton,  à  Paris  1740. 

Im  ûbrigen  beziehe  ich  mich  auf  mein  letztes  Schreiben 
vom  1.  Juni.  Goldbach. 


fit» 
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LETTRE  LXXIV. 


SomiâiRB.    SmÊÊÊ  wm   Iw  «spnmmmm  fu  fMTtat,   m  imi  ft»^ 


à.  il.  Ai^Ml  1744. 

^^enn  die  numeri  m  et  n  ia  den  bklierigen  theorematUmt 
nicfal  jedeneit  numerM  integrM  affirmatiYas  angedeutet  und 
Ew.  nidit  in  Dero  damaligem  Schreiben  aiudracklidi  getagt 
hfttten^  dati  die  38  formulae^  in  welchen  diète  numeri  m 
et  n  ▼orkommen^  nulle  modo  quadrata  teyn  kdnnten,  wârde 
idi  einige  denelben  nieht  so  leicht  in  Zweifel  geiogen  lia- 
ben^  mid  glanbe  nunmebro  gem^  datt  ne  nack  der  von  Ew. 
angeiahrten  Restriction  aile  richtig  tind.  Vielleidit  wire  es 
aber  betaer^  wenn  man  bemeldte  numéros  allezeit  in  ibrer 
generalen  Bedeutung  liesse^  nnd  s.  Ex.  anstatt  der  formula 
8mA —  3m  ^  3ii3::oa  (so  einer  Rettriction  nMhig  bat)  ge- 
neraliter  sagte 


8 (3m  ^i  I)  (Su  ±  1)  —  3 (3m  ip  1)  -f  3(3n  ±  1)3=  aa, 
worin  dasjenige,   êo  bey  dem  theoremate  essentiell  ist,  be- 
stehet.  Ich  habe  femer  observiret^  datt  wenn  emn — m  —  n 
kein  quadratum  seyn  kann,   auch  emn  —  n  —  ezrzD,    oder 
wenn    e    ein    numerus    integer    hujut    conditionis  ist^    dass 

^^^— ^  niemaU  ein  numerus  integer  teyn  kann^  alsdann  auch 

^^"^  ^  kein  numerus  inteser  ist. 

Fur    die    mir    communicirten    (iurtrefflichen   theoremata 

d.nke  ich  verl^^^if^t/ J      .iflTTJ.I       .,,     , 

Goldbach. 


P.  S.  Unlàngst  bal^cjn)  Ip  fU^.  «M^f^^  niî<^  (wiederum 
praeter  meritum  et  petitum)  zum  wûrklichen  Etatsrath  nebst 
V&i  àipjioiniénient  von  ^âOOO  H.  emennèl.    "^  '' 
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LETTRE  LXXV. 


■î      l  I 


EtlBt  à  Gàtttkén. 


\ 


..  .i> 


SoMMâiBB.   Conroars   d^  Paris   pour  la  tliëoiîr  d«  Tawiant»  -Suite  des  reeb^ralM 
arithinétîqiies  et»  lettres  prëcédentet.  Sommation  de  diverses  séries. 


I 


»  1 


—  —  —  M.  Çllairaut  hat  onich  von  neuem  yersirhert,  datt 
hej  der  leMeh  UnteHuchuBg  der  eingetciiickleB  pièces  ùbt*r 
dea  M||gpetenu  die  ineiçige  d^e  grôuteAppirobiv^oM  jeff|n^ç% 
dass  aber  drey  von  den  fùnf  dazu  emannten  Cpinmiti^riiay 
wet(jie  t^éwtonianisclie  Âttractionisten  seyen^  in  dein  Ge- 
danken  stehen,  dass  dièse  Frage  nimmér  auf 'eiiié 'mattiémisi- 
tische  Art  erklârt . werdeil  JUiiine.  Nacli^  twej  Jahren  jnûsse 
aber^  nach  den  6esetzen  der  Àkademie,  derPreis  nothwendig 
auagetheilt  werden.  Unterdessen  deucht  mich,  dàss  weiih  dii 
Herren  die  Auflôsung  dièser  Frage  fur  Anmôglich  halten, 
dieselben  die  ven  neuem  darauf  gesetsten  â500  livres  auf 
eine  ihrem  Urtheil  nach  môgliche  und  nùtzlichere  Frage 
Jliiftèii  sécÊeii  sënen. 


Ew.  Obiervation  ààu,  wenn  emn  —  m  —  nzrrD,  anch 
emn  —  m  —  ezizD,  kann  zur  Entdeckung  yieler  neuer  theo- 
rematum  Anlass  geben;  denn  wcnn  emn  —  m  —  fi3in>  »® 
wird  auch,  wenn  man  aetzt  n-^npmm — m,  teyn 

epm^  —  emm — pmmznD  oder  emp  —  p  —  ezjzD. 

Ew.  thun  in  Dero  Briefe  nicht  die  geringste  Meldung» 
warum  Dieselben  die  aus  Dero  Reiae- Journal  auageschnit- 
tenen  Blâtter   beygeftiget  haben.    Ich  vennuthe  aber^    dast 

hiezu  die  •crics^-y^-t' jj^^~  4^çs^3^^  v®" 

dem  Hugenio  =:  -^  soll  angegeben  worden  teyn,  mag  An- 

lata  gegeben  haben.  Ich  kann  aber  ^ie  legem  progretnonig 
dieter  aeriei  nicht  eintehen:  wenn  256  anstatt  216  slehai 
,  so  wfirde  ich  glaubeii^   dast  Ton  dieter  série 


diè  Rede  wlre^  deren  Sunimm: 

ûùà  felglich  Ueiner  ak^*  Die  ûbrigen  tummas,  welche  Ew. 

in  diesen  Blâttern  aufgezeichnet,  habe  ich  bald  demonslriren 
kônnen.  Die  formula  generalis 

m^A»*-f»-f  m«xA*-»-»-|-(/iin.r4-mn)A*+.ii«x«4.i»»* 

revolvirt  tich  in 

Ult  Ait/  ^v 

■'      ■  ■     v-  •'  ■  . 

Wenn  liun  die  aeriet^    ao  aus  dem  ersten  Glied  entsprîngt. 


999 


kt  A  -^^  B^  C  ^  D-\- etc. ,   %o  gibt  dat  andere  Glied  diète 
teriem    B  -|-  C  -{-  V  -\-  etc. ,    folglich   ist   die   tuinma   n; 

an 
vnntA  -4-  mn* 


A  = 


Wat  Ew.  in  den  folgenden  Blattem  von  den  imaginarib 
und  negativis  negativorum  achon  vor  ao  vielen  Jahren  me- 
ditiret  haben,  itt  der  Wahrbeit  dergeatalt  gemias,  data  man 
dadnrch  aile  Schwierigkeiten  >  welche  iiber  dieae  Materie 
gemacht  au  werden  pflegen^  aus  dem  Grunde  heben  kann. 

Ëuler. 


Z'.  5.  Data  dato.  numéro  primo  hujiia  formae  kh^'  i,  àilèteil 
eine  2#aU  ¥on  dieaer  Forin  oo  -|-  1  gefîtfnden  werden  kônne» 
welcbe  tieb  durcb  kn  -{^i  thcalen  laase,  iti  deawègen  gewiia, 
weilcpi  der  numerua  primut  hn  -\'  i  allaeit  eine  summ^  dyo- 

mm  quadratoruip  ist.  9^nn  wei^n  ^n-H,t7/'P4~99»  ^  ^^ff" 
nen  ïmmer  aolcbe  2^Iëny*^und  g  getunden  werden^  diâaâ 

KP  —  /a  1=  ±  i,   oder   data   der   Brueh  4r  dem  Brudi  -^  to 

*"^      •' '  '  ■■ '■        ir      ■•■■  '    ' .  '    "-Il  "* 

nabe  kommt/  data  wenn  man  einen  yop  d^m  andem  tob- 
trabirt,  im  Zàhler  nur  I .  ùberbleibt.  Wenn  nun  tolchergettaU 

der  Brucb  ^  gefunden  worden^  to  itt  à^^zfp  -^  gif,  oder 
genieralâér  a  ^(hn  +  |)  ni  ±  (/p  -\-  gq).  Der  Arudt.^luunn 

■ 

aber  aH^eit  d\ircb  ipein^  Metbode/  die -Brudie  in-  Uriileffii 

la 

Zahleik  proxime '•iMBadrûcken,  leiçht  gefuqden  werden.  Al» 
wenn  *n-f  I  =853,  wnM  ^n-\:  {:=.  t8»4-8a*  und  CoIct 
licb^iziT^*    Nun  ttelle  icb  zwitcben  den  ZaKlen  23  uni^ 

10' die  Opération  an/ wêlcbêÉuFindiing  'det  maAlftii  éoittr 
mimit  divitorit  gebraucbt  wird,  ait  .v;,    ;    .     . 
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Diète  quotoi  schreibe  ich  hinter  einander  und  fonnire  daraut 
fMgmde  Briicke 


,^ï.'*  ■  ^ 

« 

.4, 

•/ 

1. 

1. 
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. 

1 

1 

* 

5 

9 

,  **'  •:  *:. 

y;    ■ 

cT' 

T' 

T' 

t* 

T 

nehintick  èin  jeder  humerator  oder  denominator^  mit  der 
oraetchi^ebenen  ^aUj.  multiplicirt,  j^im  nebst  denoi  vorkerge- 
henden  numerator  oder  denoimnator  addirt^  den  folgenden 
nuqperator  oder  denominator.    Alto  ist 


9  =  1.5+4,  7  =  l.*4-3etc. 
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13 


Der  letzte  Bruch  ---  kommt  nun  dem  r^  so  nahe,    dast  die 
Piffexens^  T^'  durch    einen  Bruch  exprimirt  wird  detsen 

^  lo  Et  t 


i .  I 


•:-»i^î*     '^i. 


fl  =  9.234^7.1«=i333; 
<b1g;licii  333*  -I-  1  aivUikel  duroli  853. 

so  operirc  ich  also  <.,  ■  ..i»'-  ■'•' 
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2         •?         9  160 


Daher  i*t  a  =  22 . 391  -)-  9,160=  10042.  welchet  die 
Zahl  ut>  deren  Quadrat  -f- 1  theilbar  irt  durch  178481,  denn 

ao-)- 1  =  100841765  3S178M1.KS.  .      ..= 
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Ich  laine  datûngestellt  teyn^  ob  bey.  jetzigen  Zeitiâuftea 
nidit  indépendamment  de  toute  attraction  Ne wtonienne,  trente 
raiaona  môgen  gewèsen  8eyn>  wodureli  man  die  Austfaeilung 
dèi  Preiaes  su  dififeriren  genfithiget  worden. 

Mein  voriger  Brief  wurde  in  aolcher  Eile  getchrieben, 
daaa  ich  gar  vergetaen  su  melden/  warum  ich  die  einge- 
idiloiaenen  Blftttèr  beygefiiget.  Ich  habe  in  vorigen  Jabren 
¥OB  unierschiedenèn  Briefen  /  die  es  nicht  werth  geweten, 
O^en  behalten,  wovon,  als  ich  dieselben  unlàngst  durch- 
geblittert^  ein  guter  Theil  castiret  worden;  weil  abw  doch 
in^  den  ubertandteh  BUttem  einige  Anmerkungen  ûber  die 
numéros  negatiTot  waren^  so  sich  wohl  môchten  behanpten 


latten,  kabe  îdi  idlHg«  Ew  gleichsam  vor  die  lange  Weile 
conmumiciran  wotteiu  Wat  sontten  von  leriebiu  darinnen 
eniUteh  tejm  inag,  bat  mir  damab  neii  getehienen,  uàà 
lit  nunmdirD  von  keiner  Eriieblichkeit 

f 

Ew.  Méthode,  die  numéros  aa-}-  1,  %o  durch  den  nume- 
nun  primum  4h  -f-  ^  divitibilet  tind,  ,zu  finden^  geÊillet  niir 
sefar;  ich  glaube  kaum,  dass  ein  andireir  proc^ius  in  die- 
•em  Falle  môglich  tej/  und  data  derselbe  wohl  Niemandem 
vor  Ew  •  bekannt  gewesen  èey  n  mag. 

Et  ist  mir  unlangft  bey  der  formula  emn.  .Jm.  .gn  Fol- 
gendet  eingefieiUep:  Innumerabilea  sunt  numeri,  qui  ad  banc 
formulam  10mn±  (m-f- 7ii}  redigi  non  potsunt,  ut  1^  3, 
k,  6,  9,  10  etc.,.  sèd  nulla-  pbtest  dari  formula  generalia 
algebraica  a '•\' bx  -\-  cxX'\-  etc.  (ubi  x  detignet  numerum 
integrum  yàriabilem,  a,  b,  c,  etc.  constantes)  ita  comparata, 
ut  dici  possit  10  m  n  ±  (m  -|-  7n)  nr  a  -f-  ^^  4"  oxx  -{-  etc. 
qnemadmodum  dici  potest  kmn  —  m  —  nm  xx.  Man 
kdnnte  zwar  sagen,  dass  aucb  mn  fur  sicb  alletn  dieselbe 
Eigensebaft  bat,  es.ist  abcar  selbiges  theils  alsofort  évident^ 
ibeik  gdiôret  mn  nidit  éigentlich  zur  formulaemn.  ,/inv.gn^ 
allwo  durch  e^y,  et  g  munpri  integri  verstanden:  werden. 

Ich  mdchte  wohl  wissen ,  ob  Ew.  den  numerum  e  in  Jàe^ 
aer  Proposition  A. .  .emn  -^  m  — n zïz  aa,  àusser  dem.  easu^ 
da  e  ein  mùltipliis  quaternarii  ist,  auf  vielerley  Art  deteT'^ 

miniren    kdnnen?    Dièses   kann    ich  indessen  demonstriren, 

*  .  "        •    •  •    • 

dass  die  propositio  A  allezeit  falsch  ist,  weiin  e  nicht  dièse 
Vcrm  hMt  (h hk  —  h'\-i) y  so  dass  A  und  A:  numeri  in* 
tegri  aifirniatiTi  seyen;  denn  wenn  e  dièse  Form  nîcht 
bitte ,  so  wire  A  evidenter  fiilscb  in  casu  n  :±:  1 ,  und  folg- 
universaliter  negans. 


-  • 


.  ^ 


~    lOk    - 

^étm^  pu  Tadiiée  173^  in  8^  in  4Ue  Harf4e  goralkéri,  Ji^he 
ibk . «dasolbik  p^-HSH^êi  Ami Hn. CUaimit  sQliitioa.de  piuiîebBft 
problèmes  etc.  ansettiriKÉBL  l^dfSohitîènl  «ta  erutthl.'limiâi 


merkwuraig-  Der  lUuouguer  brauchet,  \or  dai^  sigpum,  lo 

Ëw.  scbremep,  <^ ,  d^eset  ^,  welcbes  zwar  nicbt  compendiôs. 

aber  sehr  expressif  ist. 

'   'Gbidb'ach. 
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1 . 


—  -^:^ —  Datt  Ew^  meine  Mediode  die  numerM  cin-}^!  zu 
finden^  'm  dilrch  deh.  numerum  firiiiiliiii  kN'^-i  theîHiar 
fAnAs  àsàfget' kiien^on' geyfûrS&^ei  aehptDer 

Bewétt  dàvôh  :Ut*dieiiéir:'  Wérin  a4-(-i&6  dtviserei  liaben 
mIU  m  mffiÉMJ;  die'  BadastAben  d'  tikàb  A^  héiàMa 
ièyti  €i:£ipnp-^n^  \mà  frrrirl^— -npidenn  da  wiiièoii4^|{6izxs 
(mm4^iia)  (jypH^f ^),  tiiid  IbCglich  itt  «a-^'iré^  di^kibel'  dunrk 
j^jp4^*^f.'  f>tt*  nûiY  %i^4^  i  iiniiiér  «lif  die  Pôtnr  pi^^*qil 
^ebfàékV *weÉàÀifÊ  liaffini'^tott&sêm  toKdleZahfcNi  Kk^m  9tàém 
gefunden  werden>  damit  6  =  wird  it  1^  oder.m^ — nfioihkit^ 


werden  dergettalt,  dats  wenn  diète  Bruche  —  x  ^  per  cru- 
cem  multiplicirt  werden;  die  producta.  mq  und  np  nur  uni- 
tate  differiren  ;    oder  der .  Bruch  —  mutt  in   minoribut  nu- 


•^  ;    und 


meris  d^m  Bruch  -^  proxime  gleich  teyn.  Wenn  ich  nùn  mit 

den  Zahlen  p  und  q  die  Opération  anilelle,  welche  man  um 
den  maximum  communem  divisorèm  davon  zu  finden^  ku 
machen'  pflegt,  und  aus  den  quotit  auf  vorber  beschriebene 

Art  fractionet  formire.    to  ist  der  letzte  Bruch  ':! 

*  ■r  •  '    •  •  I*    -    •       . 

da  in  einer  tbichen  neihe'Bruché,  %W^  nébeh' einander  ite- 
bende  immer  so  bescbaffen  sind^  dast  die  producta  ex.  mul- 

tiplicatione  per  crucem  orta   nur  um  I  von  einander  diffe- 

'  ■  ■  1  •  '  •      .. 

MB 

riren^  so  kann  die  fractio  penultima  fur  — .  angenommen 
werden^  da  dann  herâuskommt  ai=:  mp -1- n^. 

So  yiel  ich  mich  erinnere*  to  tind  mir  die  in  dep  jung- 
stens  uberschickten  Briefen  enthattenen  Begriffe  von  déni  nu- 
merift  imaginarii^  aehr  grundlicb  vbrgd^^ 

Wenn  emn  ^-jT^  T^  gn  =c  a.  !4-ifrâ^T)-ca;â;/ aow 
kcemn-^-ke/m-^-kcgn  ze  kâç  -i^hbcx  4-^cca;x  zzz  kac 
T-^bb  -^  {b  ^  2  co?)*  und  folglich  wûrde  kcèmn  -{-  ^cfm 
^^ogn  —  liao-^^:^=i=D.  Ob  es  nun  mdglicb.  ist  dergléi- 
dièli.  Formulii  zu  finden?.  so  kommt  es  darauf  an.>  ob  es 
solehé  Formuln  gebe  emn  ±ym*:t:gf^:t  A^  welcbe  imnier 
ein  Quadrat  werdcsn  kdnneii*.;bJi  habe  aber  auf  dergleidien 
Formuln  vorber  nicht  gedacht  ùnd  darikber.aucb  noch  jetzt 
niehts  j»itdecket>-  welches  an  JKw-  jubéi^riaben  zu  Werden 
verdiente. 

Was  die  Forihul  emn---m-^n  betl*ifft,  so  baille. ich  sehr 
weit   hinaus   aHé  Zahldn    fut  e  gesuchi^    ini>irelkhen  dièse 


«  ; 


—    3<W    — 

Formul  ein  quadratum  werden  kann^  und  habe  gefunden^ 
dast  fur  e  aile  Zahlen  geietzt  werden  kônnen ,  auMer  diesen  : 
k,  7,  8,  12,  15,  16,  20,  23,  2^,  28,  31,  32,  36,  39,  hO. 
k%.  kl.  48,  52,  55,  56,  60,  63,  6^,  68,  71,  72,—  so  weit 
bin  ich  mit  meiner  Uniersuchung  gekommen.  Da  nun  in 
dieten  Zahlen  keine  andere,  als  welche  in  dieaen  beyden 
fonnulif  kk  und  8 A: — 1  enthalten  sind,  vorkommen,  to 
dftucht  mich  die  Induction  richtig  zu  seyn,  wenn  ich  sage, 
data  aowohl  diète  Formul  kkmn  —  m  —  n  aïs  diète 

(8  k  —  I)  mn  —  m  —  n 
kein  Quadrat  ^noecdob  kôdne.  Ich  fcàbe  jioch,^'  n|cht  nur  keine 
von  dieten  beyden  formulit  faltch  befunden,  tondem  wenn 
auch  fur  e  irgend  eine  andere  Zabi  autter  kk  und  8k —  1 
angenooimen  wird,  w  habe  ich  noch  immer  die  Formul 
emn  —  m  —  n  auf  ein  Quadrat  bringen  kônnen. 

Auf  Ew.  Veranlattung  habe  ich  det  Hn.  Gllriraut  piècie 
iu  den  Mémoiret  A.  1734  nachgeleten.  Die  Solution  der 
bejden  erttem  itt  die  Newtonianitche,  und  kann  freylich 
nicht  aUgemein  teyn.  Dat  dritte  problema  itt  in  der  That 
tehr  merkwûrdig.  Die  Solution  itt  aber  to  betchaffen,  data 
dietelke  atif  keinèn  àndern,  ait  dnen  rechten  Winkel  appR^ 
dbrt  werden  kann,  da  dock  der  catut,  wenn  der  anguli» 
nichf  i-ectut  ïtt,  eben  to  itaÀglich  itt.  Ich  habe  mit  deni 
Hn.  dairaut  yiel  darâber  corretpohdirt ,  wir  haben  aber 
beyde  dieten  letztem  catum  nicbt  int  Reine  bringen  kfinnen. 

vler. 
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4biâ  .1$^}  Ji^tf^rpl  Schreji^n.  hahç  icli  .ersehen)  dm  fie  afti 
dktfc»ji*quftrtoiifl.«4nnç— m  — ]ii  jkeipe  f^nd^^  .^49*^  ^^^^fi 
«kidie  entwf ^er. : diuI%H  ^qj^alemarii^  od^  zi^^k—  1  ùïA^ 
gaftindeo  habèn  ;  w6il  Sie  ûch  aber  hierin  hlos  auf  eîne 
Indvctidn  beeidhen>  so  habe  hiebey  anmerken  woUen^ 
daaty  Wettigstens  ausser  diesen  bejrden  casibus,  die  propotitio 
evfin  —  m  —  nzniaa  allezeit  falscb  ist  und  die  quadrata, 
denen  emn  —  m  —  n  gleich  wird^  sogar  angegeben  werden 
kônnen^  to  oft  entweder  e  oder  e —  1  ein  divisor  von  einem 
quadrato  unitate  aucto  seyii  kann.  Denn  in  casu  primo^  ubi 
bez=:cc  -]-  1,  liât  n-^zb-^-  i,  m  zzLb-^bb,  erit 


— -   $9$    ^ 

in  casu  secundo^  wenn  e  —  1  ein  dWisor  ist-^n  oiè^^4> 
ponatiir  m  rz  { ,  nz=z  — ^^*  '  Iguùr'  nulîae  aliaë'  •uni  formulae 

cum  e  est  yel  quatemarius  (tu^^^'us  multiplus  ^ic[mi<{ue}^ 
vel  cum  e  est  =:  8A:  —  1;  utrovis  enkn  caw  tam  e  Quam 
e— 1,  i^ullo  inq^Q^diyidere  pMS^nt  quficUratum  unitate,  auc|um  ; 
Uçc^^^  j<^t  (|i^unyis  Itk  —.1.  non  >po8fit  di^idere .  qu^dratuip 
vnitat^  (aucti^in  ^  ^  !^vaiffx,  ad  exji^iQendum .  yalprem  e  in  pro- 
positione  emn  —  m  —  nznaa  inept|iin  sit»   propterje^  qùpd 

P  Vai;=i:^A-?.)iP?*P*  ?^«S.^^^.!*^,  quad^;iti  unitate^^ueti, 
^x^*g^if»  jieqi^^ur  praeter  i^umeros  in  formulis  hk  et  8 À: pi 
coxKMpfBhensos.  alÎM.  nuUos  nosie  substitui  pro  e.  quoniam 
seilicet^^jivji^  aUi.,)iac,  ^udent  proprietate^  ,ut  tam  €^.  qoiam 
e-^^l  dfy^d|P^<^i.]G^equeat  quadratùm  unitate  auctum^  etsi  non 
demonstratum  sit  omnes  numéros  hujus  formae  Ski — 1  pro 
e  positos  satisfacere.  quod  tamen  venaimillimum  arbitror. 
nec  dubito  qui|p  Alijqiia.  ratiqne^  quaç  mihi  nunc  non  sup- 
petit,  ^^demapstrîm^possU^^^  .       .  .       .j 

•  Aiîf  Atètner  ftfl(«kreiM|^Vftii  MoicMl  Meh»  iill  teip\  eiÉK 
gif&lldi ,  '  li^  vidteichl  dto  t^rOfiMitio  tdjie  'ftubtrifr  prinii 
hi^us  formae  ^  n  -}-  1  ^  cpii  sunt  summae  duoruiÉI  «qua^raM* 
rum,  nur  ein  coroliarium  hujus  theorematis  seyn  môchte: 
Omnes  numeri  hujus  formae  kn-^-i,  qui  dividi  nequeunt 
per  numerum  hujus  formae  \  hi-^  i ,  tôt  modis  sunt  sum- 
mae  duorum  quadratonim,  quot  modis  dispesci  possunt  in 
duos  factores^  ex.  gr.  65  est  numerus  hujus  formae  kn-^-i^ 
nec  dividi  potest  per  numerum  ullum  formae  km  —  i , 
ergo   65  tôt  modis  est  summa  duor.  quadr.  quot  modis  dis- 


—  u»  — 

petei  potett  in  duo»  fiictoret^  nempe  duebiis  modis  (t)  t.65, 
(8)  5.13,  est  igitur  aggregatum  duor.  quadr.  (t)  t  -^6%, 
(fl)  16  +  ft9. 

SimUiter  25  est  numerus  hujus  formae  ^n-f--t  nec  di- 
Tidi  potest  per  niunerum  hujus  formae  \m  —  t  ^  igitur 
cum  dupliciter  resolvi  possit  in  duos  fiiMïtDKs^  nempe  (t)  in 
I  et  25,  (2)  in  5  et  5,  erit  dupliciter  summa  duorum  qua- 
dratorum  (1)  0  +  25,  (2)  9  +  16. 

Similiter  numerus  625  ejusdem  naturae  triplictter  resol- 
Yitur  in  duos  factores  (1)  1.625/(2)  5.125,  (3)25.25, 
ergo  tripliciter  est  summa  duor.  quadr.  (1)  0^-4-25*,  (2) 
r4-2*»,  (3)  15* +  20* 

Numerus  ^^93  ejusdem  naturae  duobus  modis  resolyi 
potest  in  duos  bctores  (1)  1.1^93,  (2)  17.29,  ergo  duobus 
modis  est  summa  duor.  quadr.  (1)  3^+22*,  (2)  13*+18*ete. 

tiebrigens  kabe  ich  zwey  Metkoden,  wenn  die  aequatio 

emq  —  q  —  m  zz  aa  in  einem  casu  ç  possibiKs  ist,   innu- 

înerôs   alios    casus  pro   aequatione  emn  —  m  —  nnzôft  su 

findén,  nàmlich  si  fiât 

I.  q  —  2aÀ:  +  (em  —  i)kk^zn, 

n.  ((em— 1)A+1)*9— Am((em  — l)A  +  2)  =  n 

ubi  A  et  A:  sint   numeri   quicunque,   modo  n  fiât  integer, 

deren  Wahrheat   per   ipsam   substitutionem  alsofort  démon- 

striret  wird. 

Goldbach. 
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SôMSAiiB*  SmîtiB  de»  rwbwrlMi  arttlmi^Uqiics.  Ploliifattt  àê  U  covrbe  ennyu^î^^i. 
E^natîoii  dlfTérencielIc  à  mt^grer* 


Berlin  d.  f  Fdwiur  1746. 

DaM  dièse  Formul  emn  —  m  —  n  nimmer  ein  Quadrat 

seyn  kônne,  wenn  e  entweder  eine  tolcke  ZaU  kk,  oder 
eine  aolche  6k  —  1  ist^  habe  ich  nur  aus  einer  Induction 
^eachloMen.  Dièse  Obseryation  erhâlt  aber  durdi  Ew.  Ent* 
deckung  einen  weit  grôtsem  Grad  der  GewîtaheiL  Denn 
dadurch  wird  unwidersprechlich  dargethan^  data  so  oft  ent- 
weder e  oder  e  —  1  ein  diviaor  ist  von  cc-^-i,  ftlr  m  et 
n  allezeit  solche  Zahlen  gefunden  werden  kônnen^  data 
emn  —  m  —  n  ein  Quadrat  wird.  Weil  nun  weder  (^A:  noch 
Sk —  1  inuner  hierin  Platz  finden  kônnen^  so  kann  aiif 
dièse  Art  weder  fur  e  =:  kk,  noch  fur  e  =:  8A:  —  1  die  For* 
mul  emn  —  m  —  n  su  einem  Quadrat  f;!Bbracht  w^^a-  V[m 

Corr.  WÊOth.  ei  pkys.  T.  i.  QA 
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aber  die  Démonstration  vollkommen  zu  inachen^  so  uiùMie 
man  auch  die  propositionem  conversam  beweisen  kônnen, 
dasi  so  oft  emn  —  m  —  n  ein  Quadrat  scyn  kann,  auch  ent- 
weder  e  oder  e  —  1  cin  divisor  sey  von  einer  solclicn  Zabi 
ce  -|-  I.  So  lang  aUo  diètes  nicbt  erwiesen  ist^  so  iang  kann 
man  auch  nicht  behaupten,  dass  der  obige  Satz  vôilig  be- 
wiesen  worden,  ob  man  gleich  daran  gar  keine  Ursach  zu 
zweifeln  bat.  Es  gibt  in  der  Ârithmotik  eine  grosse  Menge 
solchcr  Sâtzc,  an  welchen  Niemand  zweifelt^  ungeacht  mau 
dieselben  nicht  4ei|iojisbS!ire«i  kapii^  I|rh  ^ha^e  jciim  Ex.  diesen 
Satz  noch  nirgend  bewiesen  gefunden:  qui  numerus  in  in- 
tegris  non  est  sununa  duorum  quadratorum^  eundeni  ne  in 
fractis  quidem  esse  posse  summam  duorum  quadratorum. 
Um  dièses  zu  beweisen,  mûsste  man  zeigen,  dass^  wenn 
afin  einer  summa  duorum  quadratorum  gleich  ist,  auch  allzeit 
a  eine  summa  duorum  integrorum  quadratorum  seyn  musse. 
Gleichergestalt  ist  ieicht  zu  demonstriren ,  dass  das  Product 
ex  binis  summis  duorum  quadratorum^  auch  eine  summa 
duorum  quadratorum  sey.  Hicraus  erheliet  aber  noch  nicht, 
dass>  wenn  eine  summa  duorum  quadratorum  per  summam 
duorum  quadratorum  dividirt  wird,  dor  quotus  auch  eine 
summa  duorum  quadratorum  seyn  musse,  woran  doch  Nie- 
mand zweifelt.  Es  ist  auch  meines  Bedùnkens  noch  nicht 
erwiesen»  dass  eine  summa  duorum  quadratorum  inter  se 
primorum  keine  andere  divisores  haben  kônne,  nisi  qui 
sint  ipsi  duorum  quadratorum  summae.  Eine  gleiche  Be- 
wandniss  hat  es  auch  mit  dieser  Proposition:  Omnem  nu* 
memm  primum  hujus  formae  ^  n  -|-  1  semper  esse  summam 
duorum  quadratorum^  idqtie  unico  modo.  Wenn  man  nun 
dièses  voraussetzt,  so  liessen  sich  Ew.  theo remata  ieicht  er- 
weisen.    Denn,  wenn   ^n  -f-  I  keinen  divisorem  hat  formae 
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km —  I ,  so  mùsseu  aile  faetores  von  di(3ser  Form  4 m 4-1 
und  iblglicli  summae  duorum  quadratorum  sejn.  B$  ist  aber 
generaliter  (aa  ^-  bb)  («c  -j-  dd)  zz.  (ac -J-  bdy  +  i^d — bc)^ 
:z:{od '^b.c)^'{' (ac.-r"bd)^  und  alap  dupUci  modo  in; duo 
quadrata  resolubile.  Hernach  lasrt  nçh,  auck  laicht  efweiaex^ 
quod>  ai  quia  numerua.diipUciiiiodo  in  ,d.uo  quad^ita, lueirit 
reaolubilis,  eum  non  esse  frimw[nn  ^j^  euim  N.z^  qff  -^  èil^ 

ner  hat  auch  dieser  Satz  seine  RicktigLeit:  Si  nun)érÛ8%h4-t 
unico  modo  in  duo  quàdrâta  resôlvi  poséit^  tu'm  cérto  ènt 
numerus  primus;  sin  autem  kn  -}- 1  nullb  mo^o  fiierit  sùiiim^ 
duorum  quadratorum^  tum  non  erit  primus^  sed  fàctorea  ha* 
bebît  formae  %m  —  i  vel  duos,  Vel  4,  vél  6,  etc.  'Ak  iS 
^n -|- 1  pluribus  modis  fuerit  summâ  dîîoiaim  ^qûâfiratorunif» 
tum  quoque  binos  pluresve  habebit  factores  formae  km-^l. 
Und  aus  diesem  Grunde  ist  nicht  schwer^  sehr  grosse  Zah- 
len  4n4^1  zu  untersuchen,  ob  dieselben  primi  sind,  oder 
nicht?  -.TV...,.  .••  — 

Gleich  wie  ich  bewiesen  habe,  dass  aile  divisores  primi 
hujus  formae  o*-j-6*  in  dieser  Expression  4/i-|-  1  enth^Uen 
sind;  aiso  kann  ich  auch  demonstriren^  dass  aile  divisores 
von  0*4"^*  ^^  dieser  Form  8/i-|-  1,   nnd  generaliter  dass 

aile  divisores  von  a*  '  -f  6*  in  dieser  Form  2'""*"^  n  -j-  I 
enthalten  sind.  Folgende  thcoremata  kann  ic^h  auch  rigorose 
bevreisen  : 

I.  Si  a'"  —  b'"  fuerit  divisibilis  per  numerum  primum 
2n-|-l>  atque  p  ait  maximus  communis  divisor  numerorum 
m  et  2n,  tum  quoque  a^  —  b^  per  2/i-|-  i   divisibilis  erit. 

IL  Si  haec  formula  a/'' — bg"  fuerit  divisibilis  per  nu- 
memm  primum  m  n  -j-  1 ,  tum  quoque  a  '"  —  b'^  pet  m  n  -[- 1 


-w 
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erit  divitibile.  Sî  ergo  pro  fttg  ejutmodi  numéros  in  ventre 
lioeat,  ut  af^  —  bg^  mt  divitibOe  per  mn  -f- 1 ,  tum  formaU 
à*" — b^  necesMuio  erit  per  mn-\'i  divitibilis. 

Ich  liin  letztens  auf  dièses  problema  gefallen:  (Fig.  10) 
Oiret  datmn  punctnm  radians  R  curYam  describere  ejusmodi^ 
vt  sbugnli  radii  ex  R  egressi  post  doplicem  reflexionem  in  M 
M  iV  in  ipsnm  punctnm  R  revertantur.  Es  gibt  ausser  der 
EUipse,  alterum  focum  in  jR  habente,  nock  unendlich  viel 
andere  Linien  quaesito  satis&cientes^  sowohl  algebraicae  als 
transcendentes;  und  dièses  problema  dàucht  mich  eines  von 
den  schwersten  in  hoc  génère  zu  seyn. 

Haec  aequatio 
•  J rf/  +  jdx  (3a«  +  6) -|-  rfx  (ax*  -|-  bœx  -j-  ex  -\-/)  =  0 

potest  separari  et  integrari« 

Euler. 


j 
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.  » 


QahOMJLcn  à  Eular. 


SoMMAiBS*  impnim  MIS  éna  deniîers  artîcltt  àm  b  prMdcnU. 


St.  Pettrdmrf  a.  M  Haï  17««. 

Die  integrationem  aequationis 

^jdj-^-j  (3ax  4" i) rfa? -f-  (ax* -^  6xx  +  ^^4"/) dx'^zO 
halte  ich  vor  tehr  leicht,  indem  ich  alsofort  gefunden 

'  a 

Was  das  andere  problema  betriffi,  to  wird  die  curva 
nachfolgende  proprietatet  haben: 

1.  muM  (Fig.  11),  posito  A}i'=.x,  BCziLy,  HA=:a, 
AGznhf  y  eine  solche  functio  ipsius  x  seyn,  dass  potitia 
xrz  —  a  et  xzzé,  /  =  0  werde, 

2.  Weil  die  pari  axis  inter  radium  incidentem  AC  fi 
radium  refleium  CD  intercepta ^  nehmlich  AD  per  a?  et  / 
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ope  normalis  CN  bekannt  wird,  foiglich  posita  AD-zzu, 
u  per  X  et  j  data  ist^  so  muss  auch  positis  AFzi^x',  FEzziy, 
die  inter  radios  j4E  et  ED  intercepta  eadem  pars  axis  AD 
per  x'  et  y'  gegeben  seyn,  durch  welche  Aequation  y'  eli- 
minirt 


^   ^.  ^CB     BD       DF  ,     EFz=:y'  ,      .     ,  ,. 

3.  Fiat    ^   :  ^_^::^'_^  '  (u^xUx^Luy  wodurchx  eh- 

r 

minirt  wird.  Wenn  endlich  auch 

h.   die    summa  radiorum  iqcidentis  et  reflexi  usque  ad 
axem  oitweder' ^ifttalît  (wieliii^cler-eniiÂ).    oder  certae 


functioni  ipsius  x  gleich  gesetzt  wird^  so  kann  da- 

durck   auch   y   per   x   determiniret    werden^    wiewohl   ich 

dièses  ailes  jetzo  nicht  gnugsam  einsehe  und  Ew.  besseren 

Beiirtheilung  ûberlasse. 

Goldbach. 
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EULER     à    GOLDBACH. 
Sommaire.  Blêincs  êuieu. 


BtrUo  d.  !•  Jttm  1746. 

Da  ein  jegliches  intégrale,    wenn  es  vollatàndig  teyn 

ftoU,  eine  neue  quantitatem  constantem  in  sich  enthalten 
muM,  weiche  in  dem  differentiali  nicht  gewesen,  so  ist  die 
formula  yziz  —  xx  -\-fix  '\-y  nicht  das  volUtândige  intégrale 
der  Aequation 

or  dy  -{-  y  {2ax  -|-  i)  rfx  -|-  (««*  +  bo^  -|-  ex  -j-/)  dx  ziz  0. 
Solches  kann  aber  aus  dem  intégral!  particulari  leicht  ge- 
funden  werden ,  wenn  man  setzt  y:zzz  —  jrjr-|-jSx  +  y. 

Wat  das  andere  problema  anlangt,  welches  jetzt  in  den 
Actis  Lipsiensibus  herauskommt,  da  die  radii  ex  puncto  dato 
émanantes  post  duplicem  reflexionem  in  eben  dasselbe  Punct 
zurâckkommen  sollen^  so  hat  das  tentamen  Ew.  seine  yollé 
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Richtigkeit^  und  dienet^  um  die  curvam  infra  axem  contti- 
tutam  zu  finden^  wenn  die  obère  aïs  bekannt  angenommen 
wird.  Die  grôsste  Schwierigkeit  aber  berubet  darauf,  dass 
beyde  curvae  eandem  curvam  continuam  auunacben^  welcber 
Umstand  yon  Ew.  nicbt  in  Betrachtung  gezogen  worden. 
Ich  habe  anfangiicb  die  Solution  aucb  auf  eben  dièse  Art 
tentirt^  die  formulae  werden  aber  allzu  weitlâufig  und  ver- 
wirrt^  ai»  dass  ich  dieser  letzten  Bedingung  batte  ein  Ge- 
nage  leisten  kônnen.  Ich  glaubte>  dass  die  Annebmung  einer 
Axe  daran  schuldig  w&re^  indem  man  wenig  hinreichenden 
Grund  bat,  wànim  man  vielmehr  dièse  ^  aïs  eine  and  ère 
Linie  fur  die  Axe  annehmen  soUte.  Daher  habe  ich  dièse 
Betrachtung  vôllig  beiseit  gesetzt  und  meine  Solution  fol- 
gendergestalt  vorgenommen  : 

Lemma.  Si  (Fig.  12)  ex  foco  C  in  curvam  j^M  radii  CM 
incidant,  atque  ex  C  in  tangentem  MP  demittatur  perpendi- 
cuium  CP:    vocatis  CMii^y,  CPzizp,  erit  longitudo  radii 

reflexi  MO  =      ^^"^^ 


ProhUma.  Girca  datum  punctum  C  describere  curvam 
AMmBy  ut  radii  ex  C  egressi  post  dupiicem  reflexionem  in 
iU  et  m  in  idem  punctum  C  revertantur. 

Solutio.  Xd  M  et  m  ducantur  tangentes  MP,  mp  in  cas- 
que ex  C  demittantur  perpendicula  CP,  Cp.  Vocentur 
CMz^y,  CP—p,  MP  =  q  —  V{yy—pp),  item  Cm— Y, 
Cp—P,  mp  =  —  Qz=:  —  V{yr—PP).  Sit  MO  radius 
reflexus^   incidenti   CM  respondens^    et  mO  radius  reflexus, 

incidenti  Cm  respondens>  erit  par  iemma:  MOzz.^  J^_^^ 

^    '^^  —  %YdP^PdY   et  ^^—^y^^^^dy^  lYdP^PdY 

Bîtecentur  anguli  CMm,   Cm  M  rectis  ML,  ml,  qu^e  erunt 
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nonnaleé  ad  currain«  ac  propterea  perpendîculis  CP,  Cp 
pondlelae;   Jam  cmnf  afigûli  MCP  ve\  CMt  sit  sinus  t=z^9 

et  cosinus  =:  ^f  erit  anguli  duph  Cilfim  sinus  zn  -*^>  cosinusz:::; 
ElUîl-^Ptzm:,  et  anguli  CmMsinus^  — ^  et  cosinus 
:=-  — y  y     m Yf — *    ^^%o  perpendiculum  CN  zz  -^ 

—  —^^ei  MN—^—j  atque  mN—'^  —  Y.  Unde 

nascuntur  bae  duae  aequationcs: 

I.  £J+y-0etn.lJ^-r4-iy-K=:,  ^^''^  , 


"xydp^pdy       r^^  y  — lydp^pdy^^ lydP'-Pdy 


^^  T^ydP'-Pdy  r^^    y   — lydp^pdy^^ 

Ad  has  aequationes  simplicioresreddendas  ex  P  et  p  in  CM 
et  Cm  demittantur  perpendicula  PR  et  pr^  et  yocentur 
CH'^z-r,   PRzizs,   CrzzR  et  przz  —  5  quia  in  plagam 

oppositam  vergit,  eiîtque  rzn^f   s-rz—f  et  ob  jrrr—  et 

dj  zz  -^-^  —  —  —  erit  2ydp  —  pdy  zz  ^ — -  ideoque 

'  ^^  ^  ^  zz.^^zzLr-^^  cib  pprrrr-hM.   Simiti  modo 

^ydp^pdjr         dr  ^     dr  ^'^  ' 

erit  Rzzz—f  •>  — -jr'  ardP^Pdy—  IT  ^  ^  +  Tïf 
QuibttS  Taloribus  substitutis  binae  aequationes  solutionem 
continentes  abeunt  in  bas:  L  ^-j-^^O^ 

H.  r  +  /î-r4-^  +  ii  +  £^,«.u  11.^  +  ^^=0. 

Quodsî  jam  ponatur  5  =  ^  et  -^ —  zn  u,  erit  5  n:  —  ^  et  -^ 

zz — u;  quare^  cum  puncta  M  et  m  ad  eandem  curvam  pertinere 
debeant^  eandem  relationem  inter  t  et  u  atque  inter  — t  et 
—  u  esse  oportet;  et  quia  5  exprimitur  per  radicale  K(pp—rr), 
necesse   est  ut  aequatio  inter  <  et  i^  ita  sit  comparata^   ut 


^on  muletur  sîvc  i  et  u  ca|Mantur  négative  sive  affirmative. 
Si  itaque  pro  relatione  inter  t  und  u  atêumatur  hujutmodi 
aequatio  ait  -^  fiuu:=i  aa,  seu  aa  "zz  att -{- puu-\-yt* -{- 
êt^u^-]-  eu^  etc.  sempér  prodibit  curva  quaesito  satiafaciens. 
Aiêunata   antem  hujusmodi  idonea  aequatione  inter  t  et  u, 

tfît  sznztei  ^-^'zz.-^'zzu,  unde  fit  r-^zf — 9  pz=iY{rr'\-ss) 

et  yzzLr-\ •  Sicque  obtinetur  relatio  inter  quemvis  radium 

Cilf  et  respondens  perpendiculum  in  tangentem  CP,  ex  qua 
relatione  curva  conatrui  poteat. 

Si  pro  aequatione  inter  t  et  u  assumât ur  tt-^-uu^iaa, 
crit  udu  =  —  tdt  eirzz  b — h,  existente  5  -^l  ^13:  K  (aa— uw), 

onde  pz=Ly{na-\'bh — 2ibu)  et  / iii^  =: ^^i^— ^^ — ^9  seu 
o»  ii_         j^        ,entr_  ^         et  y _^^_^^^qp^ 

icu  pp  =:     2^^      9   quae  aequatio  praebet  omnes  ellipses, 

alterum  focum  in  C  habentes.  Sumtis  igîtur  aliis  aequatio* 
nibus  inter  t  ^  u,  supra  descriptam  indolem  habentes,  infi- 
nitae  aliae  curvae  satisfacientes  prodibunt,  inter  quas  quoque 
curvae  algebraicae  reperientur,  wie  icfa  denn  unter  andem 
auch  eine  ordinis  sexti  gefunden  habe. 

Euler. 
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GOLDBACH    à    EULER. 
SovMAfftl*  ComklëralNNW  «illërieur«s  sur  la  €Êmfh€  caloiitri^iit. 


Se.  Peurafanrg  d.  . .  Jalii  1746. 

Idi  weÎM  nicht  eigentlich^  ob  mir  bey  Abgaiig  mêmes  letz- 
tem  Scbreiben»  tchon  beksnnt  gewesen^  dass  Ew.  das  Di- 
rectoiium  der  mathematiêchen  Classe  m  der  Kônigl.  Akademie 
der  Wissenschaften  erhalten^  in  welchem  Fall  ich  Derosetben 
(dièses  relatiyum  gehet  sowohl  auf  Ew.  als  auf  die  Akademie 
seibst)  schon  damais,  wie  ich  es  jetzo  thue^  dazu  batte  gra- 
tuliren  soilen.  Das  Absterben  Dero  Hn.  Vaters  babe  zu 
aiiererst  aus  dem  ietzten  Briefe  vernommen,  und  wie  den 
Verlust,  so  Sie  hiedurch  erlitten^  von  Herzen  bedaure,  so 
wûnsche  hingegen,  dass  Ew.  ein  gleiches  Alter  bey  guter 
Gesundheit  und  allem  Vergnugen  erreicben  môgen. 

Fur  die  mir  communicirte  Solution  danke  ich  dienstlich. 
Ich  zweifle  nicht ^  dass  dieselbe  so  kurz  sey,  als  nur  mdg- 


lich  ;  allein  sie  erfordert  doch  eine  besondere  Application ,  um 

ailes  recht  einzusehen.  Ohngeachtet  nun  zur  Solution  die  con- 

sideratio  unius  puncti  C  (Fig.  i3),  au»  welchem  die  radii  aus- 

gehen   und    wohin   sie   post   duplieem  reflexionem  zuruck- 

kebren,  gnugsam  ist,   so  halte  ich  doch  davor^  dass  ausser 

diesem^  noch  ein  andcres  punctum  in  allen  dergleichen  curvis, 

in  eadem  a  centro  distantia  zugegen  seyn  muss^  welches  eben 

dieselbe  Proprietât  als  das  punctum  C  haben  wird;  dahero» 

wenn  das  problema  folgendergestalt  concipirt  wûrde:    Datis 

diametris  curym  AB  et  DE,  invenire  in  axe  j4B  punctum  C, 

ex  quo  omnes  radii  etc.,    so  mSchte  ich  gem  sehen»    wie 

dergleichen    curva    non-ellipsis   von   einer  ellipsi  differiren 

wûrde ^   denn  ich  zweifle  sehr^  ob  eine  curva,    deren  vier 

quadrantes  nicht  similes  et  aequales  sind  (wie  in  der  ellipsi) 

zur  Solution  geschickt  seyn  kânne.    Ist  aber  die  curva  sol- 

chergestalt  beschaffen^   so    kann    man    die  Probe,    ob    eine 

aequatio  data  satisfaciret,  auch  folgendermaassen ,  nach  Ew. 

Anieitung   anstellen:    Stt  radius  quicunque  ex  puncto  C  in 

eurvam  incîdens  CDzzzy,  ndius  a  curva  reftexus  (in  axem) 

DFzzij  ,  radius  ab  axe  reflexus  (ita  ut  ang.  CFi>=:  ang. 

BFG)  FGrzj",  radius  a  curva  reflexus  GCzzf.   Requi- 

ritur  ut  qiatium  in  axe  interceptum  CF  inter  /  et  y,  item 

inter  y"  et  j"'  sît  idem. 

Goldbach. 


LETTRE   LXXXra, 


EULEE    à    GOLDBACH. 


SoMMàiRB.  KMkerchtt  tor  let  •éries    P,S,  Courbe  raloptrîque. 


Ich  habe  teit  einiger  Zeit  mit  dem  Hn.  Prof. 

Bemoulli    zu  Basel  eine  kleine  Diipute  ûber  die  seriei 
vergentes,  dergleichen  dièse  ist 

I  _i  +2  — 6 -fa*  — 120-1-720  — etc. 
gehabt^  iadem  dertelbe  gel&iignet^  daM  aile  dergleichen  teries 
eine  determinirte  Summ  haben^  ich  aber  das  Gegentheil 
behauptet^  weilen  ich  glaube^  dass  eine  jegliche  séries  einen 
bestimmten  Werth  haben  musse.  Um  aber  allen]^Schwierig- 
keiten,  welche  dagegen  gemacht  worden,  zu  begegnen^  so 
sollte  dieser  Werth  liicht  mit  dem  Nameii  der  Summ  be- 
leget  werden^  weil  man  mit  diesem  Woi^  gemeiniglich  ei- 
nen   solchen    Begriff  zu   verkndpfen   pflegt^    ah  wenh  die 
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Summ  dureh  eine  wùrkliche  Summirung  herauggebracht 
wùrde:  welche  Idée  bei  den  geriebus  divergentibug  nicht 
Statt  findet.  Da  nun  eine  jegliche  séries  aus  der  Evolution 
einer  expressionis  finitae  entstehet^  so  habe  ich  dièse  neue 
Définition  von  der  Summ  einer  jeglichen  seriei  gegeben: 

Summa  eu  jusque  seriei  est  valor  expressionis  illius 
finitae^  ex  cujus  evolutione  illa  séries  oritur. 
Der  Herr  Bernoulli  bat  dièse  Définition  vollkommen  ap- 
probirt^  zweifeit  aber  noch,  ob  nicht  ôfters  eben  dieselbe 
séries  divergens  aus  verscbiedener  expressionum  finitarum 
evolutione  entstehen  kôline,  also  dass  man  nach  dieser  De- 
finition  verschiedene  Werthe  zugeben  mùsste.  Daruber  bat 
er  zwar  kein  Exempel  gegeben,  ich  glaube  aber  gewiss  zu 
scjn^  dass  nimmer  ebeh  dieselbe  séries  aus  der  Evolution 
zv^eyer  wirklich  verscbiedener  expressionum  finitarum  ent- 
stehen kônne.  Und  hieraus  folget  dann  unstreitig,  dass  eine 
jegliche  séries^  sowohl  divergens  als  convergens^  einen  de- 
terminirten  Werth  oder  summam  haben  musse.  Dahero>  wenn 
die  Sumraf  dieser  seriei  1  —  I  -f  2  —  6  -f  2^  —  120  +  etc. 
gefunden  werden  soll,  so  muss  man  den  valorem  derjenigen 
Formul  anzeigen^  aus  deren  Evolution  dièse  séries  entstehet 
Um  dièse  zu  finden^  so  stelle  man  sich  eine  krumme  Linie 

vor,  deren  abscissa  rr  x  und  applicata  zr  jiz:       .  *  Da  nun 

lOzz — oo  und  lizrzO,  so  wird  dièse  curva  eine  solche  Form 

haben  (Fig.  i4),  und  die  area  derselben  A  PM'ZzJydx  -=.['. 

wird  z=,xy  —  Ix/*  +  2xj*  —  ôxj*  -|-  2%xy^  —  etc.  Setzt 
man  nun  AP 'zzxzz.i,  so  wird  auçh  J  =^  1  >  und  die  area 
APM  wird  seyn  1  —  1  -+- 2  —  6  -f  2*  —  120  +  etc.  dahcro 
der  Werth  dieser  seriei  der  areae  APM,  gleich  seyn  muss^ 
wslche   nicht  nur  deternûnirt.    sondem  aucb,    wie  aus  der 


—    595     — 

Figur  erhellet,  etwM  sr6Mer  iat  aU'r-  Etnen  solohen  Wcrth 

m 

habe  ich  auch  durch  verschiedene  Mcthoden,   wodurcli  îcti 
dieselbe   séries    in    convergentes    verwandelt    habë,    heraus- 
gebracht.   Ânjetzo  aber  kann  ich  beweisen,  dass  dièse  séries 
gleich  sey  dieser  Expression 
1 

I  H H- 


1  + 


2 

i  +  — 


•+ 3 


*  + 


«  f 


i  + 


1  + 


1  H-  etc. 

welche  nicht  nur  stark  convergirt,  sondern  auch  limites  con- 
tinuo  propiores  angibt,  intra  quos  valor  contineatur.  Denn 
wenn  die  sumina  scriei  l  —  l-j"^  —  ^^"2^  —  120  -|-  etc. 
gesetat  wird  =r*,  io  i«t  *<1;  *>|--pY  =  — ; 

\  2  1  _  ^    . 

»  +  rpï  *  + j_ 

*^"i4-2 

Hieraus  habe  idi  nun  geidnden,  datt  proxime  aey 

«ti:  0,5963^5922. 
Es  wire  alto  tu  uiiteMochen  ob  dieaer  Wertb  nicht  .t\m% 
durch  die  quadraturam  cirtuli  oder  fogarithnoM  ànfiegebcu 
werden  kônnte.    Anf  gleiché  Weise  kann  ich  auch  dieae  •«< 
riem  generalam       i 


—  Me  — 

*=  t  — m  o  4- »»(»»» -!-«)«' — m  (m  4- ••)(»»-}-**»)  o*-i- «te- 
«ununiren,  .deiin  et  ist 

__    J 

ma 
^  na 

'  (m  -j-njo 


»  + 


(m4-in)a 
'"*"  3na 


*  + 


(m+3ii)a 

•    T"  L 

^  *na 


1  + 


etc. 


also  ist  5<1;  5>î:çJ;r^;  '<t^tXn)a' 

i4-(in+ait> 

Euler. 


P.  5.  Meine  vormals  ûberschriebene  Solution  des  pro- 
Mematis  catoptrici  habe  seit  der  Zeit  kiirzer  zusammengezogen 
und  zum  Gebrauch  dergestalt  eingerichtet,  dass  aile  satisfa- 
cirende  krumme  Linien  nicht  nur  leicht  erkannt,  aondem 
auch  aile,  welche  algebraiscbe  sind^  leicht  angezeigt  werden 
kônnen.  Ew.  haben  ganz  Recht,  dass  aile  dièse  Linien  einen 
diameter  nothwendig  haben  mûssen,  als  AB  (Fig.  15);  es 
folget  aber  nicht,  dass  ausser  diesen  noch  eine  andere  Linie, 
als  EE  die  curvam  in  duas  partes  similes  et  aequales  schneide. 
Um  aile  môgliche  curvas  zu  finden  und  durch  Generalformuln 
aosKudrùcken ,  so  nehme  man  for  i^  eine  solche  Function 
▼on  u,  welche  yerwandelt  werde  in  —  i^,  wenn  for  «  ge- 
setzt  wird   —  m.    Dergleichen   Functionen  sind  u,  u*,  u*. 


I 


I  diÉfàùg  BtMàitimèni^tst  wérdbo- 


au-^/iu^  +      4"  "i  c^-  Wenn  non  fîir  i^  einc  solc&e  fiinCtici 
ipsiut  II  angén^inmen  worden,  so  •uche  man  p=^2'   ^^ 

dâlràui   wiM    dié   tutYà   folgendergeibilt    bettimnit   werdent 
Man  nehme  die  abtcisMiln 

Qp ^/>*(cc  — tttt)  ^ 2p(cc  —  uu) u(a-f-iO 

fto  wird  die  applicata 

Setzt  man  nun  i^inii,  m  kommt  die  ellipsis  heraua^  deren 
focua   in  C     Denn   da  (^  =z  u,    so  wird  p  =  t-:::i  1   und 

X  =  —  ^^ — ^.  V  N ^w*   f       ^^ /  ,    . •  •     Wenn 

man   nun   u  eliminirt,  ao  bekommt  man 

aa  (xx  -4-  y  y)  =:  (oo  —  ce  —  ca?)*. 

Setzt  man   aber   if  zz,  —  und   c^za,   so   wird  pzz-r-^i: 

M  ^        du 
und  foifflich 

un  " 

und 


woraua  sidi  die  Figur  der  krummen  Linie  leicht  beatimmen 
iisft  WoUte  man  aber  u  eliminiren  und  eine  Aequation 
swiachen  x  und  y  suchen,  ao  wûrde  dieaelbe^  wofem  aidh 
nichta  deatruirt^  auf  12  Dimenaionen  ateigen. 

Uebrigena    iat    bcj    den    vorgegebenen    (îeneralformuln 
su  merken^  daaa  daraug  die  Linge  des  radii 

Corr.  maih.  ei  pk^t   T.  L  21 


à 


—    «28    — 

wodureik  die  Gonrtructîon  mcht  weaîg  çdeichtert  wird.  Wenn 
ferner .  auf  dièse  Art  das  punctum  primae  refleidoms  M  be- 
ttiinmt  wird,  go  darf  man  nur^  um  das  punctum  alterius 
Rflèxioiiis  N  zu  finden ,  setzen  u:rz  —  u,  da  deaa  v  m  -^v 
▼erwandeh  wird^  p  aber  den  vorigen  Werth  behalt  Es  wird 

nehmlich:   C Q  =  - "-^^^  -  2^&^î:i^^  +  îi^^  und 

^  c{a  —  v)  c  ^  c 

a  — V 

■ 


r 


r 
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LETTRE    LXXXIV. 


GOLOBACH    à.     EULER. 

SoMMAiiiK.  Moines  siiîeU.  R^onsc  a  la  préeëdenta.  Méthode  de  tranffonner  toute* 
anrte*  de  «ërîet  dÎTargentet  en  eonvargentea. 


Satu  daU  (St.  Petersbarg  d.  35,  Sept.   1745.) 

^I^enn  ich  (Fig.  16)  das  spatium,  quod  inter  radium  inci- 
dentem  et  reflexum  in  diametro  interçipitur^  CR,  nach  Ew. 
fonnulis  exprimire,  so  wird  selbiges  in  der  ellipgi  CM>n8tans 
seyn,  in  den  andem  curvia  aber  jederzeit  solche  limiten 
haben^  dasa  wenn  CO  die  abscisaa  respondena  applicatae 
maximae  OE  ial>  daa.qfMitium  interceptum  CRzzl^CO  Twi^ 
schen  dieaen  limitibua  begriffen  aey.  EU  lasaet  aieh  zwar 
dieaea  apatîuin  interceptum  durch  die  Aequation 

^^        CP.NQ^MP.CQ 
*^^  — MP^NQ 

generaliter  leicht  bestimmen^  aber  in  der  Application  anf 
Ew.   formulât  acheinet  iiie  mir  etwaa  weitlitifig-  ta  werden. 


—    iûO    — 

In  demjenigen,  wm  Ew.  von  den  tenebus  divergentibus 
•chreiben^  bin  ich  vôllig  Dero  Meinung.  So  yiel  ich 
erinnere^  ûnd  dergleichen  séries  von  einigen 
darum  verworfen  worden,  weil  sie  aus  einer  divisione  prae- 
postera  entstehen;  allein  zu  geschweigen^  dass.man  selbige 
naeb  Belieben  ohne  einige  Division  formiren  kann^  so  Jassen 
sich  auch  die  summae  auf  unterschiedene  Arten  finden^  wenn 
man  dièse  séries  terminorum  signis  alternantium  in  séries 
terminorum  mère  affirmativorum  verwandelt.  Ich  erinnere 
mich  nicht^  q^  ^tya^ch0n|in  ^p^  py yont.  |Petrop.  einer 
Méthode  Erwâiiiimg''gékliAen^''iné  WplitgeÂdem  bestehet: 
Datae  seriei  A  .  .  .a  —  ^  -^  7  —  à  -^  etc.  singuli  tcrmini 
fiant  aequales  singulis  terminis  seriei 

B...a_i.(6_o)-4^c-26+a)-J-^(rf-3c+.3*-o)4-etc., 
hoc  est  azz.  a,  6=:a-^  2jO,  o  iz:  Ti^^  '  ^,  ele.  erit 
ISeries  A  aequalis  termino,  qui  mpondet  exponenti  -~  in  série 
C...a-^6-f"^"l'^"h  ®*^-  Sumantur  termini  reciproci  seriei 

C  et  fiât  séries  !>••• h  "T  H h  ^^'  ^^^^  terminus  respon- 

.   ï   .  .  •      . 

dens  exponenti  -^  ip  série  D^  ^equalis  )»eri^,i. 

Quodsi  jism  sunima  seriei  K  pqnaJtur  :^  p,  dico  suoimam 
seri^   A  esse  =  — #    uhde  sequitur  sunimam  seriei 

2_6-h2*-l20+etc.  e««  :^  i  :  (i. -^  i -f.  ^  4_  etc.) 

Es  »t  aber  auch  die  t«ri««  1!  -  6  -f  2^  —  120  -f-  etc. 
gleich  diewr  1— 2-{-9  — ti8  +  300  — 2l60-(-ete..  in  wel- 
dMNT  aile  terinii^i^  a0ii:i)Aative  cpn«i4ef«tiL,    4ie«o  l«g«in  pio- 


~    tu    — 

grettioms  haben  :  Sît  exponeng  terminorum  n  —  2  •  terminus 
illî  ezponenti  respondens  A,  gumma  omnium  terminorum 
utqiie  ad  terminum  A  exclusive  rr  S,  erit  terminus  sequens 
B'^nA  -^  S*  Si  y.  gr.  dato  termino  tertio  =  9»  quaeratur 
quartos»  erit  exponens  termini  dati  n  —  2=:3^  nzziS,  et 
smmna  omnium  terminorum  praecedentium  1  +  2  =  3  =:  5^ 
ergo  terminus  quartus  :zznA  4-  S  :=,  5.9-f-3=:^8.  Die 
somma  dieser   seriei  aber  wird   nach  voriger  Méthode  also 

exprimiret  1  :(l  +"^4-75+  ^^') >    allwo    die   ersten   drey 

termini  des  nu^e^tci^i^*'^^  wfal^  |(^1i|f|[^^  a|i  in  der  vor- 
her  angegebenen  summa>  ohngeaehtet  beyde  summae  einan- 
der  gleich  seyn  mussen. 

Coldbach. 


I   ,  .        (    .  I  •  I 
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LETTRE   LXXXV. 


•    r  ♦ 


EULER   à   GOLDBACH 

Sommaire.    Tabicft    astronomiqueft   pour   le  sokil  ei  la  luac.    Rëpoiuc   à  U  lettre 
précédente. 


Berlin  d.  25.  October  17^. 

£w.  hatten  vergessen  în  Dero  letztem  Schreiben  das  Datum 
beyzusetzen^  daher  ich  eigentlich  nicht  i;veiss>  wie  lang  ich 
dasselbe  unbeantwortet  gelassen^  denn  da  ich  anjetzo  end- 
lich  neue  tabulas  astronomicas  pro  Sole  et  Luna  zu  Stande 
gebracht^  so  habe  ich  seit  einiger  Zeit  so  viel  mit  Rech- 
nungen  zu  thun  gehabt^  dass  ich  an  kein  Briefschreiben  ge- 
denken  konnte.  Nunmehro  bin  ich  zwar  fertig^  allein  wenn 
ich  der  Herren  Pariser  Âstronomen  Gutachten  und  observa- 
tiones  darûber  werde  erhalten  haben,  go  dùrfte  darin  noch 
hin  und  wieder  etwas  zu  àndern  vorfallen. 

Au8  meinen  formulis  fur  die  curvas^  quae  radios  e  foco 
emissos  eodem  reflectant^   ivird  das  spatium  CR  (Fig.  16) 


—     38»     — 

sehr  Teîcht  uml  tart  aiiigedrftckt ,  ungeacht  der  ealculut,^  um 
solcheft  zu  Bnâenf  wie  Bw.  angemeiiiet  kafeen^  «iemlick  weit«-* 
lâufig  wird.  Demi,  wétiti  \^  eîne  goicke  Fundiion  Ton  »  an^ 

deùtet^    <piae   posito u   loco  4-  ^  îpaa  in  sui  niegativaiii; 

—  V  àbeat^  so  îal  ^  ' 

^^  —  "nS  '  7dâ  cdu^(a^ii)   '  ^ 

'^ ^^ —'\  du^ia^si)    ^    du  J  c 

und  fur  das  punctum  N 

^^—  c         I  TdH  ^   crf»*(«^t^)    » 

Wenti   man  nuit  diète  expresnonet  in  aequatione 

pp^CP.NQ+9fP.CQ 
^      —         MP+NQ 

aubaiitilirtj  so  findet  man  CRzz.-^f  woraua  erhellet^  daM 

dièses  spatimn  in  keinem  andem  Fall  constans  sey^  als  wenn 
vzuau,  worans  die  ellipsis  entspringt  Wo  aber  die  appli^ 
cala  maxima  sey ,  lâsst  sicb  g^ieraliter  nicbt  bestimmen^  nock 
zwiscken  dem  Ort  derselben  und  dem  spatio  CR  ein  Yer-^ 
hâltnisi  entdecken. 

Ew.  kôchst  sinnreiche  Metbode  aile  séries  divergentes  in 
convergentes  zu  verwandeln^  indem  Dieselben  demonstrirt^ 
dass^  wenn 

s  =  a  +  n(b  —  a)  ^'^'^ {c  —  2b-\-a) 

so  sey 


fesybck  gunsklar^  dais  kiiaa  teni^  io,dîver|(90ii  ftcgrn  kOnote^ 
deren  aunnna  màd  inoMier  dufch  eii^e  nerifilii  touTergentem 
magedrnckt  werden  k6aiie«  Di^nigen  a))«rj  welçhe  die  dir 
yisionein  praeposteram  nicht  zutatsen  woUsa^  ^  Wfideii  {lier 
ebenblU  ESnwendungen  auicben^  dast  auui  aupponirej  man 
komme  zutetzt  auf  differentias  conatantet  eder  evanescentea; 
allein  aile  dergleichen  Einwurfe  werdeQ  durch  m?ine  ob- 
genieldte  definitionem  aummae  cujus<{ue  seriei  leicht  gehobcn. 
Fur  die  aeriem  t  —  1  -f  2—6  +  2*  — 120  -f  etc.  findct 
man  auch  auf  dieae  Art  kald  den  yalorem  prope  verum. 
Ich  glaube  aber^  daai  ^a  sekt  achiyer  a^rn  ifucde^  loif  dièse 

Art  den  valorem  aiimipaç  iliir.avi(:j^^wa^,jpu  l^fi^ffnm^i 

denn,  ungeacht  anfiinglidi  dié  teMiini  aefîei  conversae  affir* 

mativi  werden,  so  kofnmen  doch  auch  bald  negativi   zum 

Voi^cfaein ,  and  ahdann  nehmen  aueh  die  temitti  nl'dlt'  mekr 

merUieb  ab.  Anf  die  von  mir  telEt  ilbérachriebane  Art  aber 

htt   maii-  die   Approximation   in  teMier   Gewalt  'ond   kann 

die  Summ  iii  Décimal  -  FVactiomni  '  ao  Weit  geiiaa  finden  aU 

ntian  will. 

Euler. 


9N    - 
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SoMHAiBt.    CootIm  catoptrîqac.    Spëcnlatûm  mar  Uê  aopbfct  ir  «t  V%,  i  NovraUf 


»!.'.    .M  ■!!■>.■    ■l'm»»>'.. 


1 


'A  Pttw^tog  d.  •  Hov.  1746. 

Aindeiiispàti6CA(n(^.i6);sd'$ië±=^^  gefiindên /lâMt  sich 

die  applicata  maximal  èhrie  $chWie|rigké£t  bettimmen^  wc(nii  mAn 

«eta^t  CP;=,-^  uod.deA  yalprcm  ff^per  a  et.4;  lu^^etiiiBi^ 

in  der  formula  Pilf  rabattluiMt^i*  wokcj  denn  mwk^Mkrdig 
itt^  daia  die  quantitaa  u,  wenn  daa  differeirtiale  ipsiui 
PM  =  0  geaetzet  wird^  denselben  Talorem  kaben  mtiia^  den 

es  ex  aequatione  CP=:::-^bek6mmt  Ingleicben^  wenn  man 

den  radium  MR  auclben  woUte^  welcher  perpendiculariter 
ad  axem  rellectiret  wird^  to  mûMte  (wéil  alsdann  die  puncta 
P,  Q  et  H  m  einea  zusammenftillen)  die  ^[uantitaii  u  in  die- 
seq  dreyen.  aequatîonîbua  CPz^  CR,  PU  z^  QN  und  CP:iz 


—    M«    — 

CQ' eineriey  valorem  haben.  In  dem  casu^  wo  v^a%  finde 

ich   au*  der  aequatione  PMzn-^f  2ii* — Zccu  —  amO, 

und  in  demselben  casu^  wenn  ('zzm'^  finde  ich,  pro  radio 
perpendiculariter  ad  axem  reflexo,  au»  der  aequatione  CPzz: 

CR,  u=:f^^    j  9  welcher  valor  von  u  dann  auch  aus  dcn 

andern  beyden  aequationibus  PM  :rz  QiV  und  CP'ZZiCQ 
heraugkommen  mus»;  so  icb  aber  lieber  glauben,  aU  mich 
durch  die  Erfahrung  davon  convinciren  virill.  Ich  v^erde 
auch  von  die^em  génère  eurvarum  einen^bëMem  Begriff  be- 
kommen,  wenn  Ew.  mir  melden  viroUen,  durch  v?as  fur 
Linien  die  quantitates  constantes  a  et  c  item  die  variabilis  u, 
seorsim  consideratae,  in  der  curva  ezpfimiret  virerden;  in- 
dessen  kann  ich  beweisen,  datt  die  curva  in  allen  Fâllen 
contradictoria  wird,    wo  v  eine  solchê  functionem  ipaiut  u 

andeutet,  dass  — .^  ffrôster  vfird.  aU — ^* 

Weil  kein  Zweifel  ist,  dass  in  dem  numéro  ^-^^'"#   to 

die  circupiferentiam  drculi  data  diametro  1  exprimiret ,  eine 
jede  von  den  Ziffern  des  numeratoris  ihre  Plâtze  nach  einer 
gewissen ,  obwohl  sehr  srhweren  und  undeutlichen  Ord- 
nung  einnimmt,  und  ein  grosser  Theil  dieser  Schwierigkeit 
aus  der  Âbwechselung  von  zehnerley  Ziflfern  entstehet,  so 
kônnte  uian  wenigstens  dièse  letztere  sehr  erleichtem,  wcnn 
man   setzte  circumferentia  m 

'"  +  iT  +  i^  +  ï^+  «i^  -«"•^*'^' 

allwo  m  pro  lubitu  so  angenommen  werden  kaun^  dass  cir- 
cumf.  —  m  •<  — ,  heruach  aber  ein  jeder  von  den  nuine- 
ratoribus  a,  b,  c,  etc.  entweder  0   oder  1   wiirde,    welches 


—     8«f    — 

allezeit  môglîch  ist.  Wenn  nun  solchergeitalt  die  séries, 
deren  numeratores  aile  entweder  0  oder  1  sind,  auf  eine 
gewisse  Ânzahl  von  terminis  continuiret  werden,  so  stûnde 
zu  versuchen,  ob  sich  nicht  unter  diesen  0  und  1  eine  ge.- 
wiye  Qrdnung  zeigen  môchte?  Das$  ein  ordo  numerorum 
circulantium  herautkommen  sollte,  ist  zwar  nicht  zu  ver- 
muthen ,  yieA  sonst  der  ganze  numerus  rationalis  seyn  mùsste  ; 
es  kann  aber  nichts  desto  weniger  progressiones  non  circu- 
lantes geben,  die  eine  offenbare  Qrdnung  hàlten^  als 

und  unzâhlige  andere.  .Wènn  nùn^  in  praesenti  casu  ein 
ordo  certa  lege  variabiiis  entdecket  ¥rarde,  so  glaubte  icfa, 
dass  die  quadratura  circuli  in  numeris  ^ecinialibus  noch  viel 
nâher  gefunden  wâre,  als  es  nack  der  gewôhnlichen  extrac- 
tione  radicis  môglich  ist  y2  zu  finden.    Mail  kOhnte  âacti 

K  2  so*  exprimiren  y  +  -ô"  H" T "^ T  '^"'  ^'^'^  ^**  ^^  ^'  ^'  ^^' 
alleseit  0  oder  I  wiurden,  und  hier  soUte  ich  fast  glauben^ 
dass  sich  bald  eine  Ordnung  zeigen  môchte.  ^ 

Nachfplgende  séries  scheinet  einige  Attention  zu  meritirea 


j-i^ .  i n^  +  i.2?3.4.5.i*  •  7  ^*  +  i.'î...fe.r!i*. 
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Goldbach. 


:      1     '.' 


■  t 


LETTRE    LXXXTIL 


EdLEE   k   GoLOiACH. 

ë  b 


B^rifai  4L  m  Wiiwiiâii  if«a. 


Ueber  das  problenui  cstoptricum  ndune  die  Frejkeil 

Bw.  meine  Solution  hiemit  m  âbenenden^  deren  analytu 
aile  Umstânde  hinlinglicfa  erlintem  wird*).  —  Ew.  Vortchlag, 
die  Eipresaion  3J(^1592653S  etc.  auf  eine  bequeme  Art  vor- 
zuftellenV  dâM  daraos  zugleich  die  lex  progretnonis  erfaellej 
Iftuft  darauf  hinaus^  dast  man  eine  bekannte  Zabi  m  aut- 
findig  machen  mII,  deren  Cyphem  in  infinitum  mit  den 
obigen  entweder  einerley  oder  nur  um  I  kleiner  wàren, 
denn  M)lchergestalt  wûrde  der  Rett  n  —  m  durch  eine  toi- 
rhe  Décimal -Fraction  ausgedrùckt  werden^  deren  aile  Fi- 
guren  entweder  0  oder  I  sejn  wùrden.  Ich  sehe  aber  noch 
keine    Méthode  ein,    wie  man   nur  zur  Erfindung   der  ge- 

*)  Voir  ci  •  dessous. 
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melctetii  ZiÉbl  ttjgillÉfignillSmitei'  leb  wolh€  alM  TÎehnehr  die 
Diffbrtiis  71/^^91  aU  beJuin&t!  aoiiehintea^  aU  é.  Exendipel 
if^ili:;;;Q,ft|OOi|OOI090ai  etc.  io  wutde 

md  nuB  mimibê  man  teh^n^   ob  dîete  Zabi  diirdb  èine*  er^ 


*î'."/     lî'w: 


I    «'  I     t 


Icb  erinnere  mich  aucb  tcbon  einmal  einejr  gewjssen 
Idditen^  Opération  Meldung  getbàn  zu  Iiàk>en,  wodurcb  man 
Zablen    bekcnràdt;  '  deréiï 'V^eilb^'i^^^  ûfkWo   mode   Ih 

fioitM-irasgedMiékt  ^^hléti^'kAntt.  i(^  «ebmlicb  wiè 

in  der  ordinftren  Division^  nur  daM  icb  bey  jeder  Opération 
den  di visorem  um  1  ;  TjTiiihrn:  )  wie  tus  folgendem  Exempel 
zu  erseben  :  < .  : .-  r.   -  <.  .<  v  «x 


j  » 


1  OOOOOOOOOOOOOOOOOOdO  0M>V7827  V3907639 


■  ) 


•  ' 


>i  * 


,  I 


jkhAm 


t  . ••  •  ■ 


..'•♦^' 


1 1 


•   'M      1  •  • 


1.    .^  .'.    i- 


I  •  • 


.  I  J  .  t .  î 


'i  -«t 
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.  Wena  oun  dîete  ZaU  0Mki92en»O163»  etc.  sur  Pe- 
iripherie  de»  Zirknk  eme  bduininte  Veriiiltnist  batte ,  so 
hielte  ich  die  Peripherie  êo  gut  ait  gefunden^  indem  dieselbf 
mit  leichter  Mûhe  auf  so  yid  Figuren^  aïs  man  immer 
yerlaiigt,  «efonden  werden  kônnte.  Man  lumn  auch  Uerb 
auf  unendlick  YÎelerky  Weùe  Taritren  nnd  die  divÎMiret 
nach  Belieben  verândern. 

Nach  der  arithmetica  dyadica  wird  V2  folgendergettalt 
autgedrûckt  gefunden  V  2  =:  t,(U21356336  ^  so  operire 
nian  coQtinuo  daplando  hinter  d^  VepticalURie  folgender- 
geitalt: 

I  Utôl3S«fl36 

0  838^2712(72 

1  65685tô%9(it 
i  313708^9888 

0  627^1699776 

1  25^83399552 

0  5096679910^ 

1  01933598208 
0  03867196^16 
0  0773V392832 
0  15^6878566^ 

Die  vor  der  Verticallinie  herausgekotnmenen  Zahlen  0  et 
t  geben  die  getuchte  (ractionem  dyadicam,  nebmlich 

V^2=l,01101010000010011110011001i00111111001, 
worin  sich  aber  keine  lex  wahmehmen  lâMt. 

Die  Ton  Ew.  ùbenchriebene  séries  ist  allerdings  sebr 
merkwùrdig.    Dieselbe   kann   foigendergestalt  generaler  au«- 


—    Zki     — 


gednidit  werden:  Es  a^  die  tangem  dièses  WinkeU  -  90^ tr:^ 

80 
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«  • 

Setzt  man  nun  n  =:=  2  «  so  kommt  KW.  séries  berâds. 

Eulrr.  . 
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(Mémoire  annexe  à  cette  lettre.) 

Solutio  problwmtis  in  Actis  Lipsiensihus 
A.  17(5  propositi. 

Circa  datum  focum  C  (Fig.  17)  describere  cnrvam  jffUBF, 
ut  omnes  radii  ex  C  emissi  post  binas  reflexiones  in  MetPl 
factas,  in  ipsum  punctum  C  revertantur. 

L  Lemma  i.  Determinare  legem  reflexion is^  qiiam  radii 
ex  puncto  C  (Fig<  18)  emissi  ad  eurvam  quameunque  EMm 
patiuntur. 

Soltitio.  Gonsideretur  radius  incidens  quicunque  CM,  et 
ducatur  ad  curvae  punctum  M  tangens  MT,  in  quam  ex  C 
perpendicnlnm  demittatur  CT,  cui  parallela  MR  erit  nor- 
malis  ad  eurvam.  Sumto  igitur  angulo  RMOzizCMR,  erit 
recta  M  0  radius  reflexus.  Ponatur  C  M  zz:  z  et  angulus 
CMTzz.if,  erit  (posito  sînu  tèto  rr  i)  CTn:z  sîn  9  et 
MTznz  cosip.  Ac  demisso  ex  T  in  CM  perpendiculo  TS, 
ob  ang.  ÇTS=CMT  =  q>  erit  C5=zsin*9  et  TS  = 
zùn  If  jc^^  ^.  Jam  ducatur  radius  proximus  Cmzziz  ^  dz, 


eique  convenien»  reflûiia  mOa  ipfmrMi  :ndhnn  nAeaatk 
MO  secans  in  0,  erit  0  punctum  in  cauntica.  Centre  G  de* 
icribatur  arculus  MN,   et  cum   in  triângulô  MiVm  ad  N 

m 

rectangnio  sit  mN^zdz,  et  angnius  MrnN^zfp,  erit  miV:=: 
cl2 :=! Mm cos  9.  ideoqoe  Mm  m -^  et  MJVzz-^^^f  unde  fit 

'  *  COSf  COff 

angulus  JACm,-^:! ^-  In  punctD  m  ducatur  pàritèr  tan- 
gens  mt  ad  eamque  normalis  m/2^  erit  angulus  Cm^zz^  4*^99 
at  est  CmT  —  CUT—flLCm'=.^  —  ^^^^^,  unde  fit 
Tin<=:Afiîm=rfy  +  ^^.  Porro  est  RMO=^CMR:= 
90**  — 9»  et  iIinOs-90*  —  çt-^^fy.   Qture  ob  Mpin  = 

il  M  O+Af  iîm-iîmO=:90*  -  9 + dy +^^-9(r4- ç>  4-<ly. 
MU  liOm:=:2d9-\~^^^!!^*  Centro  0  deMrtbttiti* 'àiMAil 

^  «COSf 

mn,  et  cum  tint  triangula  MNm  él  mnM  ob  «ninilM  ad[ 
iV^  et  n  rectos,   et  mJlf  n  :=:  MmN  aequalià  et  «hudia.   erit 

Mil  =  m  A  =  <;«  et  mfitr:  MA=^^^^.  Ûnde  babeÙtur 
quoque  ang.  MOmiz:— gz=:2ii9)  -]•-  ^f  ex  quo  erit 

Sicque  ob  mOziL  MO  habcmus  radium  reflexum 

H.  CoroU.  1.  Cum  sit  angulus 
erit  MOm  =  ^-i^t2i2fi22»±£:îi2:i!.   At  kuju»  înciàmm  «■- 


—    3U    — 


merator    vit    djflfelwntiale   imln».  z  mt*f 

■  ■ 

z  siii  9  CM  f))  t=  TS,  erît  angulu»  MOm  ^ 


es,    liride    ôb 


d.CS 

.-     -    •         •     ■    ■ 

m.  CoroU.  2.  Quodfti  ergo  vocemus  CS'=::.r  et  TSzzs» 

dr 


erit  angulus  MOm:zz-^-  Tum  vcro  erît  CT-n,  ^(rf -j-  ji), 

Af  r=  -i  l/(rr  +  f 4  et  CM  =  2  =  ÎI±i%    unde  (/;i  =  <ir 

•  Hirtc  ob  Mn  9  ir:  -^j — ; — •<  et  cot  cp  :^  -tt — î — :# 

cwf»  1       '  r         ^  MOm 


'•■f 


"57 


rr-^it 


l!^^!!:.'  4---— 

r  dr    ^        r 


IV.  CùtolL  3.  Ponatur  radius  reflexua  ilfOrzTv^  eril 
proximus  mozzw -\-  dw,'  ^  particula  Oo  erit  elementum 
curvae  caufticae.  Est  vero  Oozzmo  —  nO:nmo  —  M0'\-^ 
Mnzizmo  —  MO  -^  mN  =i  dw  -f  dz ,   ideoque   longitudo 

curvae  caufticae  erit  zz  w  +  z  ±  C  r=  CM -f-  MO  ±  C,   utî 
constat 

V.  CortJL  k.  Retentis  autem  denominatoribus  CS':^r  et 
TS'i^s,  quamm  rehtione  natura  curvae  fM  definitui^^  eiît 


sin  MCT=: 


s 


V{rr  +  ts) 


et  cosMCTzz 


VÇrr  +  ss} 


Quoniam  vero 


est  CMO=z2CM/i  =  2MC7',  erit  sin  CMO  = 


îrs 


rr-|-5i 


et 


ft^ii 


cos  CMO  =:  — ï — .    Unde  cum  in  triansulo  CMO  dentur 

latera  CM  et  MO  cum  angulo  intereepto  CMO,  terttum  latus 
CO  ejutqne  potitio  determinabitur. 

VI»  Lemma  2  Invenire  relationem  intér  bina  curvae  quae- 
sitae  pimcta  M  et  m  Fig.  19)  ad  quae  radius  ex  C  reflexus 
eodem  revortîtar. 

Corr.  math,  tt  phy$^  T.  l  22 


m  ■ 

Sokùio.  Emitlatur  ex  C  -radhis  CMy  qui  piost  primam  re* 
fléxioi^em  in.m^  hincque  serunda  rcflexione  iteruih  in  Ç 
reflec!tatur.  Mantfrstiirn  est  ejusniodi  proprictatem  reciproc^m 
inter  puncta  ilf  et  m  intercedore,  ut  radius  quoque  secun- 
dum  direc*tionein  Cm.emissùs  post  binas  reflexiones  in  m  et 
M  fartas  in  C  rcvertatur.  Ducantur  ergo  ad  M  et  m  tangen- 
tes M  T  et  m  ^,  in  quas  ex  C  demittantur  perpendicula  CT 
et  Ci,  atque  ex  T  et  /  porro  perpendiculares  TS  et  ts  in 
radios  CM  et  Cm.  Jam  nonatur  ut  ante  CSzzLr,  TSzns, 
atque  CfzrA  et  ts'zz  —  S,  quia  haec  linea  in  partem.op- 
positam  cadit.  Sitque  0  punctuni  in  caustica.  Erit  ex  ante 
inventis 


e'T:=V{rr  -|-  ss),    MT— 

m 

-  V{rr  -I-  ss)  et  CM  =  '^^-±^ 


rtnCAfO=  '"   ,ro«CAfO: 

rr  —  ss 
;u,^        2sds    .    rr  —  ss 


et  Cm^^n     -^ — 


sinCmOzz: 
cosCmO:^: 


ait5 


2SdS  ^^  RR  —  SS 
'dR 


mO^z'n-^ 


Ex  c  in  iWm  demittatur  perpendieulum  CF,  eritque 


CF=2s,  MV— 


rr  —  ss 


OV—Mr—MO  —  — 


2sds 
"17' 


co— 


1sV{dr^'\'ds^) 


di 


dr 


tang  COM-'-i^^ 


ds 


Cy—  —  2S.  mV  — 
OF—mO  —  mVzzL 


RR^SS 

R 
ISdS 


dR 


ç,Q  ^SiidR^-^-dS*) 


dR 


tang  COmz:i  — 


dR 
dô 


Ex  quibus  colligitur  fore  CFzz:2szz  —  25>  ideoque  S:zz — s, 


—     3^5     — 

seii  tsziz  TS.  Deînde  OFm-^^^^ —  zn  --.^  >  ergo,  ohSrtZL—s 

ef  dS  m  —  ds,  fit  —  2'^^^Tr  *^"*'  '^'^  +  drmO,    unde 

întegrando  oritiir  /?-|-r:zi2û:  ita  ut  si  ponatur  rrza-|-i^, 
fiât  Riz. a  —  ^^.  Giiin  igîtur  ex  punrto  M  reperiatur  punc- 
tum  ipsi  ex  reflexiane  respondens  m,  si  valor  ipsius  TS:=,s 
statuatur  negativus,  hoeque  facto  valor  lîneae  CSiZLriiza-\'U 
abeat  in  Cs  zz,  Rzz  a  —  Vy.  manifestiim  est  quantitatem  v 
ejusmodi  fore  functionem  ipsius  s,  qiiae  facto  ^-negativo  ipsa 
in  sui  negativam  abeat,  cujusmodi  (iinctiones  equidem  im- 
pares  appellare  soleo,  quia  potestatcs  imparium  exponentium 
ipsius  s  bac  proprietate  gaudcnt:  Si  igitur  sumatur  v  hujus- 
modi  functio  impar  ipsius  ^  quaecunque,  statuaturque  TS'ZZS 
et  CS'iz,  a  ^  V,  habebitur  curva  condition!  problematis  sa- 
tisfaciens.  Q.  E.  I. 

Vn.  CoroU.  1.  Omnes  igitur  curvae  problemati  satisfacien- 
tes  ita  erunt  eomparatae,  ut  sumta  pro  v  functione  quacun- 
que    impari    ipsius   s,    sit  TS^zz.s,    CSrz  a  -\-  v,    CTzn 

VIIL  Corott.  2.  Positio  autëm  radii  reflcxi  MmitA  définie-' 
liir  ut  sit  sin  CMO  =  -^gi^»    00.  C M  0  =  S'j-"^;-" 

MOzn    y-  -\-  a  4-  V *4-9    «bi  0  est  punctum  in  cau- 

stîca,  unde  longitiido  curvae  causticae  erit  ^rCIf -|-MO±:C 


ss 


-2(a+P)  +  ?;^±C. 


rX.    CorolL  3.    Si  porro  ex  C  in  radium  reflexum  Mm 
demittatur  perpendiculum   CV,  erît  CF:=i2sl^ MFr=.a'\-v 

a-{-«>  dv  '        '  dv  '='.  «* 


—    3»6    — 

X.  CorolL  k.    Pro    alteto    autem   refleiionb   puncto  m 
erit  ts=,—  s,  Cs:=:a  —  v,  Ci=:  V(ss  -{-{a—  t^)*),  m/  = 

et   Lmz^fl— i^-H f    atoue 

0—  8f  ifi     ,  Si 

unde  fit  radius  reflexus  totus  ilfmn:2d' fiL. 

XI.  Problema.  Dato  puncto  C  invenire  omnes  curvas 
AMB  ita  comparata8>  ut  radii  ex  C  émisai  post  duplieem 
reflexionetn  in  idem  punctum  C  reflectantur. 

Sobitiu.  Gonsideretur  radius  quicunque  CJIf  (Fig.  20)  duc- 
taque  tangente  /MT  et  ut  ante  rectis  CT  et  TS^  vocetur 
TS  z^  s  et  CSzra-f-^»  habebiturque  curva  satisfaciens 
dummodo  pro  i^  oapiatur  functio  impar  ipsius  s.  In  radio 
ergo  reflexo  M  (M),  qui  caustieam  in  0  tangat,  erit 

sinCilfOn:, — r— vTT — >  cos  CmO -=.)    \    \  i — 9 

CO  zz ^-j ^  atque  tang  COm  'zz  ^^ 

His  praemissis  sumatur  recta  quaecunque  per  C  ducta»  AB, 
pro  axe,  quae  radium  reflexum  M  (M)  in  R  secet^  sitque 
angulus  CRMzzùf.  Gum  igitur  pro  altero  reflexionis  puncto 
{M)  iste  angulus  fiât  CR(M)zz:€9 —  180°,  tam  sinus  quam 
cosinus  anguli  &  fieri  débet  negativus,  ni  punctum  M  in  (Jf) 
transferatur,    hor    est    si  s   fiât    negativum     Ponatur  igitur 

cos  tûzz—f  ent  sin  C9  -nz  —^ et  ac9  m  -y- r.  debe- 

c  c  y  (ce  —  tttt) 

bitque  u  esse  functio  impar  ipsius  s  y  ut  posito  ^  negativo, 
abeat  in'  — u:  bocque  casu  quoque  K(ce  —  uu)  ob  signum 
radicale  ambiguum  induet'  valorem  nvgativum.  Ducatur  ra- 
dius reflexus  proxifnus  mOr,  erit  Crm':zzGf  -\'  dto,  îdeoque 


—   m  — 

d€êzz,MOnu  At  si^ra  (lIII)  intenimi»  angulum  MOmrzz 
-^ci:—  ob  r^aA-  «^j  unde  fletclfi>zz — =i  -77— -—r-  erit  erco 

5  1  *       *  »      t  V(CC-»»»)  O 

^rz^   *^  (cc»-tttt)^  Quîa  igitur  pro  altero  puncto  reflexionis 

(H),  P  âbit  ta  —  r,  li  in  — *  %  et  V{cc  —  wa)  in  ^V{ct--ku)y 
vA  u  cnt  ftnictio  ûnpar  ip«ut  j.  H»  nune  viciMiii  ItiBi  r 
qaam  1^  erànt  fànctkmM  ûnfMuret  ipttut  a^  Jm»  in  triangulo 

as 

CRIU ,  ob  omnet  angulot  cum  latere  CM  zza-f-t^-l — ^-'rr 

a  +  f.  4-  '^!;j[?l'''*^aato>,  erit  %mCRM:CM=%inCMO:CR 

«       »     i/n*  C»  +  •')  • 

^« CMmCMO  Çy      les        —  ^c^y         , 

leu  i/if —     soïCRM      —smCRM~  Vicc'-uu) —      du     *  ^  ^*^ 

*  = jjj '•    Sicque    ent   Cn  tr:  — ^j — f    quàc    jrtro 

puncto  (Af)  eniidëm  refuiët  valorem  mû  requiritur.  Deinde 
ent  RVziL — x'^*  hincquc  MA  m  a  4- c; i -—  — 

du  ^  '  a-^'^^  du 

a-\'V jjp  — t  ^^^^y.'^n"  Demitiaittr  nunc  ad  axem  AÇB 

applicata  MP,  erit  MP-i^iMR  wn^zzz 

(.        îiirfi'        '</t^ {ce  -»■  im)\  -/(ce  —  uà) 


9 

:  I 


ubi    ex    signo  radicali    y  (ce  —  uu)  patet  axeiti  ACB  simul 
fore  cûrvae  diametrum  orthogonalem.  Tum  vero  erit 


et 


if/'::::  Mil  coi  fil  m— ^ — — ^ t ^jij    ,   -j 

p  p  ^^_^  ttdi>*  (ce  —  uu)  .      Idv  (ce  —  iitt)        u  (a «^  v) 
"^    ci/u*  («  +  w)  ci/u  c 


Potttia  ergo  coordinatis  orthogonalibus  CPz^x,  PM:=,j, 
ù  pro  cr«  càpktar  fimctio  quàecunque  impar  ipnus  u,  omhet 
curvae  psoblemati  tatiafacientef  in  sequentibus  (ormulis  con- 
tindbuntur: 


■  I  « 


—     J*8    — 

*""         c  cdu  '       crfi«*(a-|-w)   ' 

(-     j^  2ii<^v        rfi»*(cc— ttii)\ /.ce  — mu) 

Uude  fit  CMiz:a  -f-  t^  +   ^  «/V*\      ^^  ®**iS®  P™  •^  capiaUir 

functio  algebraica.  ipsius  u,  curva  quoque  eril  algebmici. 
Sicque  tot>  quot  libueril^  curvas  aigehraicas  exhibera  Ucet. 
Q.E.I. 

XML  CoroU.  1.  Ad  statuin  figurae  expedit  quantitatem  v 
ftumi  negativam,  quo  facto  erit  per  formulai  haetenus  in> 
ventas: 

^p —  M(a  — y)    I    1dv(cc  —  uu)    ^    udv^(cc^uu) 

c  eau  '      cdu*  [a  —  i') 

—  u(a— y)  /^        </i>(cc  — im/-j«cy(cc— iiM)J\ 
"^  c  \  uduÇa  —  v')  ) 

(^         i/i'^cc  — «M— cVCcc— ttU))\ 

""V  .    ^w      /V  ^       du      J    ciu^v) 

n  iu  I    dv^icc  —  uu) 

factisque  £^  et  t^  itemque  V^(cc  —  uu)  negativis^  hae  formulae 
praebebunt  alterum  reflexionis  punctum  (M). 

XIII.  CoroU.  2.  Reliquae  autem  lineae  et  anguli  in  figura 

*   A    rrc  di^V(cc^uu)       g^  n 

expressi    erunt   Tb  zzl  s  -zz. ^ -9    CS  ^i  r  zz:  a  —  v, 

CT-  Virr  +  ss)  et  MT  —  ^  V{rr  +  .v^),  CR  —  ^j-, 
Miîzza  — 1^+   -, ,  1/ -^    et    cosCJBW=:— I 

ai«  rt tt  *  (a  —  v)  G 

ùnCRM-tL'-'^^^.  Porro  cy^'^''^^(*;-'"*\.Rf^—!t!^. 

C  du  dm 


—     3)fâ     - 

XIV.  GorolL  ^1  Gautticà  auteiii,  in  ^và  punctum  Q  eKistit, 
ita  definietur :  Guin  ait  MOzzlq^ —  i^ ^ -j—  et  MR^ 

a  —  V  dv 

a  —V  -4 — ", f  ent 

.  '  ■    du  a  —  V  . 

'nf\ Isds  ^.ludv 1d^V(cc^ùu)'j''ïudv  ' 

dv   "^   'du    "^     '  du         ^ 

,            d.»V(ce—MU)   ...              r^n       Visite  — Hu)-\-%ftdvV(t.e—uu) 
"*»  *  = rfïï *  '■  •^^ncque  OQ^ '      '  „au        V   

et  fiQ-^'"^*^^'"-;;-+^"'"^%  ideoque     ■ 

C  V  =— TdZ '^  •     • 

Tum   vero  lonu'itudo  ciirvae  causticae 

-2(Q-t>)-^^'^;''-"'^±C.        .    •     • 


■  N 


XV.  Coroll.   k.   Totus  vero  radius  reflcxiis  crit  M  (Hf )  :ir 

rt  2as«        ^  .  duVicc-^uu)         •. 

2o •  Uuare  ob  ^rz ^ -9  ent 

art— l'y      ^  au 

'  rftt*(ttrt  — vv) 

Proprietates  ergo  harum  curvarum  sunt  sequentes: 

XVI.  Ciiin  recta  ACB  simul  sit  curvae  diaaietcr.  ita  ut 
pars  AMB  aequalis  sit  et  similis  parti  A{M)B,  bini  verti- 
ces  ^  et  B  reperientur^  faeiendo  /  =  0«  quod.  fit  si  vel 
u'^.c  vel  1^:=  —  c.  Quibus  casibus,  ob  angulum  CRM  vel 
=z  0  vel  =1:  180^,  axis  JB  ad  curvam  erit  normalis.  Fiat 
ergo  primo  u::z:c  sitque  t^zze,  erit  xiz^ — an-e,  ideoque 
ACzna  —  e.  Deinde  sit  uzz:: — c,  erit  ifzz,  —  e,  atque  x:=z 
a'\-e,  ita  ut  pro  aitero  vcrtice  0  sit  BC~a  ']-e  unde  to- 
lus  axis  transversus  erit  /40r=2a. 

XVII.  Fieri  interdum  potest,  ut  applicata  >*  aiiis  quoque 
rasibus  evanescat,  scîlicet  si  a  -r- 1;  -  J — î^ V^r— — r^iz  0, 

'       du  dn^{a — i') 


-     3S0    — 

qùod  çvenil  si  a  —  t^n  —  "T"^  "X"*  "^  ®*  •* ^z::^'  _ — 
Hoc  autem  casu  erit  x  :r: 

—  i4(a  — i»)    .    Îttc+M)(d— 0    I    wtt<?+«*)('*— •^) ^€(mp^v) Icdv 

Quodsi  ergo  hujunnodi  easiu  locum  liabel;^  erit  ûmul  CP'zziCR, 
quod  quidem  facile  patet. 

XVIII.  Quantitas  applicatae  C  E  in  ipto  ipco  C  îiinotetcet 
ponendo  xth  0.    Fit  autem  x  =  0  si 


udu 


Hoc  autem  valore  substituto  Bel  CE=:  r~-^-î^— ^ — —, 

•'  watt 

•  j.^       -  i/v(y(cc  — tttt)-4-c)y(cc  — ui») 

qui  yalor  prodit^  si  a  —  v^l — ^ «r »eu  m 

d^V(cc^uu)_         g-i^         _-(a-i^)(y(cc-tttt)H:c)     Eritcrco 
udu  l^(cc  — »»)Hhc  lllft  ^ 

XIX.  Si  quaeretur  locus^  uhi  axis  reflexus  iM  (M)  ad  axem 
AB  ût  normalis,  is  reperietur  ponendo  angulum  CRM  rec- 
tum,  seu  u  -zzf^    Hoc  autem  facto  erit  x  zz,  -^ —  et  jr  z= 

a  —  iF  —  _^- — -.    Quia  vero  i^  est  functio  ihipar  ipsius  u^ 

posito  wzziO,  erit  i^  vel  3z9,  velznoo. 

XX.  Denique  ex  formulis  inventis  maxima  curvae  appli- 
cata  PM  facile  definiri  poterit.  Gum  enim  tangens  in  M  tum 
sit  axi  AB  parallela^  triangulum  CMR  erit  isosceles^  ideo- 
que  CM^lMR,  hinc  autem  nascitur  haec  aequatio: 

*      </tt*(a— v)  '      </tt  i/u*(a— ir) 

seu  baec  ~  z=,  "^^  o^^  ~  ""  *    Hoc  ergo  evenît  si  WfX-^zizO, 

du            du^(a  —  %f)                         ^  du 

,  //v  /iCa  —  v)       »^  .      .  '       ^*'         A         •» —  tt(a  — i'\ 

vel  -r  ^i ^*    Pnon  casu  quo  j-'Z^v.  entas:::: — ^ f 

ducc  —  uu  ^        au  C 

et  /=.  —^ "  Postenon  casu  quo  j^'iz:  ^^^^^  i  eril 


—    351    — 


ce — If  H  fi.         yÇce^^uu)       ^  ^^  cc-^uu 

>      •  ■ 

sea  a?=:>ryfî  ym        \ 4  et  CJfssM/f  n:  — r^« 


XXL  Eaeempl.  U  Sit  i^rzii;  haec  enim  positif  ob  «tkmeiii 
QIC  iiMJiBterimnatain   aeque  late  patçt  âc  i^2Zfi/i;   eritquç 

CB^—r—^ic.   Punctum  ergo  R,  in  quo  radius  reflexuf 

M  (M)  axem  trajicit^  eil  fixuiD>  et  caattica  in  punçtom  «fait. 
Unde  /nanifettnm  pMt  curvam  fore  sectionem  conicam  circa 
faeos  C  et  i{  de9eriptam#  ci^ytis  axis  transyersus  rit  JBtr  ta 
çt  4ittantia  Cocamm  Cil  =  9c.  Unme  autem  infigum  eatf- 
prefiae  ita  m  liabebunt :  T^  55  *  =;  V'icc  -r  ««»),  C&c;om-asi, 

trî^^,  ideoque  CAf  +  Af»=2a  =  .iB.  Î>oito  ett  CF=: 
aVfcc  — «a),  «F=2i«  atque  ob  lin  CRM^^"'^'"^  et 
ces CitM=i^,  erit  pM:=^^^'''y^'f-''%  p^-(SlZf$Jl 

et  CP  =  2^^^^i^lg^^±î.    Vertices  tunt  in  ^  et  jî  ut.iît 

AC:;:La  —  c  et  BC^a^Q,  «a  veiro  alilH  cpoqne ajqplicata 
jr  evaneacat^  iodicat  aequatîo  n  -^  ii r:;  ^e  <}  --rai»,  imlai  nîai  ait 
az^d!ZCj   quo  catu  fieret  Cilrr^B^  lioc  e?çnii^  nequit. 

Si  CP.=;0,  fit  tt=  J^,  ideoque  C£;  — Î^V(cc-.i<iO 

In  puncto  R  &L  radiua  reflexut  Jf (Af)  v\  ^qvr 
malit.  Applicata  d^nique  maxima  babebitujr  si  y^\^^z  i,zp.Q, 


aa  —  ce 


du 


o«od  fieri  nequit^  vel  si  1  =:  ■.  #  hoc  est  si  tt'^  — >  unde 

»  ■  ec  —  uu  a 

6lt  xzs:t,  y:z2r{oa  —  ce)  et  Oitf :=AfJi::r a. 
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XXII.  Kxemi^.^  Ponalurf=— »  erit^=:-^«.  Si  if^tur 
cos   CRM  =  ^  et  nn  c'j?/>i  =  ^^'""""^    erit  CB=—' 

C         .  ■  C        '  c 

Porro  «rit  ï'5  =  «  —  —  Kfcc  —  uu),  CS.=^ ^  -  et 

ce         ^  '  '  ^        ce 

^  -j  M*     ,     9M*(cc-^Mtt)  • «ac*  —  %aecm^  -J-9c^ii*  —  Su* 

CM  ^z:  a  -^—  —  -fc  — j r-  _ = — r^ 57 

ce     '       ac*— CCI**"  cc(acc  — !»■) 

àtqne 

^  -,  6tt*         9tt*(cc  — uu)         aac^4~^^^^'**  ""^  ^^^'^^'f'^** 

m  h'rz  a  H j r^^^ '/ ' — r 

*     ce  ac*  —  ccu*  cc(acc  — tt*; 

•1  ^iLff    I     un        îaac*+îaccu' — 4u*        1aceÂ~^u^       *    . 

ideoque  CM  +  Mil  z=. 7-: ar zz ^ •    kxn 

*  ,  cc(acc  — M*)  ce 

hujus  curvae  ut  semper  est  ^0=:2a:  ad  vertices  autem  in- 
veniendot  ponatur  urzc,  erit  (^=:etrrc,  ideoque  ^ICzz 
Q  —  c  et  fiC=:a-|-c.  Utrum  autem  alibi  quoque  applicata 

y  evanescat^  patebit  si  sit  — >  :z:     . ," — rseu±3ca«» — 2ii* 

•^  *  .  ce         cc(-*-c  — u) 

'^acc.  Quoties  ergo  baec  aequatio  radiées  habet  reaies  ejus- 

modi   ut  sit  u<C,±  c,  abscissae  a^cn-^  applicata  respon- 

débit  evanescens.  Applicata  in  foco  C  est  CEr^—K  (ce— wa) 

—  =:  -^  (ce  —  uu  ±  cV {ce  —  uu)\ 

ace  —  Zecu-\-2u^z=:±:3cuV{ce  —  uu)  vel  ku^ — 3ccm* 
-J-  kaccu*  —  6oc*tt-j-  aac^z^O.  Radius  vero  reflexus  Af  (M, 
axem  normaliter  secabit  si  sit  n  rz  0 ,  quo  c*asu  fit  x  :=  0  et 

y  HZ  a.    Deinde  cum  applicata  maxima   sit  ubi  ^  =:  0  >    hoc 

est  ubi  w^iO:  erit  hoc  casu  xznO  et  v=(/.    Deinde  vero 

.  3uu         i«(tfcc  — fi*)      ,  .      •    A 

quoque  est  maxima  si  --   ~  — ^: :>   hoc   est   si  ôccuu 

■        ■  ee  cc{cc  —  uu) 

—  2w*:^flccw,  unde  fit  velz/rzO,  vel2i<* — 3ccM-f-acc 
zz  0.    CausUca  autem   hujus  curvae  ita  dctinîetur:    Cum  sit 


•  née  —  tf  '  3u 

existente    zz  —  l  ce  —  uu  ±  cV  (ce  —  uu)  ]   seu 

ee 


^ww  1//  V  «^  ^s         Su  x/i 

5IZ     -  K(cc  —  UU),  erit  —  :^.      r(cc  —  uu)   — 


3  II 


I 


ce        ^  /'  ^14        ce       ^  '        ccW{cc  —  fin) 
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ccVific  —  uu)^  ce  ce  ce 


c*  ^  •  c* 


^Q_-6ccu..  +  nu*      sit  CQ  =  p,  QO=iy,  erit 

6litt(3MK  — ce)        .  lîtt  (ce  — Il  M)'** 

P=— S ^et7=— i-5 i     . 

Sit  anguluf  C RMzz.  a^  erit  —  zz,  cos ûi,    — "^ — zzl  co» 26>, 

-^ ^^  un  fi»,    fdeoqne  p  zz  6  c  co8"» .  co»  2  w  et 

^  =  t2  c  cos  61  sin  '  61  :=:  .6  e  sin  ^  61  sin  2  6i> 

■ 

undc  —  ::::  tanc *^  61  tanc  26i  zz  r — *°^  ^  *   Vel  cum  tit 

|>  o  o  I  —  tang  *  4» 

cos'6i  rz:  T-^-^ et  sin  '  6I  ==: 1 

erit  p=  30(1-^008  261)  cos26i  et  ^:=:3c(l  — co8  26i)8in  2f<i. 
Erit  ergo  cos^  2  6? -|- cos  2  61:=  ^9  ideoque 

co.2«=--i±»/(i+i)   et 

unde 

Ergo  prodibit 

,  =  3c(i^l/(l+^))»/(i_f^±/(lfiL)> 

unde 


il 

9ce 


—  16         l^^T-'^*  — 3         3c        9cc^      \*     '    3cy 


—  w*   - 

quae  aeqnatio  ma  ratioMditatem  perdiicta  fit: 

p*  -(-  2pp(jq  +  7*  +  ZOcpqq  —  tSçp*  —  9eeqq 
4-lOaccp/)  — ai6c*prr0- 
Est   ergo   faaec   caustica    linea    <{iiarti  ordinû^   quae  ex  ae- 
quatiooe 

q —  iVgc 

non  dif&culter  construetur. 

Gurva  faaec  est  tricuspidata  triangulo  aequilatero  inseripta 
uti  faaec  figim  iMljecta  (Fig.  31)  rapnesentet^  et  curya  pro- 
blemati  satisfodens  oritur^  si  filum  fauic  curvae  complicrtur, 
alterque  terminus  in  C  figatur^  sicque  per  evolutionem  fili 
describetur. 


-   i»5   — 


..   .'.■■.-.' 
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LETTRE  LXXXVIII. 


■  ■      I 


i 


GoLDBACn  k  ElILJSE,  f 

So  M  M  A IBI.    PMblèmc  de  la  coarbc  ratoptriquc*  Sur  les  nomlirct  n  tH  V2.  SRmÀ- 


£w.  sage  ich  fâr  die  mir  fibérsatidte  atisfôhrliche  Solution 
des'problenmtii  m  Act  Lips.  {fropMiti  tMJiuldigilen  Dank.  -Ehe 
teiMige  noch  ankam ,  batte  tcli  tdion  vor  midi  observiret^  diM 

3(ft:<*r)«)H-  "^T"  (wfffau»  deimiolge^,  dbu  «lie  diiey.lateiii  tnann 

guHC* H-Af^-I-  ^W=  **»)  nnd  «fa»  MB=^^f^'i  tOf^ 

Ucb  jUJ}  nur  in  dem  .einigen  casu  z^PM,  wenn  iiz^O; 
obswar   iceneraliter  wahr  ist^   data  MR  normalis,  ad  axem 

■     •    •  •  ■     V    ■  ...  .         ■     .  .,*■••.••  J 

wiridi:  wêimuDC  l^^-^^^^  (abftrahend^a  valoir îpmit 4^ 
Ich  habe  auch  nicht  gefundeir,  dâM  E^.  dm  c/MOH^^Ma^ 
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LETTRE  LXXXIX4 


JSULBÀ   &   GOLDBACH. 
SoMMAiiifi*    Recherches  ukëneore»  tu»  le  problème  de  la  cootlit 


f  • 


^t     » 


■•«1*1 


BerUn  d«  26.  Jmww  1746. 

Die  Solution  meines  problematis  catoptrici,   welches 

Ew.  zu  ùbersenden  die  Ehre  gehabt,  ist  vorher  hier  co- 
pirt  worden.  Ich  faabe  aber  seit  der  Zeit  eine  weit  kur- 
zere  Solution  gefunden ,  wobei  aile  in  der  vorigen  be- 
findliehen  Weitlâufigkeiten  nicht  nôthig  sind.  In  bejgefïigter 
Figur  (Fjg.22)^  da  C  das  punctum  radians  und  EMB  eine 
cunra  reflectens  quaecunque  ist^  welche  die  radios  CM 
und  Cm  nach  MO  und  mO  refleetirt:  Wenn  die  curva  EMB 
gegeben  ist^  so  kann  for  ein  jegliches  punctum  M  das  inter- 
vallum  respondens  OJR  in  axe  CB  nebst  dem  Winkel  CRM 
gefunden  werden.  Nun  kehre  ich  die  Frage  um,  und  suche 
die  curvam  EMB  zu  bestimmen,  wenn  eine  aequatio  quae- 
cunque inter  spatium  Ci?  et  angulum  CRM  gegeben  wird. 
Denn  wenn  dieseé  problema  resolvirt  worden^  so  ist  es  her- 
nach  sehr  leicht  das  Hauptproblema  zu  solviren. 


—     »M     — 

B«    Éey   d^àmsÊdh  dàî^  Spstàum    G  R-^r,    der    Winkel 
CHM"!^^,    Éein  Miiui  !^^  une  costtiiKi  mu,   |>oiito  sinti 

loto  zn  C/  so  daw  ss -\-  uu-zz. ce  und   d(p  ~  —  zz  ang.  0 

Wen«{  mm  0  der  concursus  duoruni  radiorum  reflexorum 
|urp;i{.ÎD[}pnim ,  Ut^  ^o^  ist  klar^  da$s  die  particula  curvae  Mm 
zu  eine^  fliff^i  gehoren  musse ,  deren  beide  foci  in  C  und 
0  befindlich,  und  folglich  wird  seyn:  C  M  -{-  MO~Cm  -\-mO. 
Man  verlângere  also  OM  und  Om  in  F  und  i^,  so  dass 
MFimZ  Càt.Unt^  mu:û:;iCm,  Uk  lyird  seyn  OF::=:.Ou  und 
dîo .  tkingeiites  î«  .#)f  und  hk  wérden  die  vectas  CF  und  C(^ 
bîlariam  perjp^tadieubnteji  achneîdftn.  Man  lasse  fe#ner  au$ 
C  petpmadkDlû .  C5  und  Cs  auf  Or  und  Oi^^  so  wiid  der 

âhgtilrfé^^i  =îd  :!::!:  dft^^    E»  ist  abef  in  dem  I>Péyetk 

Ç'^k,   sîrv'tot.  (c)  :  Ci?  (rV—  sin  C/?5  V^)  :  C5  iz:  —    und 

>•!/'?      ?>li',,n      '.-rrii       ^V».  \/  .    c    . 

lîizfe.^.  AIso:  ist  5^  : C5  =  rfnj) ('^)  :  sin.  ML,  (c)  odei* 
Sa-zz,— — zz.' •  iDia  aber  sd$ A-uduzzd,  so  wîrd.î(i'z± 

.t        ..  <^c  eu 

•    Nun   setze   man  SFzzt^    so    ist    si^  zzzt-^-dt   und 

c         î  •  *  . 

i^s  — ^,FS  zz  rf<:  Da  nun  i^s z=z  Fà,  so  wird  dtzz  So  ~ 
——  und  also  t  zzi  a-^  f^^*    Aus  der  zwischen  r  und  u 

c  Je  ..... 


gegebenen  Verhaltiiiss  wirA  also  die  Linie  FSzzf 

zu  i¥elcher  wepn  maU  addirt  RSzz^9    so  bekomnit  man 

die  liinîe  RFzzn-^-^  —  /"""•  =  a  +  /— — >  welcfecir  nocb 
viel   kûrzer  batte  gesSéigt   weiiden  kôilnen^    da 

ri^  —  RF=:^RFzz.Rf—^f 

wéM  Brzzdf*^  S«l  man  also  MFzzza-Y'J^^.  gsftw^en»  s^ 

O/rr.  marA.  #?/  /'Ayi.  T.  /.  23 
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zîebe  man  CF,  tchneide  dietelbe  in  zwej  gleiche  Theile  in 
T  und  richte  darauf  die  Perpendicularlinie  TM  auf ,  welche 
in  M  nicht  nur  ein  punctum  in  curva  ({uaetita,  tondem 
auch  die  positionem  tangentis  geben  wird.  Dahero  ans  einer 
jeden  gegebenen  Aequation  inter  CR^zr  et  cotCRM^Lu 
die  curva  quaesita  EUB  determinirt  und  leicht  conttruirt 
werden    kann,    indem    man    nur    immer   zu    nefamen    hat 

Hieraus  ist  nun  leicht  das  proponirte  problema  catop- 
tricum  zu  solviren,  denn  da  musa  aus  dem  angalo  CRM 
das  spatium  CRzur  dergestalt  bestimmt  werden,  data  wenn 
man  den  Winkel  CRO  anaUtt  des  Winkels  CRM  setzt,  for 
CR  einerley  Werth  herauskomme.  Da  nun  des  Winkels  CRO 
sinus  ist  rr  —  s  und  der  cosinus  =:  —  u,  so  muss  r  eine 
solche  functio  seyn  von  s  und  u,  vrelche  einerley  Wertb 
behalte,  wenn  gleich  for  s  und  u  ihre  negativa  —  s  und  — u 
gesetzt  werden.  Folglich  muss  r  eine  fonctio  parium  dimen- 

sionum  seyn  von  s  und  u,  aïs  z.  Ex.  m:6-|-^^  -rP^^'ry»  ^ 

Hat  man  nun  r  solchergestalt  angenommen,  so  kann  daraus 
die  curva  problemati  satisfaciens  folgendergestalt  bestimmf 
werden.  Man  setze  MR-mz»  so  wird 

CM  =  T/(rr-f  22-^*)  =  iJr-z  =  aH-/"-±-z. 

Folglich  wird  rr  -  ^'  =  (a  +  fJ!^  -  2  («  +  f^)  z 
und  also 


K'+P^-'i) 


Aus  z  findet  man  ferner  Pilfriivir—  und  PR::z^9  da- 


-^■'^kS 
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hero  wird  C P  rz.  x^r und,  wie  schon  gefunden  i«t, 

Will  man  nun  curvas  algebraicas  haben^  so  muss  fur  r 
eine  solcbe  functio  von  s  und  u,  jedocli  nach  der  obi- 
gen  Vortchrift  angenommen  werden,    dass  sich  die  formula 

/udr  •    ^        •  1 

—  integnren  latse. 

Um  aber  formulas  générales  fur  aile  môgliche  curvas 
algebraicas  zu  finden,  so  setze  ich 

f  udr ur         rrdu ^^^ur ,         irdu 

/     c     ■"*    c         Je     ""  c  '  Je 

Weil  nun  r  eine  functio  parium  dimensionum  ipsarum  s  et 
u  wejn  mwêê,  so  wird  vzzl  j - —  eine  functio  imparium  di- 
mensionum.  Man  nehme  also  fur  v  eine  solche  functionem 

.   j  cdv  1      tudr         udv 

q^amcunque   an,    so    wird  rziL-j-   und  j —     -  — c;. 

Hieraus  wird   ferner 


_     _(^~*'"^ 


ii^i'X*        ccdv^ 


n  fkM V  ^     du  J  du^ 

2  (a  —  f*) 
das  ist 

mgn,,^^    ^^^U'^v^^udv        (c€'-^uu)dv^        a^v  ^^ud%f  adv^ 

wegen  s  s  =.  ce  —  uu 

PJtfr:/="-^-|- 


2c         '     cdu         3(a  — i^)ci/u* 

\  /  M  ^zi  ce  i^in      ■  -■  ■  ■    {         I  ■ 

edu  7c         '    2(a'~p)edu* 


Hieraus  ist  CM'\-  MRzzlù  —  ^  +  V"'  ""^  positis  u,  s 
negativis,   in  welchem  Fall  audi  y  negativum  wird,   so  be- 


iïi.-;  .  .  - 


-      3««     - 

kommt  man  die  summam  radiorum  infra  axem  "zza-^-  v — -j-9 

dahero  klar  ist,  dass  die  summa  omnium  radiorum,  d«  L 
der  Weg,  welchen  ein  jeglicher  radius  ex  C  egressus,  donec 
eodem  post  gemînam  reflexionem  revèrtattir^  séjn  wird  =z 
2a;  welche  Eigenschaft^  uiigeacht  sié  itnmittelbar  ans  der 
Betrachtung,  datô  CM -^-MO-nCm  -f  »wO,'folget,  so  haben 
doch  Ew«  mir  dieselbe  zuerst  entdeckt.  lai  ùbrîgen  ko«m»en 
dièse  Formuln  mit  meinen  vorhcrgehenden  vôllig  ùberein, 
nur  dass  dièse  zweymal   kleiner  sind,    aïs  jene.    Wann  das 

spatium  CR  maximum  wird,   ist  aus  der  Formul  CRzzL—r^ 

^  du 

leicht  zu  sehen ,  nehmlich  wenn  dds^  =:  0.  Es  ist  aber  hiebey 
zu  merken ,  dass  s  und  u  immer  kleiner  sey n  mûssen  aïs  c, 
indem  sonst  die  fonmilafi  imàginariae  irerdea.  Et  aey  e«  Ex. 

M^i^— f  se  Wvtà  CRziL — >  dessen  Wertb  am  grôsstea  wird, 

wenn  n  tu  ±:  e  ;  also  ist  in  diesem  Fall  der  grôsite  valor 
C/?r=:3e>  und  der  kleinste  CiRrzO.  Man  bekommt  also  die 
vôllige  curvam,  wenn  man  successive  dem  u  aile  môglicbe 
valores  gibt  von  —  1  bis  zum  -f~  '  • 

Es  ist  ganz  richtig^  dass  der  auf  die  quadraturam  drculi 
gesetzte  Preis  Demjenigen  mit  Recht  gebûhrte,  welcher  eki« 
der  entractioni  radicis  quadratae  âhnliche  Opération  erfande» 
um  die  Zabi  3J4159  etc.  nacH  Belieben  tmmer  weiter  fort- 
zusetzen.  In  dieser  Absicht  bin  ich  auf  den  Gedanken  ge- 
kommen^  ob  e»  nicht  mogtich»  divisores  eerta  lege  progre- 
dientes  zu  finden^  aus  welcben  nach  der  letztbeschriebenen 
Divisionsregel  eben  dièse  Zabi  3j4l5d  herausgebracht  wûrde; 
denn  dièse  Art  ^chien  mir  ebetl  den  gradmn  faciKtatis,  wel- 
chen Ew.  verlangen,  noch  vor  der  extractioni  radicis  zu 
haben.  EtilCf. 
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Son  M  Al  AS.   Plroî«U  d'înicriptiimi  pour  des  m^aîlltf  en  rbonnear  do  Koi. 


Berlin  d.  %  Febr.   1746.   • 

Ëw.  bitte  nicht  ungûtig  zu  deiiteiij   daM  ich  ai»  Ftejheii 

nekotiè  DeiMelben  nacfafolgende  |nrobkiiiata  bèlnffBnd  ein%ê 
médailles,  welche  I.  K.  M.  prigen  zn  laaaen  Allergnadigst 
befoMen  haben,  yorzulegen.  Ab  nach  dem  enten-  schlesiicheh 
Krieg  Ew.  die  Gûte  gehabt  mir  einige  Inventionen  an  den 
damaia  yfojeelfclen  médailles  lu  âbersckicken^  ao  baben  die- 
ielbeil^bvf'  dem^SCaals-Minîatierio  allbier  eine  Tôltige  Appro- 
batioif  erbalteD,  obgleich  wegen  anderer  Uinatande  keine 
médailles  zum  Vorscbein  gekommen.  Ânjetzo  îst  mir  nna 
'«riaderwii  mne  ordre  aus  dem  Ministerio  sngeachidLt  wor- 
den^  in  w^lcber  5  inyeiitioneii  zn  médailles  verlangt  wcârdeii^: 
I;  Auf  die  Bataille  bey  Sorr. 
H.  Auf  die  Expédition   nach  Sacfasen^   da  f.  K.  M.  sîch  ao 

schnell   gegen  Gôrlitz    gewendet    und  allda  den  Feind 

bis  in  Bdhmen  mriirfcytgiihnn 


i«*.-«Nr 
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III.  IV.  Auf  die  Bataille  bey  KeMelsdorf  und  auf  die  Ein- 

nahme  von  DresdeiK  Dièse  beyden  kônnten  wohl  in  eine 

gebracht  werden. 
V.  Auf  den  doppelten  Frieden  m^t  Oettreicfa  und  Sachsen. 
Ew.  werden  sich  wundern^  dass  ûber  solche  Sachen  von 
mir  Vorscblâge  gefordert  werden;  allein,  ausser  dem,  dan 
ich  das  vorige  Mal  die  besten  gelieferl,  80  befinden  sich  hier 
in  der  That  sehr  wenige,  welche  es  besser  machen  kônnten 
als  ich,  wenn  ich  |iiich  mich  untwstehen  sollte  selbst  etwas 
darauf  zu  ersinnen. 

Sinnbilder  weiss  ich  gar  nicht  zu  tinden,  aber  folgende 
Inscriptionen  sind  mir  daruber  eingefallen,  welche  ich  aber 
nicht  im  Stande  bin  auszupoliren. 
I.   Gravissimus  hostium  impetus  summa  fortitudine  a   Rege 

reprimitun 
IL    Hostes  ferrum   flammamque   minitantes   repentino   Régis 

adventu  perculsi  aufiigiunt 
III.  IV.    Hostibus  ad  Kessekdorff  ingenti  proelio  profligatisy 

Metropolis  Dresda  oecupatur. 
V.   Rex  Pace  non  minus  quam   Bello  invictus  hostibus  ad 

incitas  redactis  pacem  largitur. 
Bey   dem    letzten  woUte  ich  nehmlich  diesen  Gedanken 
anbringen:  Rex  pace  non  minus  quam  bello  hostes  devicit, 
aber  ich  gestehe,  dass  derselbe  mit  dem  ûbrigen  nicht  recht 
ausammenpasst. 

SoIIte  der  gute  Freund,  von  welchem  Ëw.  mir  das  vorige 
Mal  Inventionen  zuzusenden  die  Gùte  gehabt,  auch  auf  dièse 
Puncte  einige  Aufmerksamkeit  wenden,  so  ersuche  Ew.  ge- 
horsamst  mir  dessdben  Gedanken  daruber  zu  communiciren. 

Euler. 
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GOLDBACH   k   EULER. 


SomiAïAB*  G.  rcfoM  de  m  mtler  <le  U  compoMtloii  éiê  médaille*. 


Su  Petenburf  d.  26.  FebroiÉ   1746. 

Ha  icfa  micfa  nach  reifer  Ceberlegung  nicht  getraue>  solche 
inscriptiones^  die  der  Hoheit  des  sujet's  einigermaassen  con- 
form  wàren^  zu  erfinden^  und  vielmehr  davor  halte,  data 
der  berûhmte  Hr.  Baron  von  Stotch,  aU  welcher  in  re  nu* 
maria  eine  ungemeine  connoitsance  hat,  zu  diesem  Endzwecke 
far  vielen  andern  geachickt  wàre>  so  fiabe  aolchea  zur  schul- 
digen  Àntwort  zu  melden  nicht  unterlataen  wollen. 

Goldbach. 


^r-  ■      • 


ISXTim  :  xnM. 


GOLDBACU    à    JEULEE. 

SoMMAiBK.    Questions  relatives  â  k  nature  des  comètes.    Gour^  catoplriqne.  Ob- 
servation .Hir:  iwie-a4nfu>  ;•'<<»  i  •  ;» 


St.   PeterslNirg  d.   12  BUfara   1746. 

Hie  Fi:ag(W  inebst.4«a^  Antworten  von  den  Gometen^)  habe 
ich  aldofort  durc;hgelesen  ^  und  zweifl^  iiiclit  es  werdçn  dftf- 
selben  wegen  ibrer  Deutrichkeit  i^n^  Ricbtigkeit  eine  gêne- 
rai^ Approbation  erbalten  haben.  Wenn  man  annimmt^  das» 
der  Gomet  ein  entzundeter  Gôrper  ist^  sp  làsftet  es.sich  viel- 
léîcht  2^ïn  besten  darthun  1.  dass  er  keine  solche  phases^  ait 
der  Mond  oder  die  Venus  zeigen  kann,  2^  dass  er  sein 
eignes  Licht  quacjua  versus  vpn  sicb  wirft^  ohngeachtet  sel- 
biges  von  den  Sonnenstrahlen  nicht  anders  aïs  in  parte  a 
sole  avèrsa  unter  dem  Namen  der  romae  oder  eaudae 
kenntbar  wird,  3.  dass  dièse  cauda  cometae  desto  grôsser 
werden    muss^    je    langer    sich    der    Gomet    in    der    Nàhe 

'")  Ces  questions  ne  se  sont  par  Irouvëes. 


-iji^: 


-lar- 
der Sonne   aufhàlf  und  je  mehr  er  von  derselben  entzùndet 
wird. 

Ich  glaube,  dass  man  dad  problema  catoptrieum  auch 
ohne  Considération  einiges  anguli  folgendermaassen  solviren 
kann.    Sit  (Fig.  23)    axis    curvae    ABz^a,    radius  ineidens 

CM'^—^}    radius  reflexus  MOzzz^—^}    ita   ut 

CM^MO—CN  ^  NO  — a. 
Sit   CO  (functio   quaecunque   ipsius  p,  sed   major   quam  p) 

=:^,  erit  eleme|t|»|i^  j«pae  ^p^e^f^f^  =  Mm. 

Goldbach. 

P.  S.  leh  habe  fcboii»  Uogst  abterViret^  dass  d^  séries^ 
deren  lex  progressionis  ist  ^^ -jf  ^A:=B,  désignante  ij  ter- 
minum    quemcunque^    et  B  terminum   proxime   sequçntem^ 

diesen  terminum  generalem  hat  «""*    — 24-^*  ,  und  hier- 
aus  lâsst  sich  auch  der  terminus  generalis  hujus  seriei 

1  +  1.3 +  1.3.5-+- 1.3.5.17+  1.3.5.17.257  + etc. 
finden^    davon  die  factores ,  terminorum  lautejr  Zahlen  sind^ 
wefche  Fermatius  pro  numéros  primis  genalten. 


I 
•      i  « 
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•  i  1 


-if» 


ît!l 


J 
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LETTRE    XCIII. 


^  EULER    k   GOLDBACM. 

Somma lAB.  Rëponte  à  U  précédente.  Phuieart  théorèmes  de  U  doctrine  de*  wé^»: 
Cottcoort  de  racadémîe  de  Berlin  sur  le  tliéorîe  dei  vent*. 


Berlin  d.  6.  April  17M. 

—  —  Dass  Ew.  meine  ziemlich  in  Eil  aufgefaMten  Fragen 
ûber  die  Gometen  einiger  Aufmerksamkeit  gewùrdiget^  er- 
kenne  ich  als  ein  Zeichen  Dero  ganz  besondern  Gewogen- 
heit.  Ich  habe  aber  noch  starke  Zweifel,  ob  sich  die  phae- 
nomena  cometarum  eoriimque  caudarum  blo88  allein  dadurch 
erklâren  lassen,  dass  man  annimmt^  ihre  Côrper  seyen  wûrk- 
lich  entzùndet.  Demi  ausserdem,  dass  eine  blosse  Erleuch- 
tung  nicht  hinlânglich  ist  in  dem  aethere  eine  Helle 
hervorzubringen  ^  sondern  dazu  noch  in  denelben  Gegend 
•olche  Gôrperlein  erfordert  werden,  welche  die  Erleuchtung 
empfangen,  und  daher  einen  Schein  zu  uns  zurïickwerfen  : 
so   ist  auch  die  Abweichung   der  caudae  eines  Gometen   ab 


■^'.  V*'^ 
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oppotitkme  solU  ein  tolches  phaenomeiion ,  welches  eiiie  be- 
sondere  EirUàrung  zu  erfordern  scheinet.  Die  Idée,  wekhe 
ich  in  dieuen  Fragen  kûnlich  entworfen^  und  darin  bestehet, 
dass  die  durch  die  grosse  Âtmosphaer  einea  Cometen  durch- 
streichenden  Sonnenstrahlen  einige  subtile  particulas  daraus 
mit  sich  fortreissen,  habe  ich  letztens  weitiâufiger  ausgefôhrt 
und  ziemlidi  deutlicfa  dargethan,  dass  auf  solche  Art  nicht 
nur  die  Gometenschweife,  sondern  auf  unserer  Erde  die  lu- 
miiia  borealia  und  um  die  Sonne  seibst  das  lumen  Gassi- 
nianuro  entstehen.  Dîese  Âusf&hrung  bat  auch  dem  Herrn 
de  Maupertius  so  wohl  gefallen,  dass  er  derselben  Tôllig 
beypflichtet. 

Ew.  Idée  das  problema  catoptricum  zu  solviren^  gibt 
zwar  leicbte  Formuln^  allein  da  die  positio  lineae  CO  nicht 
bestimmt  wird  und  das  elementum  curvae  Mm  wenig  zu 
Bestimmung  der  krummen  Linien,  insonderheit  wenn  alge- 
braische  verlangt  werden^  beytragt,  so  sehe  ich  noch  nicht 
ab,  wie  die  natura  functionis  q  determinirt  werden  musste, 
dass  die  beyden  Reflexionspuncta  Jf  et  iV  in  eandem  lineam 
curvam  continuam  zu  liegen  kàmen. 

Ueber  die  seriem  t  -|-  t.3-|-  I.3.5-)-  1.3.5.17  -|-  etc. 
erstaunte  ich  anianglich;  aïs  ich  aber  dieselbe  genauer  be- 
trachtete»  sahe  ich  bald^  dass  ich  den  terminum  generalem 
davon  schon  vor  einiger  Zeit  unter  andern  Umstinden  aus- 
gedruckt  batte.  Denn  ich  fand,  dass  wenn 

(l-f«)(l+0(l+a*;(l-i-a«)(l+a'«)...(l4-a'")  =  ^ 


^ll-l-l 


so    ist   (I  —  a)  STU  l  —  a*        ,    und    also    s  zu : —  • 

^  ^  a—  1 

Dahero  wenna=2,  so  ist  t  .3.5.l7...(2*''-f  0  =  2*"^*~l. 
Dièses  hatte  ich  schon  angemerket ,  als  ich  suchte ,  was  fur 
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éine  tefiet  herauskomint ,  wenn  man  dièses  |nrocl«lctttin  in- 
fitikum  (1  4  a)  (1  4-  a")  (i  -f-  a*)  (*  +  «•)  «*«.  wirWidi  évol- 
▼irte,   dâ  ieh  dann  gefiindeti,   diMS  dièse  séries  geometrica 

i  -f-  a  -f-  0^  -f-  o^-\'  û*  -f"  ^'^^  ^^  i' — "  héraiiskomme.  Evolvîrl 
inan  abei;  dieae^  Froduct  (t— a)(l-r-a')(li— a*)(i— ^a*)ctc., 

wp.dîe.^ordo  ^îgDorum  merkwurdig  ist.  Von  dieser  Attl  habe 
îch  nodbt  uachfolgende  th^oremaU  gefiuiden; 

•    TheoTêmû.  8i  sH  ■  ' 

^=(1— na)(l— n*a)(t  — n*û)(t— n*û)(i— n*a)€tc.ini! 


#•"•* 


..*.  +  (1  .-*)a -«*)(«  -«v(î  -»*)    ***^* 

et  . 


1  ^     1^    na     j pra* j n*a^ 

j it*<t^ I       . 

Ew.  glaul^   ich  auch  schon  geschrieben   zu  habeii^    dass 
ivenn  man  dièses  productum  infînitiiin 

(1  _  û)  (1  _  0.*)  (I  -  a»)  01  -  a*)  (i  _  û»>  etc. 
eirolvirt^  dièse  séries  berauskomme 
l_«_a*-|_a*-^«'— a"— a"-fû"+a**— û"— «♦•-(-etc., 

wo  der  ordo   expbnentium  sehr  merkwurdig   ist^    und  sich 
per  inductionem  aiso  bestimmeh  lâsst,  dass  aile  in  bac  for-. 

* 

mula — j=- enthalten  sind,    ungeacht    ich    dièse,  legem  ob- 
servatam  noch  nicbt  ex  rei  niatura  babe  berausbringen  konnen. 
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12       3  X    x+i 

Thcor,  Si  fuerit  in  série  -4,    B/C, .  .  . .  P,   Q, 

(>:ir  mP*  4- nA^  4- — "-Tl — ^--*-*-!#    «bi  m  et  n  sutil  ndiytieri 
comtantes,  qcrâ'éirkiihir  nnmeri  i^et  G  ut  sit 

.      F-fG  — m^-lr^n  et  /'0=1, 

eritque 

^ , -F*  4- G*  « 

Theor.    Si  fuerit  in  série  J,  B,  C,....P,  Q^ 
OzzmP^+nP+^îi^^  erit  P  — (^!^^±i5>î^_^, 

^  '  '         4m  m  îm 

weiches   Ew.   theoremata   sind. 

Folgende  theoremata  scheinen  auefa  einîger  Aufmerksaiii- 
keit  werth  zu  seyn: 

tfiéôt.  Si  n  sit  numerus  integer  affirmativus  quicunque, 
erit 

1  — a     '  1  —  a*  •"  1— a*  '  * 

Theor.  Si  n  sit  numerus  integer  affirmativus  quicunque^ 
erit 

l-a''-^-fa*''~*-û*''-«+a*"^*^-a*''-**4-a«^-»*-etc.=0 
exciusis  sciiicet  terminis^    qui  exponentes  habent  negativos. 

Theor.  Sit  in  circulo  arcus  90°  r:r  q ,  sumaturque  arcus 
quicunque  s,  cujus  sinus  sit  ziza,  sin  2sz^b,  sin3^=:o, 
iink  s  zi^d  etc.  erit  semper 

Theor.  In  circulo  radii  =  1  capiatur  arcus  quicunque  s, 
cujus  tangens  sit  zz:  a ,  tang  -^szzLb,  tang  —  .ç  zz  c,  tang  ~  .y 

ziLd,  tang  — 5zze  etc.,  erit 
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l  =  i+lfc+lc4-.^rf  +  JLe  +  etc. 

Ich  bin  jetzund  mit  Durchletung  derjenigen  Pîècen^ 
welche  ûber  die  von  der  Akadcmie  aufgegebene  Frage  von 
der  Ursach  und  der  Ordnung  der  Winde  sind  eingesandt 
worden^  beschàftiget.  Es  sind  darûber  iO  eingelaufen^  unter 
welchen  sich  eine^  so  vor  allen  andem  in  Betrachtung  ge- 
zogen  zu  werden  verdient^  befindet.  Die  Devise,  so  sich  zu 
Ende  derselben  befindet,  ist  auch  schôn;  sie  lautet  also: 

Raec  ego  de  ventfs:  dum  ventorum  ocyor  alis 
Palantes  pellit  populos  Frîdericns,  et  orbi, 
Insignis  lauro,  ramuin  praetendit  olivae.  *) 

*)  C*efl  la  pièce  de  concours  de  d'Alembert.  Comii.  dans  le  3  ▼ohime, 
les  lettres  de  Daniel  Beriiouni  sur  ce  concours. 

Euler. 
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GOLDBACH   k   EULBR. 

SoMMAiBB.    Suite  des  reçherclMt  tnr  les  lëries.    Remarque!  ultérîearet  rar  le  |»ro- 
blème  de  la  roarbe  catoptriqne. 


St  Petertlmff  d.  ft.  Mai  ITi*. 

Den  terminum  geiieralem  teriei 

1  -1-1.3 +1.3.5 +  1.3.5.17  + etc. 
hatte    ich,   als  mein  letztes  Schreiben  abging^    nur  in  pote- 
s  taie  ^   und  dachte  nickt^  dast  selbiger  so  leickt  seyn  sollte^ 
indem  ich  dessen  sonst  gar  keine  Erwâhnung  gethan  haben 
wûrde. 

Ich  weiss  nicht^  ob  man  methodum  bat  von  dergleichen 
seriebus  als  dièse  ist 

i.3.5 i  3.5.7       .     J.3.5.7.9    1.3.6.7.9.11       . 

ÔITS  2.4.6.10     '     3.4.6.8.12  3.4.6.8.10.14     « 

=  2""*  +  2*  — 2, 

cujus  lex  progressionis  est     ^/\i.^x/^V4v     =^  ^'  ^*®  summas 
zu  finden. 


# 
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tionm  pro  CR  inventa»  dari  ctiam  potenint  n  et  z  in  p  et^, 
qui  valores  deinde  snbstituendi  snnt  in  appiicata 

et  in  abscissa 

Oh  nnn  zwar  die  wûrkliche  Détermination  der  quanti- 
tatum  li  und  z  durch  p  iind  q  etwas  weitlàiifig  seyn  môchte^ 
fto  ist  do('h  hingcgen  zu  consideriren^  dasa  ia  dieser  Solution 
keinc  differentialia  vorkomnien. 


Cort.  math   et  phyt.   T  i.  2L 


—     8T*     — 

Die  in  meinem  vorigen  angefùhrte  Idée  einer  Solution 
gehet  noch  weiter,  wenn  man  vor  q  eine  functionem  quam- 
cunque  ipsius  p  annimmt,  nur  mit  der  Limitation  dass  (f>p 
und  q  <Ca  (denn  ich  sehe  zwn  wenigsten  nicht,  dass  ex  na- 
tura    probiematis    mehrere    limitationes   erfordert    werden), 

und  fenier  x^  +  y^  =  ^^^^,  dx^ -^  dy^=^^pJ^,  %o 

wird   die  abscissa  ad  applicatam  in  curva  quaesita  seyn   wie 
X  zu  j. 


Goldbach. 


P.  S.  d.  21.  Mai  ilK^.  Et^  isl  mir  gestern  eingefallen, 
daM  sich  das  problema  catoptricum  auch  folgendermaassen  sol- 
viren  lâsset:  Sit  (Fig.  2ï)  A  B  axis  curvae  zzza,  pujictum  radians 
C.  Sint  CM  et  CJS  radii  in  curvam  incidentes;  MR  et  NR 
radii  ad  idem  punctuni  axis  R  reflexi  ;  •  capiatur  in  Jlf iV 
puUdâfrt  O,  iift  ut  rirtf  CM-^-MO=Ci^r-|-^0  =  a,  etpo- 

natur  recta  CO  =  q,  CM=^J!^,  MO  —  ^,   Clf^"^, 
NO  zz:^^^[uhi  f  jam  datur  per  p  et   ^j   est  enim   v^  = 

aa^2ap-\'qq  )  ^ 

nietiir  spatium,    quod  inter  radium  incidentem  et  reflexum 

in  9xe  iqtçrcipitur 

CR=zCS  —  RS=z  V{qq—zz  {l —uu))^ui:z:CQ— BQ 

=  4y((«+v)»-(a-^4-22)*(l-««j)-(-^i:^l±2^ 
~  C  f> -4- Pi?  =  I /((o  -  ^)«  —  (a -h  p  —  2z)M  I  —  ««)) -(- 

Sed   rum  (^  jam  supra  data  sit  in  p   et  q,   per  bas  aeifua- 


mve- 
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tiones  pro  CR  inventas  dari  etîam  poterunt  u  et  z  in  p  et^, 
qui  valores  deinde  substituendi  siint  in  applîcata 

Mp-i±t£f2ï>.]/(t-uu) 
et  in  abscissa 

Ob  nun  zwar  die  wûrkliche  Détermination  der  quanti^ 
tatum  M  und  z  durch  p  und  q  etwas  weitlâufig  seyn  môchte, 
fto  ist  doch  hingegeo  zu  consideriren^  dasa  ia  dieser  Solution 
keinc  differentialia  vorkomnien. 


Cvrr.  math   et  phy.%.   T.  t.  ^L 
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LETTRE    XCV. 


EULER   à    GOLDBACH. 
Sommaire    Soramation  de  la  série  de  la  lettre  prëcëdente. 


Berlin  d.  29.  Mai    174«. 

Die  von  Ew.  gemeldte  séries 

1.3  5          1.3  5     T     ,     1.3.5.7     9          1.3  5.1.9       11     ,       ^ 
•  — • L—  ■  •  —  — .  . • ...  — f-  etc. 

2.4  8  2.4.6     10    "^2. 4. 6. 8     12        24  6.8.10     14^^ 

kann  durch  meine  Méthode  leicht  gefunden  werden.  Denn 
wenn  ich  nach  der  lege  progressîonis  noch  die  zwey  vor- 
hergehenden  terminos  dazii  seize  ^  so  kofnmt 

T  2  '  6  "^     2T4  '  8         27476  '  ÎÔ  '^" 

Dièse  ist  in  der  folgenden  enthalten^  wenn  man  setztxznl 

1      4  ^       3      g,     1-3     5     g         1.351      101 

sziz  —  x  —  -  -  •  —  X   -\ •  —  X •  —  X    -+-  etc. 

4  2       6  '^2.4     8  2  4.6    10  "T  ^•'^• 

Man  diflferentiire  dièse  seriem  iind  theile  allenthalben  durch 
dx,-9o  bekommt  man 
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Man  muitiplicirc  durch  -,>  so  wird 

Wenn  man  nun  integrirt^  so  bekommt  man 

rds ^   _a    I    ^-3     .         1.3.5     ,    ,      ^ 

Hier   siehet   man   leicht^  da$s  die»e  séries  ist  rz 

/x*</x       ^^^  p      xdx  f      xdx 

=:(!-+>  .i-t)    4  (IH-ajo:)"*  — 2, 

denn  hier  miiss  die  qiiantitas  constaas  2  subtrahirt  werden, 
weil  posito  a;  =  0  ^  werden  muss  ^  =  0.  Setzt  man  nun 
x=l,  so  bekommt  man 

X L.i^ll?    A Ji3»fi     7     .     1.3.5.7     9 , 

4  2*7     '2.4*8  2.4.6*  10  "»     2.4.6.8*12 

=  2*  + 2""*  — 2. 

Letctens  bin  ich  auf  nachfolgende  seriem  gekommen^ 
deren  Summ,  ob  sic  gleich  so  leicht  ausgedrâckt  wîrd,  den- 
noch  durch  dièse  Méthode  nicht  wohi  gefunden  werden 
kann^  denn  ich  komme  auf  eine  Differentio^differential- 
Aequation^  welche  sich  generaliter  nicht  integriren  lâsst: 
Die  séries  ist  dièse: 

n     .    ii(n+3)         n(/t4-4)(n+5)        it(n+5)(ii+6)(n+7)    . 
'■  4     «         4.8         »  4.8.12  «"  4.8.12.16  ^^' 

=:2^ 
wenn  also  nzz.\,  so  ist 
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*+i+^.^ 


t. 3. 6 


1.6. '7  8 


+ 


1.7.8.9.10 


8    '    4.8. n    '    4.8.11.16    '    4.8.11.16.20 

Dièse  wird  leicht  in  dièse  Form  verwaodelt: 


-f  etc.  n^  2. 


1.3 


<+i  +  H  + 


ï.3.5    .    1.3.5.T 


+ 


f  etc.  =  2(1  —  (1  —  »)*)=2, 


4    ■    4.6    '    4.6.8   '   4.k.8.t0 

M 

in  welchem  Fall  die  Richtigkeit  teicht  zu  ersehen. 

Ich  glaube  kaum^  dass  die  ratio  diametri  ad  peripheriam 
i:n  leichter  per  approximationem  gefonden  w^rden  kônne, 
als  durch  Hûlfe  beyder  folgenden  serierum: 

J_    I    J L-    L  ^1_  ^ 1—  -L.  etc 


1 


11. 


a  —  ± î— 4.-^J î— -^   -î î— +etc 

"  —  239        5.139*  ~  5.-39«         7.159^     '    9. 239*         fl.139»»     «^ 

Denn  wenn  hieraus  die  Werthe  von  p  und  q  gefunden  wer- 
den,  so  ist  ;rzzl6p  —  ^<jr. 

Nach  dem  letzt  ergangenen  Urtheil  der  Akademie  zu 
Pari%  ûber  dén  Magneten  ist  meiner  pièce  der  dritte  Theil 
des  dveyfâchen  '  Preites  zuerkannt  worden^  wîe  Ew^  sckon 
aut  unsem^Zeitungen  werdisn  ersehen  haben.  Hr.  BemouUî 
bat  auch  ein  Drittel  bekommen.  Hingegen  baben  wir  den 
Preis  der  hiesigen  Âkadeinie  von  50  Ducaten,  ùber  die  Winde, 
der  pièce:  Haec  ego  de  ventis  etc.  zuerkannt,  davon  der 
auctor  Hr.  D'Âlembert  aus  Paris  ist. 

Ëuler. 


1 1 
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LETTRE    XCVI. 


t . 


EULER    à    GoLDBiCH. 


SoMMAiBK.    Pioblème  catoptrîqne.  Suite. 


.A 


t  f 


Berlin  4.    I«.  Jtmî   l^M.  ' 


« 

E>  •  ■ .  ]  h 
w.  letzt  ûberschriebene  Solution  des  problematis  catoptrici 

bat  mich  anfânglich  nicht  weiiig  frappirt,    da  diesel be.  kçine 

difierentialia    in    sich    entbàlt    und   ich   docb.  versicbert.bin, 

dass  die  Betracbtun»;  der  Reflexion  notbwendis;  diiferentiidia' 

erfordere.  Als  ich  aber  die  Sach  gehauer  erwogen,  habe  icb 

bald    gesehen^    dass   die   di*ey    gefiindenen   Foruiuln   fur   dre 

Linie    CR    iinmôglicb    zvvey    quantitates   iocognitas  deterini- 

niren  kônnen^    sondern   nachdem  man  eiue  bestimmet^  eine 

aequatio  identica  herauskonimen  musse. 

.       .  .      .  .  ■  ■  ■.  •  ,•  î" 

Dennin  eînem  jeglichen  triangulo  CMiV  (Fig.2^)  kann  eine 

Seite    iHiV  allzeit   in  0  dergestidt  gescbnitteu    werden,    dass 

CfA  -f-  MO  :=.  CN  -(•-  JVO  .    wodurrb    also    keiiîé   "besbnderc 


hSTTttm  i  XSM, 


GoLDJIACH    à    ËULEE, 

f 

Sommaire.    Queuîons  relatives  à  b  nature  des  comètei.    Courbe  caloptrîque.  Ob- 
servation .mr;  «aeitfnfu^:i<o  ■  •  '1 


Su  Petersburg  d.   12  BlIEra   1746. 

Hie  Fi3gM  inebat  .4aa  Antworten  von  den  Cometen^)  habe 
ich  aUofort  durçhgelesen  ^  und  zweifl^  iiicht  es  werdçn  djkiir 
selben  wegen  ihrer  Deutlichkeit  i^i4  Richtigkeit  eine  géné- 
rale Approbation  erhalten  haben.  Wenn  man  annimmt^  dass 
der  Gomet  ein  entzûndeter  Gôrper  ist^  sp  iasset  es.sicb  viel- 
leicht  ^m  besten  darthun  1.  dass  er  keine  solche  phases^  ah 
der  Mond  oder  die  Venus  zeigen  kann,  2^  dass  er  sein 
eignes  Licht  quaqua  versus  von  sicK  wirft,  ohngeachtei  sel- 
biges  von  den  Sonnenstrahlen  nicht  anders  als  in  parte  a 
sole  aversa  unter  dem  Namen  der  romae  oder  caudae 
kenntbar  wird,  3.  dass  dièse  cauda  cometae  desto  grosser 
werden    muss^    je    langer    sich    der    Gomet    in    der    Nàhe 

♦)  Ces  questions  ne  se  sont  par  Irouvëes- 


k 


^   un  — 

der  Sonne   aufhàlf  und  je  mehr  er  von  derselben  entzûndet 
wird. 

Ich  glaube,  dass  man  das  problema  catoptricum  auch 
ohne  Considération  einiges  anguli  folgendermaassen  solviren 
kann.    Sit   (Fig.  23)    axis    eurvae    ABn^a,    radius  incidens 

CMt=^y^>    radius  reflexus  MOzn^^^,    ita   nt 

CM^MO—CN-^-NOzna. 
Sit   CO  (functio   quaecunque   ipsius  p,  sed   major  quam  p) 

=  17,  erit  elemeyyy  jupyae  ^f^ff'^^fjj^ilpp)  -  ^'^' 

Goldbach. 

P.  S.  Ich  habe  #cI|qd^  iâogst  obter^îret^  dass  d^  séries^ 
deren  lex  prosressionis  ist  A^ -i^  KAz=B,  désignante  A  ter- 
minum    quemcunque^    et  B  terminum   proxime   sequçntem^ 

diesen  terminum  generalem  hat  o""*    — 24-û*   ,  und  hier- 
aus  lâsst  sich  auch  der  terminus  generalis  hujus  seriei 

1  +  1.3 +  1.3.5-+- 1.3.5.17+  1.3.5.17.257  + etc. 
finden^    davon  die  façtores  terminorum  iauter  Zahlen  sind^ 
wefché  F^atiu.  pp'  numêri.  primis  getialten.        \,     _ 


•  i 
.  1 


1 


t  •  r 


t 

I 

t 

1 

• 

îï 

1 

.iî-^ 

1 
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■     ' . 
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LETTRE    XCIII. 


^  EVLBR   à   G0LDBi€H. 

SoMMAiBS.  R^ouM  à  la  prëcédciite.  Ploticim  tliéorèoMt  de  la  doctnae  de*  êéKJtu. 
Coiieôart  de  Pacadëinîe  de  Berlin  nir  la  théorie  des  Tenu. 


Berlin  d.  6.  Aprîl  1746. 

—  —  Dats  Ew.  meine  ziemlich  in  Eil  aufgefassten  Fragen 
ùber  die  Gometen  einiger  Aufmerksamkeit  gewùrdiget,  er- 
kenne  ich  aU  ein  Zeicben  Dero  ganz  besondem  Gewogen- 
heit.  Ich  habe  aber  noch  starke  Zweifel^  ob  sich  die  pbae- 
nomena  cometarum  eoriimque  caudarum  bloss  allein  dadurch 
erklàren  laMen,  dass  man  annimmt^  ihre  Côrper  seyen  wurk- 
lich  entzûndet.  Demi  auMerdem,  dass  eine  blosse  Erleuch- 
tung  nicht  hinlànglich  ist  in  dem  aethere  eine  Helle 
bervorzubringen ,  sondern  dazu  noch  in  derselben  Gegend 
solche  Côrperlein  erfordert  werden,  welche  die  Erleuchtung 
empfangen,  und  daher  einen  Schein  zu  uns  zuruckwerfen: 
•o   ist  auch  die  Abweichung   der  caudae  eines  Gometen  ab 


.«**« 
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oppoiîtione  mIis  ein  tolches  pbaenomenon  «  welchct  eÎAe  be- 
sondere  E^klàrung  zu  erfordern  scheinet.  Die  Idee>  wekhe 
ich  in  dieëen  Fragen  kûrzlich  entworfen^  und  darin  bestehet. 
dass  die  durch  die  grosse  Atmosphaer  eines  Cometen  durch- 
streichenden  Sonnenstrahlen  einige  subtile  particulas  daraus 
mit  sich  fortreissen,  habe  ich  letztens  wettiâufiger  ausgefiihrt 
und  ziemlich  deutlich  dargethan^  dass  auf  solche  Art  nicht 
nur  die  Gometenschweife^  sonder n  auf  unserer  Erde  die  lu- 
miua  borealia  und  um  die  Sonne  seibst  das  lumen  Gassi- 
nianum  entsiehen.  Dîese  Ansfohrung  bat  auch  dem  Herrn 
de  Maupertius  so  wohl  gefallen^  dass  er  dertelben  Tôllig 
beypflichtet. 

Ew.  Idée  das  problema  catoptricum  zu  solviren,  gibt 
zwar  leichte  Formuln ,  allein  da  die  positio  lineae  C  O  nicht 
bestimmt  wird  und  das  elementum  curvae  Mm  wenig  zu 
Bestimmung  der  krummen  Linien^  insonderheit  wenn  alge- 
braische  verlangt  werden^  beytràgt^  so  sehe  ich  nocb  nicht 
ab^  wie  die  natnra  functionis  g  determinirt  werden  musste, 
dass  die  beyden  Reflexionspuncta  ilf  et  iV  in  eandem  lineam 
curvam  continuam  zu  liegen  kftmen. 

Ueber  die  seriem  1  -f- 1.3  +  1.3.5^-  1-3-5-17  +  etc. 
ersiaunte  ich  anfanglich;  ats  ich  aber  dieselbe  genauer  be- 
trachtete,  sahe  ich  bald^  dass  ich  den  terminnm  generalem 
davon  schon  vor  einiger  Zeit  unter  andem  Umstinden  aus- 
gedrûckt  hatte.  Denn  ich  fand»  dass  wenn 

so    ist   (1  —  a)  j  rr  I  —  o*       ,    und    aiso    s  rz: _  "^    • 

Daliero  wenna=:i2,  so  ist t .3.5.17...(2*"'+1)  =  2*''"*"*— 1. 
Dièses  hatte  ich  schon  angemerket^  als  îch  suckte^  was  filr 


ëine  tetiet  kerautkominè,  w«i|n  man  dièse*  prodilctum  in- 
fitiiCum  (1  4-  a)  (I  -\-  a*)  (1  -f  o*)  (I  +  «•)  etc.  wirklich  evol- 
▼hte,   da  ieh  dann  geftmden,   daM  die»e  séries  gebmetrica 

i  -f-  d  4"  û*  H"  0*^4-  a*  -j-  etc.  zz:  ^ herau»komme.  Evolvirt 

noian  abei;  dieMS  Froduct  (1  — a)  (1  —a')  (J  — a*)  (I  —a")  etc., 
M  bekppniQt  rofifijl  —  a  — (j*.4  a*  — c*  -f  «* -j- û*  — a'— 
^•^o'  +  a^^-^aV-f  û"-^a,**  — a."-+-a"— a*«+o''etc., 
wo  die  ,ordp  ^gnorum  merkwurdig  ut*  Von  dieser  Art  babe 
^  l¥>cb  nadifolgeode  theoremata  gefiinden: 

Theorenm.  Si  êH 
5=(1— no)(l— n*û)(l  — n*a)(l— n*a)(l— n*a)ctc.îninfiii. 
Wt 

I|10^4 

et 

1  ^    1^    na     j if* g* j n^a^ 

7-^"'+"îrr^  T  (t^n)Ol -»»)'+' (l-n)(l-n»)(l -«») 

j n^  tf ^ , 

Ew.  glaul^   ich  auch  scbon  gedcbrieben   zu  habeu,    das» 
ivenn  man  diefles  productum  infinitum 

(I  —  a)  (.1  —  a*}  (1  -  0»)  (1  -  a*)  (1  -  a»)  elc. 

erolvirtj  dièse  séries  berauskomme 

l_û— a*H-a*-^a'— a"— û"-fa"-fa*«—a**— a*^-j- etc., 

wo  der  ordo  expbnentium  sehr  merkwurdig  ist,  und  sich 
per  inductionem  also  bestimmeh  lâsst,  dass  aile  in  bac  for-. 

mula — ^=—  enthalteo  sind,    ungeacbt    ich    dièse   legem  ob- 

servatam  noch  nicht  ex  rei  iiat«ira  babe  berausbringen  konnen. 


-  \^ 
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die  summam -r -^-'t +  iri* -^ — etc.   nach  Ew.  Méthode 

finde,  und  von  der  série 

habe  ich  folgendes  angemerket:  Wenn  man  setzet 

2''  =  1  +  /?ri  4-  ynn  +  5n*  -|-  etc., 

•o  ist  kein  Zweifel,    dass   die  qnantitates  /3,  /,  d,  etc.  ibre 
determinatos    valores    Laben ,    wie    denn    ex.    gr.    ^  =.  ist 

1 — T"1"T r"l"®*^"î    n^î^chet  man  aber  séries,  in  deren 

terminis    immer    mehr    potestates    ipsius  n   vorkommen,    so 
werden  zwar  die  séries,  aus  welchen  die  quantitates  /3,  y,  8,  etc. 

bestehen ,   (wie  solches  in  der  série  1  +  ?-  +  ^  ^"L     +  etc. 

T=  2"  geschiehet)  gleichsam  mit  einander  venvickelt,  afier 
dièse  quantitates  an  sich  selbst  bleiben  nichts  desto  we* 
niger  invariabiles.  So  oft  also  dergleichen  séries,  wo  di« 
quantitas  indeterminata  n  in  jedem  tcrmino  ad  diversas  po* 
testâtes  evecta  ist,  vorkommen,  so  meine  ich  der  sicherste 
Weg  die  summam  zu  finden  wâre,  dass  man  zuvorderst  die  , 
coëfticientes  /î,  y,  5,  etc.  suche. 

Bey  Gelegenheit  des  von  Ew.  gefundenen  valoris  vor 
(K — 1)^^'  îst  mir  etwas  eingefallen,  an  dessen  Môglichkeit 
ich  noch  den  Tag  zuvor  sehr  wûrde  gezweifelt  haben,  nem- 
lich  dass  auch  dièse  séries  A,  .  .aa  —  /3a*  -j-  ya' —  5a^*-(-  etc. 
und  gent^ratim  aile,  wo  die  exponentes  numeri  a  ad  for- 
mulam  generalem  reduciret  werden  kônnen,  summabiles  siiid, 
nachdem  die  coêfficientcs  a,  /?,  y,  etc.  determiniret  werden^ 
denn   wenn   gesetzt  wird 

—41      ^      1^3.     1.3.5     , 
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Ich  bin  jetzund  mit  Durchlesung  derjenigen  Piècen, 
welche  ùber  die  von  der  Akadcmie  aufjgegebene  Frage  von 
der  Urtaoh  und  der  Ordnung  der  Winde  ûnd  eingesandt 
worden,  betchâftiget  Es  sind  darûber  10  eingelaufen^  unter 
welchen  sich  eine^  so  vor  allen  andern  in  Betrachtung  ge- 
zogen  zu  werden  verdient,  befindet.  Die  Devise^  so  •ich  zu 
Ende  derselben  befindet,  ist  auch  schôn;  sie  lautet  aiso: 

Haec  ego  de  ventîs:  dum  venloram  ocyor  alis 
Palantes  pellit  populos  Fridericos,  et  orbi, 
Insignis  lauro,  ramum  praetendit  olivae.  *) 


*)  C'en  la  pièce  de  concours  de  d'Alembert.  Gomp.  dans  le  2  Tohime, 
lei  lettres  de  Daniel  Bernoulli  sur  ce  concours. 

Euler. 
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LETTRE   XCIV. 


GOLDBACH   k   EULBR. 

Son  H  A  11  E.    Sake  d«i  reçhcrclMt  tor  les  lëneft.    Reroarqaet  oitériearet  sur  le  pro- 
blème de  la  roorbe  eatoptrî^e. 


St.  Petertboif  à.  S.  Ma  il^. 

lien  termhium  generalem  teriei 

1  -f  1.3 +  1.3.5 +  1.3.5.17-1- etc. 
hatte    ich>   aie  mein  letztes  Schreiben  abging,    nur  in  pote- 
State,   und  dachte  nicht,  dass  telbiger  so  leicht  sejn  sollte, 
indem  ich  dessen  tonst  gar  keine  Erwahnung  gethan  haben 
wûrde. 

Ich  weiss  nicht,  ob  man  methodum  bat  von  dergleichen 
serîebus  als  dièse  ist 


1.3.5 1  3.5.7       .     1.3.5.7.9    1.3.5.7.9.11       . 

ÎTTS         2.4.6.10     '     3.4.6.8.12  2.4.6.8  10.14     • 

=  2""*  +  2*  — 2, 

cujus  Icx  progressioms  est    ^(    i  o./  V^a     =^  ^*  «'^  summas 
zu  finden. 


—     8T*    — 

Die  in  meinem  vorigen  angefùhrte  Idée  einer  Solution 
gehet  noch  weiter,  wenn  man  vor  q  eine  functionem  quam- 
cunque  ipsius  p  annimmt^  nur  mit  der  Limitation  dass  q^  p 
und  q  <ia  (denn  ich  sehe  zum  wenigsten  nicht^  dass  ex  na- 
tura    problematis    mehrere    limitationes   erfordert    werden), 

und  fenier  x*  +  v»  =  ^^^=^,  dx^ ^ dy^-^Z'^^^^'^P.  so 

wird  die  abscissa  ad  applicatam  in  curva  quaesita  seyn  wie 


X  zu 


;    i 


i>^^- 


\  ^  .  ï    -    e     * ,  ' 


Goldbach. 


P,  S.  d.  21.  Mai  I7M«  Es-  iêl  mîr  gestern  eingefallen, 
dass  sich  das  problema  catoptricum  auch  folgendermaassen  sol- 
viren  lâftset:  Sit  (Fig.  2^)  A  B  axis  eurvae  zz^a^  punclum  radians 
C.  Sint  CM  et  C7V  radii  in  curvam  incidentes;  MR  et  NR 
radii  ad  idem  punctum  axis  R  reflexi  ;  •  capiatur  in  MN 
puUttant  O,  il»  ut  slirt  CM  +  MO=CiV-f-AO  =  a,  et  po- 

natur  recta  CO  =  q.  CAf=^-^,  MO^'^A   f?2V=^, 

ubi   y  jam  datur  per  p  et  q-^   est  enim   ^  z=: 

q^±J!M^\.   Pônatiif-riorro  /?0  — ^,    RSr^Uz,  inve- 

aa^2ap^qq  )  *^ 

nietiir  spatium^    quod   inter   radium   incidentem  et  reflexum 

ip  4x«  intercipitur 

CR  —  C&  —  RS—  V(qq—zz  (1  —  uu])  ^uz::zCQ—RQ 

—  CP+PRzz~V{{a  —  p)^—(a-\'p  —  2z)^H  —  uu))-\^ 
Sed   rum  v  jam  supra  data  sit  in  p   et  q,   per  h»  aeifua- 


%   f^  I  I 


*.    \X 
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tionrs  pro  CR  inventas  dari  etiam  poternnt  //  et  z  in  p  et  if, 
qui  valorem  deinde  snbstituendi  sunt  in  applicata 

et  in  abscissa 


cp—V({;'-^)'-MP*) 


Ob  nnn  zwar  die  wûrkliche  Détermination  der  quanti'^ 
tatum  H  und  z  durch  p  und  q  etwas  weitiâufig  seyn  mdchte^ 
so  ist  doch  bingegen  zu  considerireu>  dass  iu  dieser  Solution 
keinc  differentialia  vorkomnien. 


Corr.  Muth   et  pk^t.  T.  /.  AL 


# 
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EULER   à    GOLDBACH. 
Sommaire    Sororoatîon  d«  U  tént  de  la  lettre  prëcëdente. 


Berlin  d.  28.  Mai   1746. 

Die  von  Ew.  gemeldte  «erie» 

1.3  5  1.35      T     ,    1.3.5.7     9  1.3  5.7.9       11     ,       ^ 

—  • • L_  ■  • •  —  —I—  etc. 

2.4  8  2.4.6     10    '^2.4.6.8     l2        2.4  6.8.10     14    ^^ 

kann  diirch  meine  Méthode  leîcht  gefunden  werden.  Denn 
wenn  ich  nach  der  lege  progressioni»  noch  die  zwey  vor- 
hergehenden  terminos  dazii  seize  ^  so  kommt 

1  1      _3^,     1.3      5^         1.3.5    ^^^ 

Diede  ist  in  der  folgenden  enthalten^  wenn  man  setztxrzil 

1       4  13      6,1358  ^  3  5     7      10    1       * 

4  2       6  '     2.4     8  2  4.6    10  ' 

Man  ditFerentiire  dicse  seriem  und  theile  allenthalben  durch 
dx,  %o  bekommt  man 
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Man  multiplicire  durch  -,  ^  so  wird 

J-lrfx  — |.3ajxrf(c  +  1^.5x*£/x— 1^ 

Wenn  man  nun  integrirt,  so  bekommt  man 

r^s ^  _a    1    ^-3    -        1.3.5    ,    ,     ^ 

Hier   ftiehet   man   leicht^   da^s  dièse  séries  ist  =r 
foiglirh  irt/^*  =  -,j^4— ^  und  if-      '^'    ■    also 

/x'é/jT       ^^^    /•      xdx  r      xdx 

denti  hier  muse  die  quantitas  cunstaiis  2  subtrahirt  werden, 
weil  posito  £d  =z  0>  werden  muss  ^:z:0.  Setzt  man  nun 
x=l,  so  bekommt  man 

J^ L.-ij«l:5.1. 1^3.fl     7     .     1.3.5.7     »   . 

'4  2*6      '2.4*8  2.4.6*  10    '     2.4.6.8*12 

=  2*  + 2""*  — 2. 

LeMens  bin  ich  auf  nachfolgende  spriem  gekommen, 
deren  Summ,  ob  sie  gleich  so  leicht  ausgedràekt  wird,  den- 
noch  durch  dièse  Méthode  nicht  wohl  gefunden  werden 
kann,  denn  ich  komme  auf  eine  Differentio^differential- 
Aequation^  welche  sich  generaliter  nicht  integriren  làssi: 
Die  séries  ist  dièse: 

il     ,    /»(n+3)        n(/»+4)(n+5)        /t(n+5)(n+6)(n+7)    . 
'     4     »         4.8         »  4.8.12  '  4.8.12.16  T*^*^* 

wenn  alto  n  =  l,  so  ist 
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.     .      f  1.4    ,    l.S-6    •         1.6.7  «      .       1.1. «.9. 10      ■     ^  ^ 

Diète  wird  leicht  in  dièse  Form  Terwanddt: 

« + T + o + ;^^-:4s+*- = <•  -(«  -  ')*)=*' 

in  welrliem  Fall  die  Richtigkeit  leieht  zu  erseben. 

Ich  glaube  kaum^  da»  die  ratio  diametri  ad  peripheriam 
i:n  leichter  per  approximalionem  gefonden  werden  kônne, 
als  durch  Hùlfe  bejder  folgenden  serîenuD: 

£        _J L  _L.  ^     A.     ^  <       ^1 

/^  —    5   ~  3  5»  "î    5.5'  ~  7.5^  +  îTV  11.^"  -heiC. 

_1 I      I      1 1 ,    _t 1        I 

^  —  239        5.Î3»*    »    5.  -:3»*         7.159^    »    9. 239*         11.139*»    •" 

Denn  wenn  hieraus  die  Werthe  von  p  und  q  gefunden  wer- 
den, so  ist  ;rrzl6p  —  Kq. 

Nacb  dem  letzt  ergangenen  Urtbeil  der  Akademie  zu 
Parfs  ûber  dén  Mdgneten  ist  meiner  pièce  der  dritte  Tbeil 
det  dFcyfârhen  >  Preites  zoerkannt  worden,  wie  Ew«  schon 
atu  untem  ZeiCungen  werdbn  erseben  baben.  Hr.  B^moulU 
bat  aucb  eîn  Drîttel  bekommen.  Hîngegen  bàben  wir  den 
Preis  der  hiesigen  Akademie  von  50  D»icaten,  ùber  die  Winde, 
der  pièce:  Haec  ego  de  ventis  etc.  zuerkannt,  davon  der 
aucior  Hr.  D'Alembert  aus  Paris  iât 

Euler. 


1 1 
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LETTRE    XCVI. 


ËULEE    à    GOLDBACH. 


■  i 


5oHM4iBB.    ^oblème  ciitoptriqiie.  Suite. 


• .   ■  > 


1 1 


.•;■  :.-, 

•  ;■     .:-! 
•    ..  .  J 


Berlin  â.    14.  limî  '17M.  '. 


w.  letzt  ùberscbriebene  Solution  des  problematis  catoptrici 
bat  mich  anfânglicb  nicbt  weuig  frappirt,  da  diesélbe,  kçine 
diflerentialia  in  sich  enthâlt  und  icb  docb.  ver&icbert.  bin, 
dass  die  Betracblun»;  der  Réflexion  notbwendii;  diîferentiidia' 
erfordere.  Als  icb  aber  die  Sach  gehauer  erwogen>  babe  icb 
bald  gesehen,  dass  die  droy  gefundenen  Formiiln  fur  dfe 
Liuie  CR  unmôglicb  zwey  quantitates  incognitas  determi- 
niren  kônnen^  sondern  nacbdem  man  eine  bestimmet^  einé 
aequatio  identica  berauskoninien  musse. 

Dennin  einem  jeglicben  triangulo  C3fiV(Fig.  2\)  kanneine 
Seite  MiS  allzeit  in  0  dergestalt  gescbnitteu  werden,  dass 
Clà  -f-  MO  :=iCN  t\-  TiO  ,    wodurch    also    keirre   T>esonderc 


-     S80    — 
JBetchaffenheit  bestimmet  wird.  Wenn  man  nun  setztCJIf-{-JlfO 

=  CA^^-^o  =  o,  cM—tzz,  Afo=ît-'  civ=^ 

A  A  A 

nnd  iVOzz;  -^>  so  kann  daraus  die  Linie  CO'=:q  bestimmt 
werden,    denn   es  wird  ^^  zz:  —  ^— -^ -^— —  oder  qq -\- aa 

^^-^ — lîXl^    Setzt  man   nun  ferner  RO-zzz  und  den  co- 

•inum  de9  Winkels  BROzizu,  so  kann  per  p,  v,  z  und  a 
der  Weftk  von  u  gefunden  werden.  Das  intervallum  z  aber 
bleibet.  willkuhrlich  ^  weil  norh  kein  IJmstand  in  Betraclitung 
gezogen  worden,  wodurch  z  bestimmt  werden  kônnte.  Sol* 
len  aber  die  Linien  CM  und  MO,  item  CN  und  NO  lege 
reflexionis  aequaliter  ad  curvam  inclinirt  seyn ,  so  mùtste  in 
•itu  proximo  das  punctum  O  unverândert  bleiben,  und  folg- 
lich  sowohl  diff.  CS  =  0  als  diff.  SO  =  0,  wodurch  das 
problema  plus  quam  determinatum  wûrde,  oder  vielmebr 
nur  eine  einzige  lineam  satisfacientem  ^  nehmlich  die  ellipsîn 
geben  wûrde.  Die  Ursach  davon  ist  dièse:  dass  man  ohne 
Nothwendigkeit  angenommen  CM  -f  MOtziCN -\- N0\  da 
dièse  beiden  valores  auch  ungleich  seyn  kônnen^  wenn  nur 
ihre  Summ  CM-\-  MN+NO  constans  bleibt,  Endlich  ist 
aurh  hier  nicht  der  Hauptumstand  in  Betrachtung  gezogen 
worden^  dass  die  beydcn  puncta  M  und  N  in  eadem  linea 
curva  continua  seyn  mûssen.  Uebrigens  glaube  ich  kaum, 
dass  von  diesem  problemate  eine  kûrzere  und  leichtere  So- 
lution gefunden  werden  kônne^  als  dièse:  Sit  CMNC  radius 
post  gominam  reflexionom  ad  C  re  versus  »  sumtaque  pro  lu- 
bitu  recta  CB  pro  axe,  ;ul  quem  curvae  quaesitae  aequatio 
referatur.  Vocetur  CR'=Lr,  angulus  CRMz=Z(p,  ejus  sinus 
ZZ.S  et  cosinus  zzlu,  posito  radio  ::^  1  >  ita  ut  sit:  s  s  -|-  uu 

~1   et  rfy^:— n.—      •    Hic  angulum  çp  consideravi  qua* 
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tenus  ad  punctum  M  spectat,  pro  puncto  N  àutem  is  abibit 
in  CRO^  et  quia  in  partem  contrariam  cadit^  erit  is  =: 
—  180®-|-5P,  ejusque  ergo  sinus  zz  —  s  et  cosinus  = — u. 
Quia  jam  punctum  R  ad  utrumque  punctum  M  et  N  ae^ 
qualiter  pertinere  débets  quantitatem  CR-rzzr  ita  per  ^  et  a 
exprimi  oportet^  ut  eundem  valorem  retineat^  etiamsi  prô 
s  et  u  ponantur  —  s  et  —  u.  Unde  hujusmodi  erit  relatio 
inter  r  et  s,  u:  r  zzz 

vel  in  fractionibus 

N 

vel  etiam 

Quaecunque  ergo  hujus  generis  aequatio  pro  r  definiendot 
assumitur^  punctum  R  aeque  respiciet  utrumque  punctui^ 
M  et  TV,  ac  propterea  puncta  M  et  A'  in  una  eademque  ii- 
nea  curva  continua  erunt  sita.  Superest  ergo  ut  ex  hujus- 
modi acquatione^  inter  r,  s  et  u  assumta^  ipsa  curva  défis 
nictur,  et  aequatio  inter  coordinatas  CPzzix  et  PM^ny* 
eliciatur.  In  hune  finem  consideretur  reflexio  proxima  CmnC, 
sitque  0  intersectio  rectarum  MN  et  mn:  atque  ex  natura 
reflexionis  manifestum  est  fore  particulam  curvae.Mm  ele-t 
mentum  ellipseos  focis  C  et  0,  atque  Nn  elenientum  ellip- 
seos  iisdem  focis  C  et  0  descriptae.  Hinc  ergo  habebimus 
CM-{-MO  —  Cm  +  mO,  et  CN ^  NO  —  Cn  +  nO.  Séd 
sufRcit  alteram  tantum  conditîonem  '  itf-|- MO  zzCm-f-ntô 
spectasse,  quia  per  determinationem  ipsius  r  aiterius  ratio 
jam  simul  involvitur.  Cum  igîtur  sit  CR:izr,  erit. RrTuttj 
et  ex   r  in   OM  demisso    perpendiculo   rs  fiet  rszzisdtf  ti 
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R5i::zudr,  Appellei;tur  CM-^-  MR-zzii,  erit  Cm-^mr^zz 
q-\'dq,  ideoquc  obCAf -f  AfO  =  Cm -f-  mO,  fict^-f-Oflz^ 
:zz^-f  rf^  +  Or,  seu  OR — Or:iz  Rs:=:difz:Ludr^  ita  ut  hinc 
prodeat  qz^a  -\-  fudr  zzl  CM  -f-  M/?.  Sit  jam  MRziz  z,  erit 
PM  zz.  ynzsz,  PRzzLuz  et' CPzzxzzr  —  «z,  undc  fit 
CMzi:y(rr~2ur%-\-zz)  ob  ss-^-uuzut  At  est  Citfzz 
q^-Zp    crgo  Vfrr  —  2«rz -f-xz)  zn^* — z,  smntitque  qua- 

dratis:    rr  —  2urzzzzqq  —  2^a,   qiia  fit  z  m  J^^S'^  •    A«- 

sumto  ergo  valore  quocunque  idoneo  pro  r,   in  j  et  li  ex- 

presso^  Iiinc  quaeratur  qzzza  -^fiidr,  porroque  ^"^^l^^V-  * 

quibus  înventi»  erit  xmr  —  uz  etyzzzsz,  sicque  habebitur 
curva  probleniati  satisfaciens^  quae  quidem  erit  transcendions^ 
si  formula  yV<e/r  algebraice  exprinii  nequeat.  Ad  curvas  ergo 
algebraicas  inveniendas  ejusmodî  functionem  pro  r  eligi 
Oportet  ut  formula  yV^cfr  fiât  intcgrabilis^  quod  quidem  hoc 
modo  generaliter  praestari  potest:  Cum  sit yi/rfriniir — J^rdu, 

ponaturyrrfwzni',  tietque  rz=:  — •  Quo  igitur  r  fiât  functio 

parium  dimensionum  ipsarum  $  et  £^^  ut  supra  requirebatur, 
necesse  est  ut  (^  sit  functio  iqj^parium  dimensio.ium  ipsarum 
s  et  H  seu  talis^  quae  abeat  in  — v,  si  pro  ^  et  i^  ponantur 
—  ^  et  — u.  Hujusmodi  ergo  funrtionc  pro  v  assumta,  erit 

r  —  -  ,  ubi  oh  dsziz f  differentialia  destruentur,  ita  ut 

du  s 

r  fiât  qnantitas  finita  algcbraica.  Inventa  autem  r  evit  fiidriz^ 

ur  —  V  et   qzzLa-\-iir  —  v  atque  zzz:^  ^^r — f    ex    quibus 

denique  elicientnr  coordinalae  CP-zzxzur  —  uz  et  P  M:zi 
y^isz,  ambae  per  s  et  //  cxpressae,  iindc  rurva  ronstrui 
et  aeqnatio  inter  x  et  y  eliminandis  s  et  u  ope  ss-\-uuzz.  It 
erui  poterit» 
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Ex.  gr^  Cum  i^  debeat  essefunetîo  imparium  diniensip- 
num  ipsarum  s  et  u,   assumatur  i^  -^ibs^-cu,   erit 

dvzz.bdsA-cdwzz"  ^^'^  ^A-cdu 

s  ' 

.  —  bu    .  rr  bjiu         ,  '       b 

atque  rzn \- c.   lum  qzz:a r —  bs-^La :  porro 

ob  qq-:zzaa: 1 et  rr  -zi  —' \-cc,  ent 

s  s  s  '  s  s  s 

^«^     •     IL     .     '^bcu 

aa  —  —  -j-  ùo  -j ec 


2a  —  2bs  —  2cu 
seu 

(aa  +  bb —  ce)  s  —  2ab-]-2bcu 

Z  ZZL ; ; , 

2^  (q-^  os  —  ou) 
Uiide  fiunt  coordinatae 

2ac  —  2bcs — (aa  —  bb -t  ce)  u 


CP  —  x  — 


PM—y  — 


2  (ri  —  bs — c'u) 
2ab-\-2bcu  -\-  (a^.-|-  bb  —  ce)  s 


2  {a  —  bs  —  eu)  ' 

iinde  eliminandis  s  et  u,  aequatio  résultat  inter  x  et  y  diia- 

riiin    tantum    dimensionum^    qua    natiira  ellipsls    ad  rectaiu 

quamcunque   per  focum  C  tanqiiam  axeni  relata  exprinîitiif. 

Si  «il  6=1  0,   recta  CR  per  alterum  quoqiie  focum  transibît. 

Letztens  habe  gefundeii,  dass  dièse  etpressio  (K — l/'** 

einen  valorem  realem  habe,  welcher  in  fractionibus  décima- 

libus  =:  0,2078795763,    welche»   niir   merkwurdig  zu  «eyn 

Bcheinet. 

Eu  1er. 
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hoc  est,  ob  1^^^-f  îi^4-Jj+etc.  :r  ^,  eril 

Sit  c  zz:  dzizezz:  etc.  :zzO,  erit  ipsa  séries 

^  —  <  "^  <(^+«)  "•"  ^(<+«)(<+*) 

seu 

Eben  dièse  Eigensehaft  haben  c,  d,  e  et  alii  /i^^ii^  naturae, 
wenn  sie  so  weit  als  man  wili  reaies,  aile  ùbrige  aber  =:  0 
gesetzt  werden. 

Goldbach. 
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die   summam -:r'-r  +  =— •-^r  —  etc.   naeh  Ew.  Méthode 

finde,  und  von  der  série 

habe  ich  folgendes  angemerket:  Wenn  man  setzet 

2"  =  1  +  ^fi  +  ynn  +  5n* -|- etc., 

so  ist  kein  Zweifel,    dass   die  qnantitates  (3 ,  y^  8,  etc.  ibre 
determinatos    valores    liaben ,    wie     denn    ex.    gr.    /i  =.  ist 

1 a~l"^ T"!"^^^''    ïnachet  man  aber  séries,  in  deren 

terminis    immer    mehr    potestates    ipsius  n    vorkommen,    so 
werden  zwar  die  séries,  aus  welchen  die  quantitates  /?,  /,  8,  etc. 

bestehen ,   ( wie  solches  in  der  série  1  +  v^  4-  ^  ^"Y     +  etc. 

Tz:  2"  geschiehet)  gleichsam  mit  einander  verwickelt,  a£er 
dièse  quantitates  an  sich  selbst  bleiben  nichts  desto  we- 
niger  invariabiles.  So  oft  aiso  dergleichen  séries,  wo  die 
quantitas  indeterminata  n  in  jedem  termino  ad  diversas  po- 
testates evecta  ist,  vorkommen,  so  meine  ich  der  sicherste 
Weg  die  summam  zu  iinden  wâre,  dass  man  zuvorderst  die  , 
coéfficientes  /?,  y,  8,  etc.  suche. 

Bey  Gelegenheit  des  von  Ew.  gefundenen  valons  vor 
(K — 1)^""'  ist  mir  etwas  eingefallen,  an  dessen  Môglichkeit 
ich  noch  den  Tag  zuvor  sehr  wùrde  gezweifeit  haben,  nem- 
lich  dass  auch  dièse  séries  A.  .  .«a  —  /9o*  -f  y  a' —  5a**-|-  etc. 
und  generatim  aile,  wo  die  expoiientes  numeri  a  ad  for- 
mulam  generalem  reduciret  werden  kôniien,  summabiles  sind, 
nachdem  die  coéfficientes  a,  /!?,  y,  etc.  detcrminiret  werden^ 
denn   wenn   gesetzt  wird 


—  8«e  •- 

'* — •■      î     '^         a. 4^^         î.4.6    "^        î.4.«.8    "^ 

«     t'3    ,    «j.    1.3.5    I    y.     1.3  5-1    I    in    i'i-b^'i.9     .       . 

y  =  »  •274+3*5X6  ■^^•rreTs+'^-îXëXTÔ-'-^- 

^         .    1.3.5    ,    .    l.S.S.*?    ,    -^   1.3.5.1.^     .    o^   1.S.579  11      ,       . 
^  =  *-IXë+*--JX6:8  +  '^'a.'>.6.8.J0  +  ^Q-a.4.6.8.1O.iaH-«*^- 

etc. 

so  i»f  die  «erie»  ^zzûi,  imd  nach  ebén  dcnseften  valoribu» 
pro  a,  /:?,  7,  ^,  etc-  wird 

B...aû^— /?o^''*-f  ya*"'-}- Ôa*"*  + etc.  =  l/a^'"  =  a*  • 

Meine  contiiiuirliche  distractions  sind  zum  Theil  daran 
Schuld^  dass  sich  in  meine  Briefe  manche  Fehier  einschlei- 
chen,  dîe  ich  wohi  verhùten  kônntc:  und  so  ist  f*s  auch  mit 
meinem  Jetzten  P.  S.  ergangen,  indem  îi!i  bey  genauerer 
BétrachtUQg  desselben  noch  vor  Ankunft  Eiv.  Schreibens 
bemerket^  dass  beyde  quantitates  u  und  z  auf  solehe  Art 
nicht  eliniinirt  werdea  kdnnen,  sondern  eijie  duvon  librig 
bli'ibet^  wie  denn  die  drey  valores  von  u\  so  dulrch  selbige 
drey  aequationes  gefunden  werden»    niclits  anders  siiid^    als 

(posito  m=ii2a  +  p  —  v)y   .,  \    , ; :n uu. 

Die  Solution,  welchc  E\v.  \\\  Doro  letzteni  Sclireiben  "an- 
ftihren,  bat  wcgen  ihrcr  Kùrze  und  Deutliclikcit  fur  don 
vorigcn,  in  meinen  Augcn  cinen  grossen  Vorzug^  nur  diè- 
ses scheinct  mir  noch  bedenklich:  dass,  weil  das  diHTerentiale 
von  ROm  —  dq  und  foiglich  CiV/ -f  iliO  :=z  constanti,  wenn 
dièses  constans  a  gcsetzt  wird,  nicht  nur  /1/m  ein  eienicntuin 
ellipseos^  sondcrn  die  ganze  curva  quaesita  eine  cilipsi» 
seyn  wird,  der(»n  axis  durch  die  focos  C  und  0  gehet  und 
zziii  ist,  nur  mit  dem  Untcrscliiede ,  dass  die  abscissae  C? 
und    die    applicatae   MP  (wie  tic   von  Ew.   durch  r  und  u 


..-«.  «f- 
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bestimmet  sînd)  nicht  ad  ipsum  axem  curvae,  sondern  ad 
rectam  positione  datam  et  per  focum  C  productam  genbin- 
men  werden  miissen,  es  mag  im  ùbrigen  r  eine.functioneiri 
quamcunque  ipsius  u  andeuten. 

Wenn  man  von  nachfolgender  série 

*    I  T  +  sTs  +  sXî'»  s.ô.i.s)"'"^*^-'' 
deren    lex   progressionis   diesc   ist^    dass   dato   termino   quo- 
cunqiii^   A    et   exponente   ejus  x,    der  tcrminu»  sequens  «ejr  ' 

B  :zz  ^  "\  9  di^  formuUm  generalem  gebenkônnte,  dùrfte 
man  nur  in  dem  termino  generali  setzen  x  zz:  -«-*  »o  wûrde 

die  area  circuli,  cujus  diameter  =1>  herauskommen. 

Goldbach. 
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LETTRE  XCVIII 


ËULER    k   GOLDBACH 

SoMMAiRa.      M^met  sujets. 


Berlin  a.  16.  JnK   174«. 

Fur  Dero  hochgeneigte  Gratulatîon  zii  dem  erhaltenen 

Thcil  des  Panser  Preises  statte  allen  gehorsamstcn  .Dank  ab. 
Dièses  war  das  vierte  Mal,  dass  ich  etwas  von  diesem  Preis 
bekommen.  Auf  d<as  kûnftige  Jahr,  da  die  Frage  von  Fin- 
dung  der  Zeit  durch  himmlische  Beobachtungen  zur  Sce  vor- 
gelegt  ist,  liabe  ich  auch  sclion  eine  pièce  hingeschickt.  Die 
Frage  aber  fur  17^8  ist  meines  Erachtens  so  schwer,  dass 
ich  noch  nicht  weiss^  ob  ich  im  Stande  seyn  werde  etwas 
dariiber  zu  verfertigen;  indesscn  wollte  ich  mir  von  Ew< 
dazii  eine  schône  Devise  gehorsanist  ausgebeten  haben. 
Dass  die  Summ  dieser  seriei 

*  +T  +  ""4:8-  i 03 rctc. 
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gleich  ist  2",  hatte  ich  auf  eine  sehr  weitlâuHge  Art  ^eraus^ 
gebraclit^  und  kam  mir  um  so  viel  merkwùrdîger  vor,  weil 
u'ii  solchcs  durch  keine  mir  bekannte  Méthode  fiiglich  be- 
weiften  konnte.  Auf  eine  âhnliche  Weise  habe  ich  seit  der 
Zeit  gefunden,  dass  dièse  séries: 

•     4        "^      4.8  •  4.8.12  '  4.8.12.16 

welche  séries^  wenn  acrz:!,  in  die  vorige  verwandelt  wird. 
Setzt  man  xxzn-^f  so  wird 

I     n         /i(n+3)      ' /»(^+4)(n+5)    .    n(/»+5)(>i+6)(/i+7)    , 

'     8     •"     8.16        '  8.16.24        ''  8.16.24.32  T"  ««-• 

=  (4  — 2/2)^ 

WpHte  man  aber^  uip  die  Summ  dieser  seriei  zu  finden^  aile 
coëfficientes  evolviren  und  die  seriem  nach  den  Potestâten 
des  n  rangiren^  so  wùrdc  man  auf  so  sehr  yerwirrte  séries, 
kommen^  dass  schwerlich  daraus^etwas  zu  finden  seyn  wùrde. 
Denn  wenn  man  z.  Ex.  setzt 

^4 1     .     n      I    n(n+3)    .     n(/i+4)(/i+5)    .     ^^^^  _ 

I -|- /3n  +  yn*  +  3n* -f- «n*  +  etc. 
so  wird 

^ 1.3.        4.5        .        5.6.7  6.7.8.9  . 

^ 4      '     4^.8     >     4.8.12     »     4.8.12.16     '     4.8.12.16.20     »     ^  ^' 

welche  séries  négative  sumta  ( —  /3)  den  terminum  exponentis 
—  in  dieser  série  ausdrûckt 

j^       1         2  8  4  6 

P;^;    T'T'"4"'     T"'""4'T'     2"»"4'6'»'8' 

6 


±_LlJ_i.^_±^-l.  etc 


—   »•  — 

fdrlglrch  îrI  der  terminas  indicis  -r-i=:  —  i^ -f"  *>  *^  fermîmit 
indicis  -ç-"—  —  /^"h   1^--T^     ^*^^    ^^'    terminus    indiois 

der  terminus  indicis  oo  aber  i**  —  -[-  —  -(-  -g'  +  'g'-h  ^^• 

Da    nun   lege   seriei   die   t^rmini   infinitesimi  einander  gleinh 
teyn  mûssen,  so  wird 

/S— 4-^ -Ht- 4  +  7-6 +T-^^- 

wie  Ew.   angemerket.    Dièses  gibt  sich  aber  aus  der  Sunmi 
der  seriei  A^    welche  ist  ^i  2";    denn,  wenn  /2,  oder 

getetzt  wird  =:  /?^  so  ist 

fbigifch  ist  in  der  angenommenen  Form 

welches    aus    der    série  A  seibst   sckwerlich  wûrde   heraus- 
gebracht  werden  kônnen. 

Gleiche  Schwierigkeit  wùrde  man  finden^  wenn  man  auf 
dièse  Art  die  Summ  dieser  seriei  suchen  wollte 

"•     1.2*^      1.2.3.4    "*"  1.2. ..« 

Wenn  «  =  3,1  M  59  etc.  iind 

SO  ist  die  Summ  dieser  seriei 

B=-e^       +  ^  e    '^     • 
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Hingegdn  i»t  dieM  «éi>i«« 

*^^i.i  "^  i.a.a.4    «^        1.2. ..6 

^  1.2.. .8  -f-eic—  ^e         ^2^  ^ 

oder  es  ist 


n^TT*  n^fr*  n^  n^ 


^  '      3.6    ^^3.6.9.12^3.6.9.12.15.18^^ 

folglîrh   hat  man 

«;*  1      .        I         .        1.2        .        i/ï.%       .         i.2.3.4         . 

18  —  1.2  "T    2.3.4     •"  3.4.5.6    '    4.5.6.7  8  *•    5.6.7.8.9.10     » 

iind  ^ 

jr«  1.     i     JL    J-4-  lli*  i     .    2.4.6     2^     .2.4.6.8     J^    i     ^ 

8    —    2      »      3  *  4      »     3.5  *   6  "^  3.5.7  *  8    "^  3.5.7.9  '  10    ' 

Ë^.   Ërfinduilg   von  der  Summ  soleher  gerierum 

ma  —  /Sa^-f-y^*  —  ôû^'-f  ^*c- 
wenn  ot^  fi,  y,  8,  etc<  gewisse  Wertbe  habeti^  ist  utigemein 
tinnreich.    Icb   habe  zwar  bald   gesehen^   daès  «olche  seriez 

heraiiskommcn^    wenn  man  den  terminum  exponentis  -^  in 

dîesfir  •crie  a  S  lï*y  û%*a**  etc.,  welcher  irt  y  a,  auf  gewôhn- 
liche  Art  sachet;  alleili  es  ist  zu  bedailem,  dass  aile  dièse 
roêfficientês     à,  fi,   y,   8,   etc.    unendlich    werden,    indenri 

«  =  (1-1)-*,    /3  =  l{i-irK     y=i^(l  _!)-*, 

5rz:  «'"Â^ëC*  -^  1)^*  etc.  werden. 

Der  Zweifel ,  welchen  Ew.  gegen  mcine  Solution  des  be- 
kannten  problematis  catoptrici  zu  machen  belieben ,  als  wenn 
dieselbe  nur  allein  die  cilipsin  gâbe^  wird  dadurch  leicht  geho- 
ben»  wenn  man  betrachtet^  dass  (Fig.  25)  das  punctum  0  nicht 
constans^  sondem  variabile  angenommen  wird^  indem  es  ein 
punctum    in    caustica  EOo  ist.    Denn^    ungeacht  ex  natura 

Corr.  maih.  et  pky$   T.  I.  25 
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reflexionU  Ut  CM -{-  MOz:zCm -^  mO,  m  ist  doch  nicht 
diflF.  (CiW4-MO)  =  o,  sondern  ^Oo,  und  also  CM^MO 
:=  Gonst.  -(-  arcu  cansticae  EO,  welche  Eigenscbaft  allen 
cau^ticU  gemein  ist.  Uebrigens  geben  meînë  Formula  solche 
curvas^  welebe  offenbar  keine  ellipses  sind.  Es  ereignet  sich 
hier  nebmlieh  eben  der  Fall ,  als  bey  Untersuchung  des  radli 
osculi  MO  einer  kriimmen  Linie  AM{F\^.  26).  Denn  ungeacht 
MO:mmO,  so  folgt  doch  nicht,  dass  diflF.  MOi:zO,  noch 
dass  MO  =:  Gonst,  sondera  weil  das  punctum  0  variabile, 
nehmlich  in  evoluti  ist,  so  ist  dîflf.  MOzzzmo — -MO-zz-Oo 
nnd  also  MO  zn  Gonst.  -f-  arcu  evolutae  EO. 

Wenn  von  der»erie  1  4-  i- 4.  ^  -^  J|L  4.  _^  +  etc. 
der  terminus  ordine  —  gesucht  wird,  so   wird  derselbe  zz 

1 -+  -z -=--f-r  —  T7  +  etc.,  aus  welcher  Betrachtuns^ 

Ew.  ohne  Zweifel  jene  seriem  gefunden.  Es  ist  aber  mcrk- 
\¥urdig,  dass  die  lex  progressîonis  sich  so  bequem  ans- 
drùcken  lasst. 

Stirling  bat  angemerkt,   dass  die  Summ  von  dieser  série 

sey  zn  ' , 

ich  habe  aber  gefunden,  dass  dièse  séries  noch  weit  gene- 
raler   gemacht  werden  kann 

-1  4-         '*  I  I* (ti  -h a)  tt(M4-a)rM  4-^)  , 

1 


t   —  H 

wenn  rinr  ri,   b,  e,  d ,  etc.   dergestalt  fortgehen,  dass 
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eine  siimmam  infinilam  ausmachen.  Da  nun  solchel  geschieht, 
wenn  a,  b,  c,  d,  etc.  numeri  primi  sind^  so  kann  man  sa- 
geii|  dass  z.  Ex. 

1  <       ■       1.3      .      1.3.4      I       .3.4  6        ,  . 

2  ">"  2.4    '    2.4.5    '    2.4.5.7     '    2.4.5.7.9     '  ^ 

oder  dass 

Jl_    j 3      I      3.4      .      3.4.6      I       3.4.6.8       .  . 

4     »    475    '4.5.7  "T  4.5.7.9  ">    4.5.7.9.13    •    ®  ^*  ' 

wo  die  factores  der  Zâhler  sind  numeri  primi  -\-  1 ,  die 
factores  der  Nenner  aber  numeri  primi  -{-  2. 

Euler. 


-     38%     — 


LETTRE    XCIX< 


GOLDBACH    à    EULER. 

4 

SOMMAimx*    Mêmes  tujett. 


St.  Peterslrarg  d.  27.  Aogott   1746. 

So  oft  in  den  summis  serierum  selbst  quantitates  per  séries 
infinitas  exprimendae  vorkommen,  môgen  die  coëfficiente» 
ipsius  11  wokl  ans  sehr  schweren  seriebus  bestehen;  dass 
aber  die  séries 

batte    icb    auf   eine    von  Ew.   Méthode  sehr  unterscbiedene 

1  3 

Art,   und  sogar  ohne  die  terminos 1-  t-t  -|-  etc.  zu  evol- 

viren,   ans  diesem  einigen  raisonnement  gefunden:  Weil 

2"  -  (i  +  1)"  —  1  -\-  n-\-^^^^  4-  "("-0^"-^)  _{-  etc. 
und  in   dieser  «erie  der  coëfficiens  ipsius  n  ist 


—  aw  — 

« 

so  muss  er  aoch  in  alleu  aeriehus  welche  rz  2*  sind^  eben 
denselben  yalorem  haben.  Nun  zweifelte  ich  im  geringsteo 
nicht^  dass  die  von  Ew.  angefûhrte  séries  nicht  recht  sollte 
summiret  seyn^  und  konnte  dabero  den  valorem  fi  mit 
grosser  Gewissheit  angeben. 

Dass  die  in  meinem  vorigen  angenommenen  quantitates 
(*•  fi>  Y>  ^^*  unendliche  valores  andeuten^  habe  ich  wohl 
gewusstji  und  zweifte  lehr  ob  es  mOglich  ist^  an  deren  Stelle 

valetres  finitoê  zu  substituiren;  warumi  aber  mzz,{\ — 1)""'^ 
^  zz  y  (1  —  1)     *  etc.  sehe  ich  noch  nicht  eîn. 

Das^  das  punctum  0  (Fig.  27)  nicht  anders  als  in  der  ellipsi 
fixum  seyn  konnte^  batte  ich  zwar  gesehen^  aber  ohne  genug* 
same  Betrachtung  vermeinet^  dass  weil  OR  m  situ  proximo  in 
Or  verwandelt  wùrde>  auck  RS-z^d^  das  differentiale  von  OR 
wàre^  folglich  CM  -j-  MO  eine  constans  und  die  ganze  curva 
eine  ellipsis  seyn  mùsste;  nach  dem  von  Ew.  gegebenen 
éclaircissement  aber  ist  es  deutlich,  dass  Oo  das  diff.  vou 
CM-^-MO  sey,  und  dahero  RO  m  situ  proximo  ro  werde, 
so  dass,  wenn  RO  zziw,  rozziw  -^  dq  --{-Oo  seyn  muss. 
Es  ergibt  sich  auch  aus  dieser  Figur,  dass  wenn  CR  ein 
maximum  ist,  die  puncta  0  und  R  in  axe  zusammenkommen, 
und  so  bft  dièses  geschiehet  CMizCN  seyn  musse. 

Die  summa  seriei 

làsst  »ich  folgendergestalt  finden :  Sii  binc^Ld'ZZ etc.  =  0 
erit  ipsa  séries  A 

—  1-L_!Î ■    n{u^a)  /^l  ^.  JL  -L.  !i"  4.  !^  +  etc.") 


hoc  est,  ob  1-f  ^-f  îi^  +  ïj+etc.  :r  — -,  erit 

Sit  czud'Tzezz, etc. zn 0,  erit  ipsa  séries 

A J^  t       "      j îf^-H)_ 

seu 

Eben  dièse  Eigenschaft  haben  c,  d,  e  et  alii  /kjos  naiurae, 
wenn  sie  so  weit  als  man  will  reaies,  aile  ubrige  aber  :=  0 
gesetzt  werden. 

Goldbach. 
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LETTRE  C. 


EuLERàGoLDBAGH. 

Somma  lift.   Mtfmom  »ar  le*  peiturbadon»  de  Saturne  et  de   Jupiter.    Théorie  de 
k  lione*  Réponse  à  la  lettre  précédente. 


Berlin  d.  20  Septeraber  1746. 

Fur  dîe  mir  gûtigst  ûberschickten  Devisen  zu  mei- 

ner  kûnftigen  pièce  ùber  die  Verwirrungen  der  Bewegungen 
des  t  und  C^  statte  allen  gehorsamsten  Dank  ab.  Solche 
schicken  sich  ToUkommen  auf  die  Art  meiner  Âbhandiung. 
Ich  habe  davon  die  mitllere  erwâhlet^  als  welche  mir  mit 
meinem  Vortrag  auf  das  Genaueste  ùbcreinziikommen  schicn» 
Ich  habe  dabey  jctzt  aile  Schwîerigkeitcn  fast  gânzlich  ùber- 
wunden^  welche  von  einer  ganz  andern  Art  sind,  als  die, 
so  ich  bey  dem  Mond  angetroffen;  denn  der  Saturnus  be- 
hâlt  beinahe  eben  die  Bewegung^  aïs  wenn  er  von  der  Sonne 
allein  angezogen  wûrde^  und  wird  nur  von  dem  Jupiter 
etwas  wenig  Terwirrt,  dahingegen  die  Bewegung  des  Monda 


•ich  grossentheils  nach  der  Kraft  der  Erde  richtet  und  Von 
der  Kraft  der  Sonne  etwas  geâiidert  wird.  Beide  Fâlle  ha- 
ben  dièses  gemein^  dass  die  Verwirrungeu  sehr  klein  sind, 
und  eben  dièses  ist  das  einzige  Mittel  die  Schwierigkeiten 
der  Rechnung  zu  ûberwinden,  indem  die  ganze  Sach  auf 
Approximationen  ankommt.  Es  wâren  aber  casus  môglich, 
wo  man  auf  keine  Art  die  Bewegung  eines  Planeten  wûrde 
bestinunen  kônnen.  Es  ist  klar^  wenn  der  Mond  sehr  viel 
weiter  von  der  Erde  entfernt  wâre^  derselbe  alsdann  kein 
satelles  der  Erde  mçhr  ^p^  soiujic^rn  aïs  ein  planeta  pri- 
marins  seinen  Lauf  um  die  Sonne  verrichten ,  dabey  aber 
von  der  Erde  einige  Verwirrung,  wie  der  Saturnus  vom 
Jupiter^  leiden  wiirde;  welche  Bewegung  noch  kônnte  be- 
itimmt  werden.  Wenn  aber  der  Mond  von  der  Erde  nur 
W  yfffii  eptfçirnçt  wàirejt  4^as  die  be^dcin,  Krâfte  der  Sonne 
und  der  Erde  einander  beinabe  gleieb  wurden,  «nd  der 
Mond  also  weder  ein  planeta  primarius  nocb  ein  satellcs 
der  Erde  seyn  kônnte^  so  wûrde  seine  Bewegung  so  irre- 
gul|^  ^^yHj,  ds^.^  dieiielbe  auf  keinerley  Art  und  Weise  be- 
stimmt  werden  kônnte.  Es  ist  dénxns^ch  ein  grosses  Gluck 
fur  die  Astronomie,  dass  sich  kçiix  solcker  FaJil  in  ufiserm 
systemate  planetario  befindet.  Wenn  dei*  Mpndj  ^nstatt  dass 
er  jetzt  ungefôhr  60  radips  telluris  yon  ups  entfernt  ist^ 
etwa  300  radios  weit  weg  wàre,  ^q  w^rde  sWh  clçr  er- 
wâhnte  Fall  ereignen.  -r—  Uernach  habe  icb  auch  aagexnerkt^ 
dass  wenn  der  Mond  bey  peiner  gegenwiurtigen  Ëntfernung 
nur  entweder  eiue  grossere  Exceixtriritàt  batte  ^  oder  seioe 
orbita  nacb  einem  weit  grosseren  Winkel  auf  die  Ediptic 
inclinirt  wâre^  aucb  aile  bisberige  Kuostgriffe  nicht  hînrei- 
cbend  seyn  wùrden,  seinen  Ort  n^r  ungefàhr  voraus  zu 
bçstiinnien.    Pa  sich  niui  auch  dies^r  Fall  aigbt  in  unserm 


•ystemale  befindet,  so  scheinet  es  aUenliAgt,  data  dit  Eîti- 
richtung  dieaet  syitematia  nach  den  Granzen  unserer  Ër- 
kenntnUs  «gemacht  worden^  und  dass  sich  vielleicht  saJche 
Fàlle  nur  in  aiidern  sygtematibus ,  wo  die  Einwobner  einen 
hôhern  Verstand  und  tiefere  Einsicht  in  die  analysin  be- 
sitzen,  betinden.  Denn  nach  der  lege  mutuae  gravitationis^ 
wornach  sich  aile  Bcwegungen  in  der  Welt  zu  richteii 
sc^heînen,  beruhet  die  Bestimmunç  der  Bewegung  solcher 
Corper  auf  der  Intégration  einiger  Differentio-differential- 
Aequationen,  und  kaannt  also  di&  ganze  £ach  auf  unsere 
Fâhigkeit  in  der  analysi  an. 

Dass  die  eoêfficientea  a,  fi,  y,  à^  etc.  bej  £w.  œu^ch 
ûberschriebenen  Formul  nicbt  nur  aile  infiniti  werden,  son- 
dern  auch  per  potestatea  negatîvas  des  binomii  1  —  1  aus- 
gedrùckt  werden  kônnen^  habe  ich  aiso  gefunden:  Ea  aey 
vorgelegt  dièse  séries: 

a^,  a^,  a^,  a^,  o^,  a',  ctc^  * 

wovon  der  terminus  mdici  as  reapondeos  aeyn  soll  a^,.  m 
wird 

'~-  (ïr=  ©«!«.,  so  •wird 

a^—a^{ï—7l  -I- 93  —  (J  +  ©  —  etc.) 

-1-  Cl*  (î(  —  2S5  +  3(5  —  *î)  -f  se  —  etc.) 
-f  a<^  (93  —  36  +  6Î)  —  lOe  +  155  —  etc.) 
-H  0 ^  (S  —  VÎD +■  *<>€ -f  205  —  35 0  —  etc.) 

-f  etc. 


-*    Ml    — 

groM   sind,    welches  ohne  dièses  acbniniculum  sehr  schwer 
seyn  wùrde^  z.  Ex.  wenn  ich  singulos  terminot  seriei 

aequales  setze  singulis  terminis  hujus: 

1,1         t    ,     1  .     

und  alsdann  aile  quantitates  a,  b,  c,  etc.  durch  u  et  con- 
stantes determinire^  so  muss  folgen,  dass  die  séries 

•^  -h-  T  -h r  cte« 

nur  in  dem  einen  casu  unendiich  gross  werde^  wenn 


Goldbach. 


—     WJ    — 


LETTRE  CIL 


EVLER     à     GOIBBACH. 

Son  M  A  mi*  Théorie  du  monvemeut  de.  la  Lune.  Tablct  da  moaTement  de  Satame. 
Saiie  sur  la  fërîe  prëcëdente. 


Berlin  dL  39.  I^ovember  1746. 

*—  —  -^  Ich  hoffe  nâchstens  aUliier  meine  nene  theomm 
motus  Lunae  unter  dîe  Pretse  ^ben  zu  kônnen,  und  glauba 
dieselbe  so  weit  gebraeht  zu  haben^  dass  inan  durch  Hûlfe 
meiner  daraus  verfertigten  tabularum,  den  locum  Lunae  je^ 
derzeît  so  genau  bestimmen  kann^  dass  der  Fehier  uiemals 
ùber  100  Secunden  austrâgt^  da  nacb  den  Cassinianiscben 
Tabellen  der  Fehier  sich  bisweilen  auf  1 5' ,  nach  den  besten 
englischen  aber  auf  6^  belaufen  kann. 

Ich  werde  jetzt  auch  anfangen  neue  tabulas  motus  Sa- 
turni  zu  verfcrtigenj  nachdem  ich  die  perturbationem  a  Jove 
oriuiidam  bestimmt  Dièses  ist  um  so  yiel  nôthiger,  da 
M.  le  Monnier  in  seinem  Werk  :  Introduction  dans  t  Astronomie 


—   w«  — 

Ich    habe   ihm  darauf  geantwortet,    daM  der  tenninm  mé- 
dius inter  primum  a?  et  aecundum  —a*  «ey 

Hemach   ist    der  terminus  médius  inter  secundum  -;r^^  <'t 

3 

tertium  —  x*z= 

MO 

Femer  ist  der  terminus  médius  inter  teftium  —  x*  et  quar- 
to ■ 

*"™3;5^   =^^  C^+â^H-r^-^^V-^i^+^^^O- 
Euler. 


407     — 
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LETTRE    cm. 
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ln'i-'  •:, 


EvLER  à:  QoL>p^Aca:  : 


«  \ 


■1 


îMI      « 


SoMMAiRi:-      Loi  d*aprèt  laquelle  procèdent  les  «ororoes  des  diviseurs  des  nombres 

•  1  *      •       .'"',.  .  .  ,    •  .         ■..-■•; 

natoreU 


r.     .  1 


I  il' 


Berlin  d.  1.   April    1747, 

—  —  Letztens  habe  ich  cine  sehr  wunderbare  Ordnung  in 
den  Zahlen  /^welche  die  ftufninds  divisorum  der  numerorum 
naturaliutti  darstellen^  enldecket^  welche  mir  um  so  viel 
merkwurdfger  Torkam;  dà  hierin  einë  groftâe  Verknùpfung 
mit  der  Ordnung  der  numerorum  primômm  zu  stecken' 
t(heint.  Daher*  bitte  Ew.  diesen  Einfall  èîniger  Aufmerksan^-' 
keit  za  wiirdigen.  ,  u      t   . 

Wenn    n   einen    numerum  quemcunque  integrum   affir- 
mativum  bedeutet^   m  soliyVi  die  summam  omnium  diviso-, 
rum  hujuft  numeri  n  anzeigen.    Also  wird  seyn 

Carr.  math  tt  phys    T.  L  Og 


â 


—     *08     — 


./•«  = 
/8  = 


+  2  =  3 
-f3r=* 

4-2-|-*=:7 
-I-  5  =  6 
_f.2H-3+6 
-i-7  =  8 

+2+^+8 


=  12 


=  15 


/9  =1+3+9  =  13 

/•10=  1  +2+5+10  r=  18 

/11  =  1+11  =  12 

/12=  1+2+3+^+6+12=28 

/13  =  1  -1-13  =H 

/1*  =  1+2+7+1*  =  2* 

/l5  =  l  +  3  +  5-|-15=2* 

/l6=l  +  2+*+8+16  =  3l 

etc. 


,       r 

Dièse  Bedeutung  4ei  Zoicheni  y*  Vi>rau$ge«etzt^  so  habe  ich 
gefunden  dass 

fn=f{n-V  +./(n-2)-yin-5;-y(tn-7)+yin  -  12) 
-h/(n-15)-yi[n— 22)— /(n-26)+etc 

wo  immer  zwey  Zeichen  -|-  und  —  auf  einander  folgen. 
Die  Ordnung  der  abzuziehenden  Zahlen  1,2,  5,  7^  i2,  15  etc. 
fâllt  aus  ihren  Diflferenzen^  wenn  dieselben  alternatim  be- 
trachtet  werden^  sogleich  in  die  Augen,  aU 

1,    2,    5,    7,    12,    15,    22,    26,    35,     W, 

Diff         1,     3,      2,       5,        3,        1,         4,         9,         5,         11, 

51,    57,     70,    77,    92,     100,     117,     126,     IW  etc. 

Diff.         6,        13,         1,        15,         8,  17,  >,  19     etc. 

Frrner  ist  zu  inerkcn,  da^s  man  in  einem  jeglichen  Fall, 
nicbt  mebr  termi^Qf  nebnien  musse,  ais  bis  man  ad  numé- 
ros negativos  komme,  und  wenn  ein  solcher  terminus  /O 
vorkommt,  so  muss  dafùr  die  vorgegebene  Zabi  n  selbst  ge- 
srhrieben  werden ,  also  dass  in  quovis  casu  y" 0  zz:  n.  Fol- 
gende  Exempel  werden  zur  Prlauterung  der  Wabrbeit  dièses 
ibeorematis  dienen: 


Wenn  <o  wird 

2./i=2;  /  2— A^yB  =  tH-2=3 
3.n=3;  /  3=/24-/i=3-hiiz:i 
*  n=4r;  /  t^/^V'^^t+a^T 

7./i=7;  /7=:yB-h/Ti-/2^/T0=lâ4-€--3-7=8 
8.fi=8;  /8::i:/74y«-/3-/*=8-l-i^-*-l  =  15 
9.n:^9;  /  »=/B-h/7-/\-y^ril54-8--7-3=:iS 

lt.nJ=ti;/tlîtî=/l04-/9-/6V^t=18-f43-12    7=12 
l2.n=12;/12-/ll4/10-^-j^4yT)=l2H-18-8-6+12i:2 

etc. 

Der  Grund  dieser  Ordnung  fàllt  um  so  viel  weniger  in 
die  Augen^  da  man  nicht  sieht^  wa$  die  Zahlen  1^  2^  5^  7, 
12^  15  etc.  fur  eine  Vcrwandtschaft  mit  der  hatura  diviso- 
rum  haben*  Ich  kann  mich  auch  nicht  rùbmen,  dass  ich 
davon  eine  démonstration em  rigorosam  batte.  Wenn  icb  aber 
auch  gar  keine  batte,  so  wûrde  man  an  der  Wabrbeit  docb 
nicht  zweifelii  kônneh,  weil  bis  ùber  300  dièse  Regel  im- 
mer  eingetroffen.  Inzwiscben  babe  icb  docb  dièses  tbeoi^ma 
au  s  folgendetn  Satz  richtig  bergeleitet. 


Wenn  s:±{i —x)(\ —x^){i  —  x*}  (1  —a:*) (1  '— **)  etc. 
in  infinitum^  so  ist  auch  szmi -*^a)  ^x^  ^  x*  -\^m^  •^**-^** 
—  w^^  -^a^**»-4- a;"—  ac**  ^^  x*^  -f-  etc.,  wa  dia  éxpMentes 
des  X  eben  diejentgen  Zablent  nndj  wekbe  oben  irdrgekofn- 
meD(  und  wenn  dieser  Satz  seine  Ricbtigkeit  hat^  wie  icb 
nicht  zweifle,  ungeacht  mir  hier  eine  demonstratîo  rigorosa 
fehlt,  so  ist  auch  das  angefâhrte  theorema  vôllig  gegrùndet. 


Dcni)  aiu  deiii  doppelten  ^ 
rfi__  —Jx        Ixdx 

uiid  dann 

.^ -rfj-«Trf-r45.i' 


liilglirh  ISt  — u 


1 


3* 


1-*  "^  l-i«^ 
M'enn  aber  alfe  dii 
niptricat  verwand'' 
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LETTRE    CV. 


EULER  à  GoLDBAcn. 
itlfcoÉi  Bijvu    TfaAirëmu  de  U  th^orîa  du  nombrci. 


Bnlin  d.  6    Mai.   1747. 

jaUkao%,  welcbe  Ew.  ùber  die  Gletchkeit 

A,^i.(1  —  x)(l~x*){t  —  a:'){l— :r*)etc.= 
Bi,yA  —  X  —  3c*-|-x*  +a:'  —  «te. 
JL^4mm,  wenn 

—  t^a:*— x*-t-a;"  4  x" —  a;"  — x*»+ etc., 

u   *ey   —  1^1  (1  —  x)(l —  x')  (i  —  a:*)  etc. ,    erinnere 

itdi  nfH'b  wobl.  k'h  liabc  aber  weder  daraus,  noch  aut 

■n  Bclrarhtungen,  die  GIcicIiheit  zwisehen  den  Formula 

ihI    li   ricltlig    darthun    konncn;    denn   dass    A'^B  und 

':  4w.X]9onvnten    von    x  just    niich    dieser  aerie 

'  '%^'  '^^-  ^**'  ^^'  '^^'   ^^^-  fo''^B'>«">    ^^^ 

< 'lioncni  gesi;hlo8sen,   wt-lche  irh  zwaé 

ic!i  dit!  Siicli  fur  voUig  wahr  hal- 

ggierig  davon  eine  démon-' 


—    M8    ~ 

Von  der  Wahrheit  eines  andem  theorematis  bin  ich  bey 
weitem  nicht  so  persuadiret^  nehmlich  daM  eine  jede  ZaM 
aus  dreyen  trigonalibus  bestehet^  oder  daM  ein  jeder  nu- 
merus  hujuft  formae  8ni-|-  3  eine  summa  trium  quadrato- 
rum  sey.  Ew.  haben  mir  schon  vor  einigen  Jahren,  wenn 
ich  mich  recht  erinnere^  gesaget^  dass  Fermatius  selbiges 
seinem  Berichte  nach>  demonstriren  kônnen;  zu  dergleichen 
Démonstration  aber  halte  ich  die  inductiones  fur  unzulâng- 
lich^  weil  man  unzâhlige  Exempel  pro  valoribus  m  angeben 
kann,  die  zwar  zutreffen^  atUyi  sur  Geaeralitât  des  Satzes 
nichts  contribuiren  (aïs  ex.  gr.  wenn  m  dièse  Form  bat 
bb-^  bc-^  ce).  Wenn  man  aber  nur  beweisen  kônnte^  dass 
(2p  — 1)^4*^8  allezeit  eine  fumma  trium  quadratorum  sey 
(ich  habe  es  nur  bis  auf  den  casum  pz=:il  probiret)^  so 
hielte  ich  davor,  dass  zur  vôUigen  DemonstratioB  des  theo- 
rematis  ein  guter  Anfang  gemacht  seyn  wûrde.  Indessen 
sehe  ich  nicht,  wie  man  es  demonstrircn  will^  ohne  zugleicb 
eine  Méthode  zu  finden,  wodurch  die  tria  quadrata,  selU^ 
angegeben  werden  k6nnen.  Âber  zu  beweisen^  dass  ein  je- 
der numerus  aus  dreyen  trigonalibus  uno  affirmativo  et  duo- 
bus  negativis  bestehet,  ist  bey  weitem  nicht  so  schwer. 

Aus  den  Zeitungen  von  gelehrten  Sachen  ist  zu  ersebeo, 
dass  ein  gewisser  H.  Mizler  ûber  Ew.  Buch  von  der  Musik 
Anmerkungen  gemacht.  Weil  mir  diesciben  ganz  unbekannt 
sind,  so  bitte  mir  nur  mit  ein  paar  Worten  zu  melden,  was 
Sie  davon  halten.  Die  neue  Logik  des  Hn.  Knutzen^  die 
ich  auch  noch  nicht  gesehen  habe,  wird  in  den  gel.  Z.  sehr 
geruhmet 

GoldbacL 


—    M3 


I     "1    • 
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LETTRE    CV, 


EULER    à   GOLÛBACH. 
Son  M  A  lit B    Blâmes  tajets.  Théorèmes  de  la  théorie  des  nomhret. 


Berlin  d.  6    Mai.   1741. 

Oer  Anmerkimg,  welche  Ew.  uber  die  Glekbheit 

A....(i  —  x)  (1  —x^)  (1  —  x*)  (4  —  X*)  etc.  rr  ! 

Bi . .  A  —  X  —  X*  -|-  flc*  -f'  ^  —  ^*c. 

gemaefaf^  das$>  wenn 

C:=4— 45*— ar*-t-«*^-F  x*^  —  x"  — fiD*^-f  etc., 

tltdaiEMi   tey  -j  =:,(1— ac)(l — a5*)(l — x*)etc. ,    erinnere 

ich  aàch  noch  wohl.  Ich  habe  àber  weder  daraus,  noch  aut 
andem  Betrachtungen ,  die  Gleiehkeit  i&wischen  den  Formula 
A  und  B  richtig  darthun  kônnea  ;  denn  dafts  A:zz.B  und 
éass  in  B  dîe  Exponenten  T^n  x  just.  nach  dieser  série 
t,  2,  5^,  1s  12 f  15,  22,  26,  25,  kO,  etc.  fortgehen,  habe 
ich  aucb  nur  per  inductionem  gescblossen,  welche  ich  zwai( 
ao  weit  fortgetetzet,  dass  ich  die  Sach  fur  vôUig  wahr  haï** 
Den  kann;   allein  icb  wâre  aehr  begierig  davon  eine  demon-i 


—     *iO    — 

Denn  aus  deiii  doppelten  Werth  von  s  bekomme  ich  erstlich 

ds ^dx        Ixdx         ix^dx        ikx*€ix        5  x^*dx 

und  dann 

ds —dX'-2xdx-\-5x^dx^lx*dx—  i^x^^ dx—  {bx^^éùc-^  etc. 

i-x^^  i-xa^i-x»  ^i-x^^i-*^  r|_x«  -r  etc. 

—       •  ■  «     •  ■  ■ 

wenn  aber  aile  di^  letzten   Brùrhe.  in  progressiones  geo- 
metricaf  verwandeH  werden ,  so  bekfinnofit  jnaii  for  djeselben 


1+X  + 

*V 

A 

x+  .*+ 

•il     V 

x+      xV 

A 

*'4- 

x4-^tc. 

+2x 

W 

+  2x 

+    2x 

+ 

ax" 

+3X* 

+3** 

+  3 

8 

• 

+ 

1 

11 

3x 

• 

.7   .  *' 

• 

r 

ÏX 

.       • 

1 

i 

+ 

11 

1 

- 1  » ..  • 

•               1 

,..+^'      ..: 

.  1 
<-.  *  t  •  ; 

.+  v 

1 

.'•r  .■    • 

«              « 

+  «.* 

..  '  1        ;■ 

■'+ 

6<r" 

i              i 

! 

+•5 

J 

<                  i 

• , 

1 

" 

• 

+8xV9 

.r-f-I0x4- 11 

10            11 

x-fl!ï.t+l3 

»x-|-etc. 

dus  isi:  ,  ^ 

i+/7x+/3x*+/%x*+/5x^+J^x^+J^x\fSx'-\^J9.v+ft0x*+etc.^ 

l  +  lx~5x^-Tx<  +  nx^^  -f  i5x^^-l^.r^^  -  lfix»^4-35x»^  +  elc. 
^    l-.x-x«+x*+x^-x^*-x»«^+.r**-f.i:*«-x«*-etc.  ' 

vroraus  das  gegebene  theorema  leiohi  fliesst.  Man  sieht  aber 
zugleicb,  dass  dasselbe  nicht  so  obviiini  tst,  und  dass  zwei- 
fel^ohne  darin  nocb  schone'  Sachen  vcrborgen  liegen  mùssen. 

Eu  1er. 
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LETTRE    CIV. 


'  -i 


G  O  L  D  B  A  C  M    S   E  U  L  E  R. 

SoMMAiBE.     Théoième    d^anatyse.    Chaque    nornl>re    est -il    vérîtablement   composé 
de  trois  iKMnbret  trigPiMox? 


St.  Petersbnrg  d,  16.  April  1747. 

Die  Observation  9  welche  Ew«  mir  communiciret  haben^  schei- 
net  mir  bereits  durch  die  angefùhrte  Induction  dermaassen 
erwiesen^  dass  man  auf  deren  Wahrheit  hundert  gegen  einf 
halten  kônnte.  Sonst  bahen  Ew.  «chon  lângst  angeinerket^ 
dass  A.  .  .  (i  -t>k)  (1  —  xx)  (i  —  oc*)  (i  —  x^ )  etc.  zzz 
B.  •  .  1  —  x  —  XX  4-;  «*  -h  ^^ — x^^  —  x^^  4"  ^^^''  *^^  ^^ 
erinnere  mich^  dass  icb  daraus  die  an  sich  seibst  »ehr  leichtç 
conséquence  gezogen^  dass  wenn  die  potestates  ipsius  a;  in  B 
verdoppelt  werden,  und 

C=4— xx  — aî*  +  aî'^  +  a;"  — a;**  — a;*°H-etc.    .^ 
gesetzt  wird^  alsdann 

-J  =  (1  —  x)  (i  —  X*)  (i  —  X*)  (i  —  x')  etc. 

seyn  muss. 


—    M8    ~ 

Von  der  Wahrheit  eines  andem  theorematis  bin  icb  bey 
weitem  nicht  %o  persuadiret^  nebmlicb  daM  eine  jede  Zabi 
aus  dreyen  trigonalibus  befttebet^  oder  daM  ein  jeder  nu- 
merus  bujus  formae  8ni-|-  3  eine  summa  trium  quadrato- 
rum  sey.  Ew.  baben  mir  scbon  vor  einigen  Jabren,  wenn 
icb  micb  recbt  erinnere^  gesaget^  dass  Fermatius  selbiges 
seinem  Bericbte  nacb>  demonrtriren  kônnen;  zu  dergleicben 
Démonstration  aber  balte  icb  die  inductiones  fur  unzulâng- 
licb^  weil  man  unzâbiige  Exempel  pro  valoribus  m  angeben 
kann^  die  zwar  zutreffen^  atUyi  sur  Geaeralitât  des  Satzes 
nicbts  contribuiren  (aïs  ex.  gr.  wenn  m  dièse  Form  bat 
bb-^  bc-^  ce).  Wenn  man  aber  nur  beweisen  kônnte^  dass 
(2p  — 1)^4*^8  allezeit  eine  mmma  trium  quadratorum  sey 
(icb  babe  es  nur  bis  auf  den  casum  /);=:17  probiret)^  so 
bielte  icb  davor^  dass  zur  vôUigen  DemonstratioB  des  tbeo- 
rematis  ein  guter  Anfang  gemacbt  seyn  wûrde.  Indessen 
sebe  icb  nicbt,  wie  man  es  demonstriren  will^  obne  zugleicb 
eine  Metbode  zu  finden,  wodurcb  die  tria  quadrata,  selU^ 
angegeben  werden  k6nnen.  Âber  zu  beweisen^  dass  ein  je- 
der numerus  aus  dreyen  trigonalibus  uno  affirmativo  et  duo- 
bus  negativis  bestebet,   ist  bey  weitem  nicbt  so  scbwer. 

Aus  den  Zeitungen  von  gelebrten  Sacben  ist  zu  ersebeo, 
dass  ein  gewisser  H.  Mîzler  ûber  Ew.  Bucb  von  der  Musik 
Ânmerkungen  gemacbt.  Weil  mir  dieselben  ganz  unbekannt 
sind;  so  bitte  mir  nur  mit  ein  paar  Worten  zu  melden,  was 
Sie  davon  balten.  Die  neue  Logik  des  Hn.  Knutzen,  die 
icb  aucb  nocb  nicbt  geseben  babe>  wird  in  den  gel.  Z.  sebr 
gerubmet 

Goldbacb. 


—    H3 
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LETTRE    CV, 


EULER    à   GoLt>BiCR. 
SoMMAiitB    "Mèmt»  rajeU.  Théorèmes  de  la  théorie  det  nomhre*. 


9erHn  d.  6    Mai.  1741. 

Oer  Amnerkung,  welcke  Ew.  iiber  die  Glekhheit  \ 

■     J...  .(i  —  x)  (i  —x^)  (1  —  x*)  (4  —  X*)  etc.  rr  ; 

B4 . .  A  —  X  —  X*  -|-  ac*  -f'  ^'  —  ^*c. 
gemaolif^  das$>  wenn 

C:=4^45*— ar*-t-a;*^-j-  x**  —  x**-~fiD*^-f  etc., 

alsdaion   $ey  -j  =:,  (1  —  ac)  (1  —  x^)  (I  —  a:*)  etc. ,    erinnere 

ich  aàch  nock  wokl.  Ich  habe  àbér  weder  daraus,  noch  au* 

I 

andeim  Betracktungen,  die  Gleiehkeit  :&ivischen  den  Formuln 
A  und  B  pîchtig  darthun  kônnea  ;  denn  dass  A:zzB  und 
éass  in  B  die  Exponenten  T^n  x  just.  nach  dieser  série 
I,  2,  ^,  Is  ta»  15>  22,  26,  25,  kO,  etc.  fortgehen,  habe 
ich  auch  nur  per  inductionem  geschlossen,  welche  ich  zwa]| 
ao  weit  fortgetetzet,  dass  ich  die  Sach  fur  vôUig  wahr  hal*- 
ten  kann  ;  allein  ich  wâre  sehr  begierig  davon  eine  demon-l 
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strationem  directam  zu  sehen^  welche  gewiss  zu  Entdeckung 
vieler  anderer  herrlichen  Eigenschaften  der  Zahlen  den  Weg 
bahncn  wùrde;  bisher  ist  aber  aile  meine  darauf  gewandte 
Mùhe  umsonst  gewe«en.  GleichfalU  babe  icb  bisber  auch 
nirht  das  gemeldte  tbeorema  Fermatianum^  daM  eine  jede 
Zabi  eine  summa  trium  trîgonalium  sey,  demonstriren  kôn- 
nen^  welcbes  freylicb  darauf  berubet^  dass  eine  jede  Zabi 
von  dieser  Form  8  m  -h  3  in  drey  quadrata  zertbeilet  wer- 
den  kônne.  Icb  babe  aber  dièses  tbeorema  auf  folgendes 
gebracht:  Proposito  numéro  ^uoeupqtie  ^,  ab  eo  semper 
ejusmodi  numerum  trîgonàlcm  subtrâbere  licet^  ut  residui 
quadruplum  unitate  auctum  sit  numerus  primus.  Wenn 
dièses  bewiesen  werden  kônnte^  so  wâi^  aucb  jenes  ausser 
Zweifel  gesetzt.  Von  diesem  aber  will  icb  der  Deutlicbkeit 
balber  etlicbe  Exempel  bersetzen: 


m  —  trig. 

• 

1 

4res.-|-l 

m—  Irig. 

• 

1 

4  res.  4- 1 
'    1 

m  — trig. 

_  1  ■ . 

.1 

4res.+l 

1          r 

1—0 

1  —  1 

1  • 

1 

0 

5pr. 
1  pr. 

h     0 
k     3 

3 
1 

«7  pr. 
13  pr. 

5  pr. 

7     0 
7      1 

7  —  3 

7      6 

7 

« 

6 
k 
1 

20  pr. 
25  n.pr. 
17  pr. 
5pr. 

2       0 
2       1 

2 
1 

9  n.  pr. 
5pr. 

5      0 
5      1 
5      3 

5 
k 
2 

21  n.  pr. 
17  pr. 

9  n.  pr. 

3       0 
3— t 
3       3 

3 
2 
0 

13  pr. 
9  n.  pr. 
Ipr. 

8^0 
8      1 
8      3 
8      6 

8 
7 
5 
2 

33  n.pr. 
29  pr. 
21  n.  pr. 
9  n.  pr. 

6      0 
6      1 
6—3 
6      6 

6 
5 
3 
0 

25  M.  pr. 
21  w.  pr. 
I3pr. 
1  pr. 

9      0 
9      i 
9      3 
9— Ç 

9 
8 
6 
3 

• 

37  pr. 
33  n.  pr. 
25  n.  pr. 
13  pr. 
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Bûber  trifiU  immer^zu,'  dass  ztn»  weiligfitén  ein  nuiiie- 
nks  primn^  herauskofniàt^  und- da  in  grôMeren  Zahlen  im« 
mer  mehr^catos'  Torkommen,  so  ist  fiehr  wahf schéînHch  ; 
dasî  sich  unter  denselben  Kum  wenigèfen  immer  ein  primti'rf 
befinde^  oder  ein*  soleher*  compositus^  der  ein  Quadrat,  oûkt 
in  zwey  quadrata  resolubel  ist.  ¥jè  i%V  au^h  eben  znr  Tté-» 
mokifttritîon  de«  erstenen-micht  ndthig,  daM  beydem  let/.tern 
sich  unter  den  h  rend.  4*  ^'  ^^Q  ntmfteirud  primns  befindb. 
Wenn  darunter  nur  entweder  ein  qutfdrahun  vôrkbhitnfi 
oder «eine  Zabi   per    nuUum    hujusmodf   numenlm'  kp  —  1 

• 

diviftibtlîs^  so  kann  darans-  die  Démonétisation  des  erstei^î) 
bergeleitet  werden.  Der  Grtnid  davon  beruhet  bierauf:  îeH 
kann  nml  beweiten  ;  *  daM  •  •  « 

I.  Omnem  nnmcrum  primum  bujus  formaé  4n  -f- 1  esse 
srnnmam  dnorum  qnadratorum. 

II.  Qmneni  quôque  Aumerum  non  pnmum  formae  kn-^-i, 
dummodô  hulliiin  babeat  divisorem  formae  h^p  ~.  i, ,  efoè 
ftnmmam  duorum  quadratorum. 

Es  sey  aiso  kn-\"i  vel  primus  yel  saltem  non  babenp; 
divisorem  formae  kp — 1^  so  ist  (•n-f-l  und  folglicb  aucV 
ejus  duplum  8fi-}-2  summa  duorum  quadratorum.  Wenn 
also  Sm-\-3'zz8n-\-2-\-aÙ9  so  ist  8 m  -|-  3  in  tria  qua- 
drata  resolubel.  Es  wird  also  Sm-[- i'in  Sn-^  qq\  man 
setze   a  zz:  2x  -[-  i,   >o    wird    8m  i=;  8/i  -j-  kxx  -|-  kx   und 

n  ZL  m  —  Y  (^^  "h  ^)  •     Dénotante  ergo  m  numerum  quem- 

cunque^  M^enn  man  nur  imtner  von  m  einen  sotcben  nu- 
merum trigonalem  subtraUren  kann,  dass  der  Rest  k  mal 
genonnoen  ^i  keinen  divisorem  formae  J^p — 1  bat^  so 
kann  8m-f-3  in  drey  quadrata  resolvirt  werden.  Dass  abcr 
eîne   jede  Primzabl    von    dieser  Form  kn  -{-  i   allzeit  éine 
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Demonstr.   Ponamus  x  non  esse  summam  dtior.  quadr., 
sitque  .0  =  mx  ±  ç,   b  "zz.  nx±d,   semperque  m  et  n  ita 

capi    poterunt    ut   fiât    c<  —  ac   etrf<;  —  x.    Cum  autem 

aU'-\-bb  ponatur  divisîbile  per  x,  erit  quoque  co+  dd  per 

X  diviftibile^    et  quia  cc-f-rfrf<-^xaî,  quotua  erit  <  ya:, 

ideoque  dabitur  numerus  z  non  summa  duor.  quadr.  ^  per 
quem  cc-|-rfd  quoque  erit  divislbilis  (Theor.  3).  Sit  iterum 

c  =::  hiz  ±  e  et  azzznzd^/,   erit  e  <;  -—  z  et  y<;  —  z,   ideo- 

J|ue^e+J5r<Y22  divisibile  per  z;  niidé  quotus  (per  quem 

ee -(- y/ îtidem  divisibile  existit)  <^z,  qui  vel  ipse  erit 
non  ^umma  duor.  quadr. ,  vel  ejusmodi  habebit  factorem. 
Dabitur  ergo  non  summa  duor.  quadr.  <C-r  ^  divisor  ipsius 

ee+^/y^-r-zz,  sicque  tandem  deveniretur  ad  numerum  non 
s^mTnDmiduQr.  quadr.  minimum^  puta  3|  qui  foret  diviser  tum- 
mae  duor.  quadr  gg  -)-  hh  <C,-fr  S>  ^^  ^""^  **^  absurdum, 
i^equitiur  summam  duorum  quadr.  aa  '\-bb  nulhun  admittere 
divisorem  x,  qui  non  sit  ipse  summa  duor.  quadr.  Q.  E.  D. 

CoroU.  t.  Omnis  ergo  dîvisor  summae  duor.  quadr.  inter 
se  primorum  ipse  est  summa  duor  quadr.^  loquor  autem  de 
ejusmodi  summis  duor.  quadr.  aa -\-' bb  quorum  radiées 
0  et  6  sunt  numeri  inter  se  primi^  nam  si  esset  v.  gr. 
azzimx  et  bzznx,  tum  aa-\-bb  utique  per  quemvis  nu- 
n)erum  x  divisibilis  esse  posset. 

CorolL  2.  Qui  ergo  numerus  x  in  integris  non  est  summa 
duor.    quadr.    idem   nec   in   fractis  potcrit  esse  summa  duor. 

quadr.    Sit  enim   xzz:—  -^-^—ziz,— —     ^     ^9   foret   qass'ZZ 

T  titj     '     ss  qqss  >' 

EIIllïJlLL,  ideoque  x  diviser  summae  duor.  quadratorum 
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pp^Ji^  qqrr^s,  eirgoa:  quoque  esse  débet  suanma  duor.  quadr. 
in  integris.  Hievon  batte  icb  lange  eine  Démonstration  iim- 
^^ùlsïîk  gesàcbti  aber<dk*8e  erst.jaeuiitfa  gefunden.,»  wekbe>  wie 
itb:  gliulhe  J  su*,  fitlbn-' andem  Sa€lien::fàbren  .kann.'  .  .  >  ^/.i  ' 
Ti^àr.ï.5. .  Si  Ira-ft  i;  fiierit :  immenis  .prî^ua»' .tbm  iccsrto 
erît'bitfiuna  «dnbrjjffttadr.  \^^'''  <  ;i.i<}ii->  ^  .j  ils-.  !.:••'.:! 
AJJ^mùnstTi&r.iiJXvaa^hh -4*  i  sit'uanittruS' priihusi,  démons 
stravi  banc  formulani.la^^-t^Alfriqvieunque  nuiiieH  proi  d 
et  i6  <poilantur!/  semper  ;  foire  dminbilem  par  ^/i!*|- 1«  Erit 
ergo.  yA^al^^^^tX^H:  Tel  a^^.w-tsA'*.^  per  l^a-fe'*-  diiâsibilBi 
Al  «eraperiûniliimeri  djoitiib  cMdt,  quibus-fonmila  a^'^^^nrÀ^// 
non  sesti  dfcfîiibiKspértA'n'^  1;  iis  érget i cfttibus :baec  formttl^ 
a^7-hH4?''i  eritî:,po*  AwfHHJI  dtViisibUisL  M.ahV-^^.h?^^  est 
Munnia  duon  .quàdr.i^  éngiè  etiam  quivÎB  èjiM  diviaor^ii-frli 

.  «   7%Mr*.^  i6./QÉi  jUHnenis  u  diiplicf  modo  est  siinmia  duoii^ 

quadr j^!.Jile^iioni«8t  priinuê«     '.    f)  *  I      \.a^    \.  , 

Demonslr.    Si|?  enlm'  éc±  pp-\-^qi}  :î:zrr  -^  ss,    pornatult 

ss -^2'Sf'  -^y-fûirr^^-  BÈ ;^ er^ù-^sy  zn-'^fe-H^iyy  4*î2raD  et 
^  =  —      o      f  binc  , 


Gonsequcnter  numerus  a  necessario  duos  ad  minimum  babet 
factores^  quorum  uterque^-est  «umusia  duor.  quadr.  Q.  E.  D. 

Das  tbeorema:    Omnem    numerum    in  quatuor  quadrata 
esse  resolubilem,  dependiret  bievon: 

Omnem    numerum    bujus  formae   km'\'2  semper  dis- 
cerpi  posse  in  duas  bujusmodi  partes:   kx  -^-^  i  et 
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ky  -\-  i  quarum  neutrâ  divisorem  habeat  formae 
kp  —  i. 
welches  ich  noch  nicht  demonstriren  kann^  aber  dock  nicht 
•chwer  scheinet.  —  Denn  alsdann  ist  sowohi  kx^  1  ak  ^y-^i 
fumma  duor.  quadr.  und  folgiick  km-\^2  samma  k  quadr. 
Dahero  auch  ejus  duplum  Sm-^kr  and  hujus  quadrans 
2  m  ^  1  und  also  omnis  numerus  impar,  woraos  die  Folge 
ieicht  auf  aile  numéros  extendirt  wird. 

Des  Hn«  Mitzlers  critique  ùber  meine  Music  habe  icb 
nicbt  gesehen,  ausser  was  davon  in  den  gel.  Zeitûngen  stehet, 
woraus  ich  geschlossen^  dass  dieselbe  meistentheils  ùbel 
§egrundet  ist^  indem  der  Auctor  meine  Gedanken  nicht 
genugsam  eingesehen«  An  des  Hn.  Prof.  Knutzen  Logic  habe 
ich  eben  nicht  viel  Sonderbares  finden  kônnen;  mm  we- 
nigsten  kommt  sic  derjenigen  bei  weitem  nicht  bey^  welche 
der  H.  Prof.  Segner  in  Gdttingen  herausgegeben.  Dièses  Jahr 
bat  mir  die  Akadeniie  zu  Paris  wiederum  die  Halfte  des 
Preises  zuerkannt^  welche  3000  livr.  betrâgt. 

M.  Buffon  in  Paris  bat  eine  neue  Art  von  Breanspiegeln 

erfunden,    vermittelst  welcher  er  in  einer  Distanz  ¥on  200 

Schuh  Holz  in  Brand  gestecket,  und  dièse  Distanz  kann  nach 

Belieben  noch  vermehrt  werden. 

Eulen 
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LETTRE    CVI. 


'    GoLDÈÀCâ   à    EULER. 
Sommaire.  Réponse  à  la  précédentf    Machine  %  moavcment  perpétuel,  d  *  O  r  f  f  y  r e  î. 

V.l'..  •,,.1»  ■■•  ...••■1 


ri        M. 


i'-        •■      '         .-.r. 


.     $t    PflNrf  barg  cL  %    Junt  1,7^* .  i  > 

Fur  4^^ .  ipif  ■ .  rommonidurten  theorci^at^  bin  ich  E w,  sehir 
irerb<ui4eii.  Dai  >merkwurdig«te  darunter  halte. ich,.. daMSîe 
m^iiif  1^1  ea  «ey «mcht  tchwer  li^m  -f*  2  in  fewey  soiche  Thetle 
^«H-îli^mul  Ikx^  1  zu  resolviren^  welcke.  keinea  divito*^ 
r^m  tmjna  f0rfiiM>p-r^l  haben»  Ich  kann  ^laa  prohlema^  nur 
meriiin  8m  rh:3^/in  tria,  quadrata  reiolFere  auoh  >aiif  diesea 
reduciren  :  Datis  duobus  numeria  n  et  /> ,  invenire  tertium  co 
hiijua  naCiinN),  ut  2-f- Sn-f- 8/ix  —  \xx  —  \x  fiât  summa 
duorum  quadratorum^  da  dann  vor  x  eine  aolche  functio 
ex  fi  et  p  composita  gefunden  werden  soll^  welche  unter 
andem  dièse  seltsame  ISpîVîJÎ(*trafibètf  hab« ,   dasa  sîe  in  allen 

*)  Le  premier  feuillet  de  la  lettre  originale  étant  égaré,  le  commencement 
a  été  «oppléé  du  livre  des  minutes* 
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Fallen^  da  2-1- 8  a  eine  sumiiia  duorum  quadi*atorum  ht, 
n:  0  werde,  und  in  allen  Fàllen,  da  2-|-8fi  —  8/>  eine 
summa  duorum  quadratorum  ist,  =  —  1  werde,  in  wel- 
chen  beyden  conditionibu»  allein  ich  eine  solche  Schwierig- 
keit  finde,  dass  ich  an  der  Wakrheit  des  ganzen  theoremati» 
zu  zweifein  anfange,  ungeachtet  es  leicht  ist  unzâhlige  for- 
mulas vor  m  anzugeben,  in  welchen  8  m  -|-  3  in  tria  qua- 
drata  zertheilet  werden  kann:  als  z.  Ex.  mz:zbb±  bc  -{-  ce. 
Scit  der  Zeit,  da  die  Relation  von  dem  perpetuo  mobili 
des  Hn.  Orffyrei,  in  .  welcher  ;  der  nechs/Wpchen  lange  Um- 
lauf  des  Rades  attestiret  war^  ÈerausgeKommen ,  hat  man, 
meines  Wissens,  keine  ôffentliche  Meldung  gethan,  dass  dièse 
machine  weiter  perfectionniret^  oder  zu  einem  Gebrauch  an- 
gewendet  worden  wâre,  welches  desto  bedenklicher  schei- 
net^  da  der  aûtor  derselben  noch  viele  Jahre  hemach  ge- 
lebet  und  vielleicht  bis  dato  am  Leben  ist.  Der  Oberbau- 
meister  in  Wien ,  H.  Fischer  von  Erlach  (ni  fiaillor) ,  welcher 
dieselbe  machine  nebst  dem  Hn.  Gravesande  in  Gegenwart 
des  Hn.  Landgrafen  von  Hessen  besehen,  bat  davon  éhe^ 
mais-  gegen  mich  mât*  vielem  Ruhm  gesprochen  and  dabey 
ervrâhnt,  dass  er  dem  Rade^,  als  es  still  gestanden/  mit  Fleiss 
einen'  ganz  schwachen  Stoss  gegeben,  worauf  es  sich  von 
selbsten  immer  geschwinder  usque  ad  certum  celeritatis  gra- 
dum    beweget,    in    vtelchem   es   herna<^h    aéquabiliter  fort- 


gegangen, 


GoldJbach. 
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w«nig  GosqpetenleD  htben,  denn  dar  Herr  BemoulK,  wel- 
cher  angefangen  daraaf  su  arbeHen,  ial  wegen  der  alku* 
weitiâufigen  und  verdrûaalichen  Rechniiiigen  wiederum  da- 
yoa  abgettanden  Die  Bewegung  des  Satumi  war  bisher  noeh 
weit  weniger  bekannt^  ab  des  Monda»  denn  noch  bit  jetzo 
haben  dîe  loca  obaenrata  T<m  den  besten  tabuiis  bk  anf 
20  liinuten  differirt  Um  dieae  Irregularitâten  zu  bestimmen 
werden  ersUimlkhe  calculi»  towobl  tbeoreticr  aïs  practîci 
•rfordert^  welcbe  ich  anch  for  ein  dFeyfaches  praemium 
nîdit  noch  einmal  untemekinen  woilte.  Denn  ich  habe  ùber 
100  loca  Saturai  mit  dem  Jupiter  berechnet,  und  Termit- 
telst  der  Théorie  endlidi  aolche  tabulas  herausgebracht»  wel- 
che  Ton  aUen  sowohl  alten  ab  neuen  Obserrationen  nicht 
ûber  9  Minuten  diflEwiren.  Eine  grâssere  Accuratesse  ist  we- 
gen  der  Unrichtii^ush  der  dteren  (HMervationen  nicht  wohi 
sn  lioffen>  weil  die  neueîi  dasn  nicht  allein  hinlftnglicfa  ttnd. 
Anjetzo  stettt  ML  le  Blonnier  m  Paris  so  accurate  Observa- 
tionen  mn,  dass  nuus  mnf  etlidie  Secunden  sicher  seyn  kann. 
Ans  derf^eichen  Observaâonen  habe  ich  meine  tabulas  sola- 
res  rectificirt,  und  mik  àem  grSssten  Vergnngen  befunden, 
dass  dieselben  anjetzo  niemals  uber  5'^  Ton  den  ObserTStio^ 
non  differiren. 

Die  Pièce  de  Monadibus,  weiche  bey  uns  das  praérnium 
erfaalten,  hat  meine  Ti^lUge  Approbation,  als  welcher  ich 
auch  mein  votuni  gegeben.  In  derselben  ist  das  ganze  Lehr* 
gebftude  der  Honaden  vôliig  zerstôrt  Wir  haben  âber  diesé 
Materie  30  Piècen  bekommen.  Ton  welchen  noch  6  der  be« 
sicii,  sofTohl  pro  als  oontni  monades,  gedrvckt  wérden.  In 
denselben  ist  heiderseîts  sum  wenigsten  die  8ach  so  deut^ 
Ucfa  auigefiikrt,  dasi  dîe  bishengen  ftlagen,  als  wenn  man 
cimmder  nkht  reobt  vastanden,   ins  kiteftige  gAntlieh  anf-- 


fhâtigen  und  auf  die  Verânderung  ihret  ZutUndet  abzielen- 
den  Krâften  begabet  sind^  so  ist  nicht  abzutehen^  wie  die 
Kraft  zu  gedenken  davon  ausgeschloMen  werden  wll.  Diète 
Leute  geben  aUo  ohne  Schwierigkeit  zu^  dast  zam  Geden- 
ken  eine  thâtige  Kraft  seinen  Zustand  zu  verândem  erfor- 
dert  werde,  und  in  Ansehung  derselben  glaube  ich|  da» 
mein  Beweis  Stich  hait.  Gegen  diejenigen  aber,  welche 
glauben^  daM  das  Verinôgen  zu  gedenken  ohne  eine  wlche 
Kraft  bestehen  und  blos  allein  durch  die  vim  inertiae  be- 
werkstelliget  we^qp!  I^^ll^e^i/liià^ticlikl^^hen,  dasa  mein 
Beweis  nicht  gilt.  Es  deucht  mich  aber^  sobald  man  zugibt, 
dass  in  der  Materie^  ausser  der  yi  inertiae^  keine  andere 
Kraft  befindlich ,  'da^  Yermogen  zû  gedenktn  «nothwendig  aut- 
gescUossçn  werden  musse.  Deni^^  unjgeacht  in  d^  menscb- 
fichen  Kô<;per  ,up4.  ûn^pclçrhç^  in  diçm  Gfejb^i;!!  d\^  fnbtil- 
sten  TkeîlebBD  iast.  in  «in^*  onb6y6iflîolmi;/fl«ir€yMèg>  sind^ 
worauf  die  Materialisten  insonderheit  ihre  Meinung  grûnden, 
so  geht  doçh  dabçy  nichts  anders  vor,  als  dass  ein  jegliches 
Theilchen  so  lans  in  seinem  Zuttand  verharret.  ab  toldiar 
mit  dem  Zustand  der  benachbarten  bestebcni  kannj  widn- 
genCalIs  al)er  nacb  den  regiilis  mecnanicis  eine  Verânderung 
in  ihrer  Bewegung  vorgehen  muss.  Bieraus  kann  auch  kein 
anderes  Résultat  entstehen^  ala  eine  Àenderung  des  Zustandt 
blos  allein  in  Âbsicht  auf  die  Bewegung,  und  sobald  man 
behaupten  will,  dass  damit  vielleicht  noch  ein  anderes  Ré- 
sultat verknùpFet  sej,  indem  uns  das  Wesen  der  K6rper 
nicht  genugsam  bekannt,  so  ist  man  genôthiget  zu  behaup- 
ten^ dass  ausser  der  inertia  noch  andere  Krafte  darin  vor- 
handen  seyn  mûssen:  und  atsdann  findet  meiq  Bewëis  wie- 
derum  Platz. 

Bey  dei^  AkadeiMié  in  Pàrik  ttrevdé  Wk  Atlf  Ifiliftiges  Jahr 


w«ntg  Gonpetcplen  liibeii,  denn  der  Herr  BemoulK,  wel- 
cW  angefiuigen  daraaf  su  arbeHen,  ial  wegen  der  alku* 
weitlâufigen  tmd  verdrûtslichen  Rechnungen  wiederum  da- 
Yoa  abgettanden  Die  Bewe^ng  des  Satumi  war  bisher  noch 
weH  weniger  bekannt^  ab  des  Monda»  denn  noch  bis  jetzo 
habea  die  loca  obaenrata  T<m  den  besten  tabulis  bis  anf 
20  Uinuten  diCerirL  Um  dièse  bregularitaten  zu  bestimmen 
werden  erstaimlicbe  calcidi»  sowobl  tbeoreticr  aïs  practîci 
erfordert^  welcbe  ich  anch  for  ein  drejr&ehes  praemium 
nicbt  noch  einmal  untemekinen  woilte.  Denn  ich  habe  ùber 
100  loca  Saturai  mit  dem  Jupiter  berecbnet»  und  ▼ermît- 
Idst  der  Tkeorie  endlidi  iolcbe  tabulas  keraus^racbt»  wel- 
cke  rwBk  aUen  eowokl  alten  ak  neuen  Obserrationen  nicbt 
ûber  5  Minuten  diflEwiren.  Eine  grâssere  Accuratesse  ist  we- 
gen  dctf  {Jnricbtii^usit  der  dteren  Observafionen  nicbt  wohl 
sn  lioffeii>  wcil  die  neueii  dasn  nicbt  allein  binlan^icfa  ûnd. 
Anjets#  sifillt  ML  le  Blonnier  su  Paris  so  accurate  Observa- 
tionen  mn,  dass  nuus  muf  etlîdie  Secunden  sicber  seyn  kann. 
Atts  derf^eidwn  Observaâonen  babe  icb  meine  tabulas  sola- 
res  rectifioirt,  und  mit  àem  grSssten  Vergnâgen  befunden, 
dass  dieselben  anjetzo  niemals  uber  5'^  Ton  den  ObserratkH 
nen  differiren. 

Die  Pièce  de  Monadibus,  wefcbe  bey  uns  das  praemium 
erhallen,  bat  meine  Tftilige  Approbation,  als  welcher  ich 
aucb  mein  vetum  gegeben.  In  derselben  ist  das  ganze  Lehr* 
gebiode  der  Bfonaden  vôliig  serstôrt  Wir  haben  tiber  dies6 
Materie  30  Piècen  bekommen,  von  welcben  nocb  6  der  be« 
sicii,  SDfrobl  pro  ab  oontni  monades,  gedrnckt  wérden.  In 
deakaelb^a  ist  beiderseits  aum  wenigsten  die  Sênek  so  deut«> 
Ucb  auigefiikrt^  dass  die  bisheiigen  ftlagen,  als  wenn  man 
einander  nkbt  reobt  vacstanden ,   ins  kânfUge  gAntlieh  eut- 
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hèren  #iirdeii.  HHo  i^ited»SaK:h  'beriikétéuf  ijki9f4{nwiékelunf 
dièses  raisonnementb^  die  Côrper'siiikftidiHsîb^;*  dicte  DiW- 
ubtlitat  fgéhti  eatweder 'iilinierikibiie*Biide  Witerfoiti-Mer 
nur  bis  au  eimm  ^ewisseii  Ziel^:*>dft^^biat]l  aulisolbbe/Diiif^ 
kommt,  wekbe  I  ftidit .  #eitèr  tbeilfahr  .stÔMLInk  ïeMttm  FaU 
hat  man  die  Monaden^  im  ei'stenii.^ie  di/nsibîlitateib  in  î«*' 
finitum,  welche  Kwey  Sàtoe  einatoder'sd  e*  diametra  eiitg^e^ 
gengesetsst  sind,  dass  d<ivon  notbwendig  dër'«iné  wahr/ der 
andere  alo^er  faiscb.  seyn  jBusSb:  Allé  arguÉDènta'  pro  mosadibus 
griinden  sicb  bauptsadiliehaufscbéinbate  A&saiditâtèny^bi^ 
die  divisibilitas  îniiôfiailiim  ve|?]ûiùpi(èt  Éegrn  solL.Da  mail  flicb 
aber  meistentheils:  .voo;  diesen»  înliBito^verkdirte  ildedn  .ge^ 
macbt^  so  fallen  anek  dioselben  Absumfitatea  we§.  Dte^MM- 
nung  Àev-  Monadeil  zertbeilet  aich  wiedeir:  in  iVW4^i  IPattdaA^ 
wovon  die»  eineiJmi  Motitiden  âUe  t Ausdebmuà^  fgimzlkh  «br 
sprîic^t»  diefiandèveaben  di&selbeti  fiir:aiisgeAelkntlial*y^edk>€b 
okifk^  dasssie. partes. hàtten.uftd  lolglidt  difisilfehtlrâaea»^  iwel^ 
çhe  l^tztere  Meinung  ij^eiues  EiiaehtejrlsantbncbteàtentBUiiMfts^ 
tiren  ist  £!i^jeingen>.  velshé  moniides riwÉgliiliuliiiit::«^eitQib 
statuiren^  mùssen  endlicb  zugebea^  dassiaueh  aus.der  Zu- 
sammensetzung  derselben  kein  extensum  entstehen  kômie, 
iiiid  sind  dahero  genôthiget  sowohi  die  Extension  aïs  die 
Gorper  selbst  fur  blosse  phaenomena  utid  phantasmaU  zu 
halten^  ungeacht  sie  bey  dem  Anfang  ihres  ratiocinii  die 
Gôrper  als  reell  angesehen;  dergestalt,  dass^  wenn  der 
Schluss  wabr  wàre^  die  praemissae  nothwendig  faiscb  seyn 
mussten. 

Die  Bi'ehnspiiegel  des  Hn.  Buffon  sind  ans  lauter  kleinen 
speculis  planis,  bey  200  an  der  Zalil^  zusammengeselzl, 
welcbe  aile  leicht  dergestalt  gestellt  werden  kônnen^  dass  von 
allen   deriSchein.  auf  einen  Pbfz  ^gewodeni  wirdf    wodureb 
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er  'diésett' Vortheit'erhill,  data,  èr  iènfpcittn^é  weit  und 
wohin  er  will  richteh  kann;  die  Sonne  mag  stehen  wo  siie 
wîH  f  Welchei  héy  'den'  ordentlichen  Brehnapiegeln  nicht 
iiiftgUeh  ièt*  Bv  ;hat  damît  ,Holz  in  einer  Weite  von  200 
Schiih 'angeaibfidetj:  tindiei  \A  kein^Zw^ifel,  daéa  wenn  eiit 
Vogel  durch  den  focum  fliegen  aoUte,  d^raelbe  geaehget 
werden  .mnifte;  1  '  o 

Wen»  2  4-r  8n-4^r8pa; — kxx — kx  eine  «unrima  duor. 
qttadr.j  ak  nrda-^-A&^ao  wird.  3  ^  8a«^  Spos  aeu 
3  -^-^8  ^  --1-  pak)±z  ad  •+•  èô  4-  (2x. -f-  I )>  folglich  eine  summa 
triomiqmdrJ  Imwitoben  kann.  ich  îiîcht  teheii;  dasà  wenn 
8  -{t  8#Br  tehon  taie*  sich.eiAe,  wonna  diïor.  quadr.  wâre^  dea* 
wsgèni  (Diincfthweii^.»^:  0.  aeyn  muMe«  indem  ja  zu  eîner 
ninuMij  dno)r.l:;qttàdr.  vjiocfa  aolche  Zaht^i  geaetzt  werden 
kâniien^l  éast^idie  Suiaiiie  dietâ  Eigenachift.  behâlt.  Hemach 
dai Q»44«  if (m^4pai)  •  ^dieter . Forutel  8  nfi  4*'  3  gleich  aeyii . toU, 
io  Iwisdr  n'^paelri:  mij  iund-  folglich  darf  mur.  x  gefunden 
¥fèatAén,iiaaÊé2'^iBmi-n-\jifax^  eine  aumnûta  duor.  quadr. 
wesdè^  d.' ik';  inbB>nHa8té  .$ehn>  ob:  inan  nicht  von  8  m  4^3 
eii^  sotehea  Quadrat  :  aub^^kiron  kttnnte^  ut  reaidunni  esset 
suoimsi  duor.  quadr. j  inrielchea  di^!  Frage  selbtt  ist.  Nimmt 
man  nun  aii  2^*8^  aey  sotàon  ^eine  summa  duor.  quadr.^ 
ao  kaAn  freylkh  r4p  entwodw  .0 : ^^eiT;  ^-^>  t  aeyn;  ausser  die* 
MO  éinà  abeff,  dfterê  fiacb  mebrc;re  Falle  môglich.  AU,  die 
vorgolegte  Zahl}i8|i|rr|r.3i.wll:  aey^  r=;59.  Da  iat  8m +  2.:= 
SAzZ'kdrrlr.S!  >eine  4iumnli  dwr-  quadr.  SqII  nun  2  -{-Sm-^ 
(hasap-?-7«to»/  d^ii.  |53  -—ni^ncsç* —  ktoo  piue  summa  duor.  quadr. 
•eyn^  ao;  jgeaclM^t;  dîese^  .wenn  x  en^weder  0  oder  —  1; 
attf6tiri:dJ0i<0i  ilBlliUen  .^ber  kann  x  ncf^U  P^yP  ^=:  1*  oder  2, 
bder  3.  lDeiin^58«.^*.«  =  50;=:  W  rf- 1  =25  -f  25;  ferner 
ial  58-r-f*  6=  3*  =:  25-|-9,  und  wenn  xz^d,  i«t  58  — 
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« 

I^a2=:10=:»-i-  1.  Die  Vrmdk  hiétM  iat,  weU  dcrgleichen 
Zahlen  8  m  -|-  3  Aften  auf  mehr  âls  eine  Art  kônnen  muu* 
tnae  tnam  quadr.  sejn,  ah  in  dinèm  Exenqpel  iat  59:=: 
«  +  <»»H-9  =  25-f  25  +  9.  In  wakhem  Umttand  ich  niditt 
finde,  weldiea  mir  die  Oewistbeit  des  Sataea  8m  -|*  3  :^  80 
rerdSchtig  mackèn  kdnnte. 

Ich  glaube,  daM  Orfyré  noch  am  Leben  itC,  weil  er  tôt 
einiger  Zeit  ein  Schiff  nnter  dem  Wasser  su  £alirea  erfun- 
den  haben  wolhe.  Sein  perpetnum  mobile  batte  er  in  Stocke 
serschlagen,    und   nacfa   der  Zeit   nicht   wieder  verfertigen 
wollen ,  welcbet  die  E^ndnng  nicbt  wenig  Terdichtîg  maeht 
Der  von  Ew.  angefSobrte  Umstand^  dsM  dièse  Masebtne^  ab 
fte  ein  wenig  in  Bewegung  gesettt  worden^  «ch  bierauf  im* 
mer  gescbwinder  bis  auf  einen  gewksen  Grad  beWeget,   in 
welchem  sie  fortgelaufen  «  befindet  sick  in  einer  îtden  Pen* 
dule.  Denn  wehn  die  Pendule  aufgesogen  und  das  pendnlum 
âtin  itebt^  so  geht  aucb  die  Ubr  nicbt  Gibt^  man  aber  dem 
pendule  nur  den  geringsten  Stoss,  so  kann  daà  Gewicbt  wir- 
ken  und  die  Bewegung  kommt  in  ibren  ordentlicben  Gang. 
Statt   des  Gewichts   môchte    wohl  in  der  Orfyreiscben  Ma- 
schine  ein  elastrum  angebracbt  worden  seyn:    und  derglei- 
chen    wàre    wohl    môglicb,   die  ein  ganzes  Jabr  lang  fort- 
gingen   ohne  von  neuem  aufgezogen  zu  werden.    Auf  cUeta 
Art  sind  aile  erzàhlten  Umstânde  dieser  Masebine  zu  erklâren, 
ausser  demjenigen ,  welcher  auch  pflegt  angefûbrt  zu  werden, 
dass  Orfyré  dem  seeh  Landgrafen  das  ganze  Gebeimniss  ent* 
decket^    und  dieser  Herr  die  Masdiine  fâr  ein  wabres  per- 
petuum   mobile  gehalten  haben  soll»    welcbes  nicbt  su  ver* 
muthen  wàre ,  wenn  die  Bewegung  einen  solchen  Orund  ge* 
habt  hâtte.    Ich  weiss  aber  nicht  ^    ob  dieser  ietzte  Umstand 
i^eîne  vôllige  Rl(^btigkeit  hat  Euler. 
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LETTRE  CVIII. 


GoLDBiCH    k    EULBR. 


SoMM AiftB.    SwM  dtt  r«cb«rcliM  arithmëtiqact. 


St.  Petenburg  d.  ia.Aiigatl  1747. 

Fur  die  mir  communicirten  untenchiedenen  éclairciMementt 
danke  ich  dienstlich;  in  meinem  vorigen  Schreiben  aber  soll 
et  billig  heissen:  dass  in  aUen  Fâllen,  da  2-^81%  eùie  summa 
duorum  quadratorum  unico  modo  ist. . . . und  in  aUen  Fâllen, 
da  2-4*8n  —  8p  eUve  summa  duorum  quadratorum  unico 
modo  ist  etc. 

In  nachfolgender  série  1^  3^  7^  il,  ki,  99^,  etc.,  deren 
lex  progreMionis  ^  +  2B  =  C  oder  B=:^  + l/(2iîl^  ±  2) 

und    die  formula  generalit  ^-i — ^   71     '^^      ^   »    tiehet  man 
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altofort,  dast  die  fermiiii  locU  paribut  nicht  qiiadrati  tejn 
kônnen,  indem  sie  aile  D  ±:  1  sind;  ob  aber  aile  termini 
locis  imparibus^  praeter  primum^  auch  keine  quadrata  sind, 
muM  icb  dahingefltellet  seyn  latsen^  weil  ich  die  Unmôg- 
licbkeit  noch  sur  Zeit  nicbt  einsehe,  imgleichen ,  ob  es 
unendlich  yiel  casus  gibt,  darin  2A^  —  1  ein  quadratum 
werden  kann,  wit  in  den  casibus  Azzii  und  j4zz:id. 


Goldbach. 


l^,  i.p  A/t  i  i.AJ 
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IKtfi  in  dm  Wtiekiii  i^umilttbiii,  wd  eki'-jedèr  terniinv» 
au  den  zwéy  voriiergeUendbif  fti^èinfiÉit  wirdi   zuglekfa  ein* 
jeder   tarmiiiM  'Ma   àétà  vorhergehendeh  allefai  angegeben 
werden   kAnne   Vcarmitteift   étnc^   c^adratiachèil    Ae^^ 
iil  Mne  tebr  itieriiWûrdigiB  ïâgiAiichiift  -  'DëÉm^Wenn  «4  die^ 

ser  lerié   A,  3,  C,.,..l^^;  «  fit' C  î±  iJB,— ^^  tthd 

ttone  constante  8eTi>>  welche,  wenn  aczi:,!,  wtîwie  ftB^. 
oJB4  6^^  àa  6;  foldiçh  i»t  QQ  —  c  PÔ  4-*,PIPî;= 
(BB  —  a^Br|-^>^<4)^*'"'r    Ûnd  m  der  von  Ew.  angefùhr- 


6  =  — 1,  A=i,  B  =  3,  wird  scyn  QQ  —  2PQ  — PP  = 
2(_l)*-^  undalso  Q  =  P^-|-^l/(2PP  +  2(— 1}'-*)  oder 
Q=:P  +  >/(2P^±2).  Bey  dieser  Betrachtung  bin  ich  auf 
den  Gedanken  gefallen^  ob  etwan  in  einer  série  récurrente, 
deren  jeder  terminus  aus  den  drey.  vorbergebenden  bestimmt 
wird,  nicbt  aucb  ein  jeder  aus  den  zwey  vorbergebenden, 
vermittelst    einer   aequationis   cubicae,    angegeben    werden 

i        t        t       4  m     94~l  «4-t  JH-t 

kdnnte.  Us  sey  in  A,  B,  C,  D,  .  .  .  .  P,  Q,  R,  S  etc., 
Dz=,aC  —  bB'\-cA  und  5  =  afi  — 6Q -(- cP,  so  babe  ich 
gefunden,  dass  fol^w^  ratiuiiBqb^^  seyn  musse 

R*  —  2aQR^^{aa+b)Q^R  —{Qb—c)Q* 
+    APfl*  — (a6  +  3c)PQfl+(ac  +  66)PQ* 

^    ij  *^(jii4<^^  A *^'^.'j>'i 26c P^Q 

Il  ..  .  j  *••  Judith  •»•>-%  1 41  i»%   »»l»,  «^kAm.»  il     Jl  «f  I  d|^  «  ^ 

welcbe  ratio  constans  aus  den  terminis  mifialibus  A,  ET,  C, 
posito  x=z  t  erkannt  wùmL 

Um  aber  wieder  auf  die  von  Ew.  gemeldte  seriem 
1/8V  7>  iT;%t  etc.,  Wo  Q  =  P4-K(2P* ±  2)  zu  konunen, 
SO:  istsilendlngs  g^wiss,  diM;kew.'tmnîiiM4w%9lbeiifaiiisli 
dam  tef iten  ^  U  m  Qualtir^  «PjTi»!  k^^npQ^  t  J)e^^0  .ef,  mj  ■..  f 
ait  ein ,  ternûutis  (JI^bamUm^.^!^  ,Qu94cftt,<4wb|i(4j^ 
l#  .mûistey  auiîb  2V  d^i2  eifi  Qn^df^Xu^^n,  ^^l(^e%:  mç^ 
sejrti  kMnHf    DwA :;es  n^\  f^o .^np  f^.ttnitfû^  8a* -^8=5. 


2£fi±£2.  t)a  nùW  7^  t^  ^  Àttmeii^  ^Ài^'  itite^  »e/so  làÉnta  %t 

kem  numerus  mteger  seyn,  wenn  nicbt  2pp  —  qq  -zz-i^ 
daber  aber  wird  ^^  =: 2pp  —  I .  folglicb  zz'=z,\pp —  1  zi:P, 
also  îst 'i'  ùm'  l'immêr  iLlemer  als  ein  Quadrat,  und  kann 
$\m  io  i»t|igw,  keiV  Qvadratï  «cjip,  Wfnn^V  dîu  Z^kbw 


-^  gîlt,  90  ist  2«*  +  2  =  (z«  +  l)*  +  (zz— i)\  Damit  nun 
solchet  ein  Quadrat  werde^  so  setze  man:  z«-f-l=:oa — bb 
und  zz  —  iz:z.2ab,  wobey  zu  merken^  das8  z  ein  numerus 
impar  seyn  musse,  denn  sonsten  wùrde  22^  -f*  ^  ®^^  >^u- 
merus  impariter  par>  folglich  kein  Quadrat.  Es  kann  aber 
generaliter  dièse  Formul  22^-}"^/*  ^^^  quadratum  seyn, 
ausser  yzzz,  welches  ich  aiso  beweise:  Da  2z*-|'2/*=:= 
(z z -f- //) * -f  (z^z — j/)*,  so  sey  zz  —  yyz=:ab,  so  wird 

zx+7/  =  ^-^,  und  2z*  +  2/  =  (?^y.  Nun  sey 
a=^pq  und  bz^rw,  Aêz  dâ^yfJLptfrk  und  zz-|-jr/  = 
PM±ZlLfl,  und  man  setze  jz-f-/=:pr,  z — jz^qs,  so 
wird  2zz4-2ry  =pprr -f^^^^,  folglich  zz  4- // =: 
pprr±s^s       i:jmjz±l,    Oder  „=££^Zi:2.     Dahero 

î  3  Îî  +  T  , 

musste  iî^IT,   d.  i.  ^^  —  r*  ein  quadratum  seyn,    welches 

unm6glich. 

Die  Fomul  9i4^«<*-l>  welche  in  den  Fàllen  A-^i  und 
AzziZ  ein  quadratum  wird^^ksmn  noçh  in  unçnd.lich  yî<i| 
andem  ebonfolls  ein   Quadra^  ^rprdeq,    aîîein  nicht  in  nu- 

meris  integrii^  Dwq  wenii  4^î5grfl4fff.  »4??=St5ïj^£.  «I 

wird  atiôh  2:i^--l  eiti  Quadràt  CHl  sdbâ^  iti  miitieris  WtéM 
gris  keine  iuidem  f^ill*  ftk  die  béyden  geméldten  tetfgKdf 
sind,  hin  ich  nidrt'M  SlÎÉnaè'M  émdmèÊL   ^ 


■  * 

I 


»  \      ■'»/,.  '•■■l  •'/   Mil    .1         *   ■  ' 


*  •  •      f  «  »    l •  '      »  ï  ;    I       •  '^       •    ;  ■  :    :  I  I  '  •       •  •  1  ;»  "  I       l  »  I  •  " 


«M 


;'  :• 


•  •  <     > 


••        M  •'»      '■      *•>      •        .  «4      i'        ■«'»      î'■^        '  "• 


•I  .ût.      .    '.       '     -'»        .i!    ri>,.:   •         J.   •   .!      j«    ;■   .î-.'l 


.  «    (     ' 


i 

#    ^  '        ^         .  i         •  • ,  * •        •     •       II.  .       r 

\.    'i     .1  !..  .'  '      •>  '♦ 


« 


.     L#ËXxRË  >^mjàjL.% 


î.;.      1 

%      -  ' 

GOLDBACH   à    EULBR. 

flkt.'ill                   ■                                    *                                     '""Jrf             *4*l-r«               m  —^^^k...   _ 

t  •  •          -  ". 

• 

4    1»' 

* ,    : .    {.  *' 


Ifie  Aequation ,  welche  Sie  bej  den  seriebus  recurrentibus 
obseryiret  haben,  wird  yielleicht  mit  nacbfolgender  Anmer- 
kiing  .ûbereinkàmmeh  :  '  W^nn  tnah  in  dem  casu^  da  die  lex 
progressionis  ist  CirzaJB; — bj4,  den  terminuiu  generalem 
•etaet.  m afîrVr|-.  n /?*""*,  $ù  wird  der  terminus  primus 
m'\'n,  der  8ecuo4iui  lUiOi^-^n/âjdfjbr  t^rtïi;^  m aa '\-  n/3/3zz 
aniQ-^^  anfi — bm — »  on,  oder  aaz^aa  —  b,  und  /Î/Szz 
0/9  —  69  woraus  folget,  dass  a  und  fi  zwey  radiées  ejusdem 

aequationis  sind,  und  werni  jf  ^^j^X»^.  « ^>  alsdann  /S  m 

-^^^ — ^^^— — ^*  Auf  gleiche  Weise,  wenn  D^rnaC  —  bB-\-cA, 

wird    posito    termino    generali   ma'""  *  -|-  nfi'"  *  "f"  P  y  '^^  *' 
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a^  -zz  aHa  t— *é>b  -|-ic>'*ilnd'  imtm  votii  iden-^reyeit  'radicibus 
dieter^  Ae^ufllioii  die  éint^'ir^' dië  anderei  )d^  dir  dritte'y'^ 
nannll  wirdy  se  fastf  man  don:  -  vMlifgen>  term\nxmi  ([eiiêhilëtti; 
wobey  doèh  al»'»'etwa»iieltlAinei  smiàêtÊketiîittj'dskê,  6h!^ 
gleich  in  den<  aequationibua  quînta&v'Mp^naev  etc. -potdala^ 
tum,  dièse  radiées  sehr  compliéatae  -keyn  mûMeti^  'dfé'ailè 
denenselbtn  zusammcfngeietzten  terniihi*- générales  deiliioch, 
wenn  nnr  a,  b,  c,  eU.,  item^  m,  ri'^'  p,  ète. «  ihtegin  sitlil; 
auch  alleseit  integri  werden'mid  die- mi  den  #adiciblls  aeqna^ 
tionis  enthaltenén  quâniitates  siirdae  «ioh  >einafidkr  flettrtiireH: 

Um    zti  dèmonstrir^enV  daès  2z^  — 2  kan  (^uâdrai  sejn 

kaiui,  setzen  Ew.  2z*— r  2=:  4|(zz— 1)*— i  und  -fupppnU 

ren>  <l^M./>:et.^  ^nuiMi^-'inleil  sH/cjirinii  sînd»^.  Wie  «icktiiim 
den  |:ii^eicheti4w  &rMo4'^'dieK^  JMttppdiitton  -  nibht!>cm 
so  tinde  an  demselben  desto  ncdlci  Upéaich'fdutftiytfifclé^  iféà 
Sie  eudlieb  '  isàif  diesen  Schluss  kommen^  dass  P  immer  um 
1  kleiner  seyn  muss^  als  ein  D^  da  doch  die  Zabi  17  und 
unzàblige  andere  zeigen^  dass  P  auch  um  1  grôsser  als  ein  D 
seyn  kann,   denn  es  sind 

pro  D  —  1 ,  die  termim     3  iz:    1*. 2*  —  1 

99=    5*  2*— 1 
3363zr29V2*— 1 
etc. 
prô  D-hl,  die  termini  17=    i*.**-|-  1 

577=    6*.**H-i 
19601  =  35*.t*-|-l 
etc. 
und   aile  die   numeri    1^   5^  29,  sind  termini  seriei,    cujus 
lex  progressionis  est  6£  —  ^  =  C;  i,  6,  35,  etc.  aber  sind 
die  summae  derselben  seriei. 


^  Vk  gr^MenJftuiiibri.ûi  frMtkf^  ^akhe  Ew.  (èr  V^(9i4^-1) 
g^uiideD  faib«il>,  ttUKikiÉi  tebi^  wahftcheîiiKcb  »  dam  aiitier  i 
iwd:  .13  keîne  pro  vj4  mfcitituigdl  iwerdtn  kénden,  dbmU 
2,44?— ^I.eiq  quadlrttii»  »  inliÉgri»  werd«;  indcisen  dntl 
(Uvcbi  tolçke  prapMÎlione»!  ebm  wegsn  4er.  >Scfa«rîeri|^eit  sie 
«p  demontbrirfai»  neskwiinlig^ 

,.r  Nacllfol|;eiidM  proUoBM  kann  kk  Mlnren;  w«tl  tek  aber 
phngeftikir  darauC  gefallen^i  tO'  weist  iek  nicbi,  ob  dîe  Solu^ 
t^ip  «chwer  ?oder.  leiflht  Au  finden  lejn  maf(:  Daitîi  du<^iis 
qwdiMitit  i  et  M»  MiT^enirB  infiaUii  .modb  tertwnà  ce  bac  lege, 
ut  suninia  ^r^bk-^-ce  ait  aefjualis  tribut  aliis  quadratia. 

Von  dem  Hn.  Doppelmajer  habe  icb  seit  der  Zeit  des 
fiiteden  Cx]perinie»ts^  so  iii  den  Zeitungen  erzâhtet  worden, 
BÎebtt  TerfiomnienÂ  Im  Fait  B#.  ifteMi,  yAe  tr  sich  befin- 
det^  and  ob  er  Tftilig  wieder  ralitittnt  wwdeti^  bitte  icb 
inob  daTon  mi  beiiackriefatii||Mi. 
,,,;.'   f  '■'     Go^ldibacb. 
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BerUn  a.  M.  Oçtobtr  1747. 

Ifie  letztens  ûbertchriebene  Aequation  pro  seriebus  recur- 
t^WÀi  bëiiMet  'àn^VaihM'aùf  Ae^^  Voh  Êi^!  ^eme'îd^en  Ei- 
getKclkift  dîëéér' itèrièi^'.  Denh  Wènn  in' cler  ierie 

man  for mirt  dièse  Aequation  zsi—,mz4-,n:=iOj,  wovon  die 
radiées  sejn  souen  a^.b,  ,9o  dass  a'\'b:;z;m  und  a6i:zn, 
M>   wi;à  Mer   ter^n,^  "generaUrdi;;.^  Form  haben  P  ;= 

zweT  Aequationen  suche ,  ich  eue,  valpraé  a     und  b-  ,   und 

*:       ^/s  tW''    •  ""î'!"'.^'     ij- •■   •.«ï^  ■••  •••'il    '■<  111.  ,  1    ■•i.i')/i 
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einander    a8  a'b"  -=, ï^r-ï — li7        *      Da    nun 

ab-=zn,  a-\'bz:im,  —Qa-\'2ab  —  bb=,  —  (a-^-6)*-f  *û6 
=  -m^^kn,  so  wird  tf/yn*=:^^^r^^^+^^,   folglich 

'  '  '^  4a— -mm  ^ 

^î ""'^^^^^^  ;3  afi(kn  —  mm)  =  quantitati   constanti, 

welche  (posito  xzz,\)  teyn  miitt zzl * • 

Wenn  aber  pro  $erîe  récurrente  ist  D'inmC — nB-^-pA 
und  S'ZzmR  —  nQ-f-pP,  so  formire  ich  dièse  Aequation 
2*  — mxz  +  nz  ;;^ip^±^0,  ^i|^il"|!ft|ra|li^  sejrn  soUen 
a,  b,  c,  so  winl  P  =:  «a* -f /ff6*-Vyc',  Qii:aa.a*  + 
fib.b'^yc.c'',  fl=:aa*a*  +  /î6*6'  +  yc*c*  Aus  die- 
sen  drey  Aequatione^. siiofie.,  jchdiei  yaldres  ao*^  /3b*,  yc*, 
welche  in  einander  multiplicirt  geben  a^ya*6*c*=:aj5yp*, 

weil  a -|- ô-j-cmm,  afc-J- o^H"^^^'' ""^  ^^'^^^-Pî  ^'^^ 
durch  Hûlfe    dieser  Formuln  lassen  sich  in  der  aequatione 

résultante  die  Buchstaben  a,  b,  c  durch  m,  n  et  p  bestim- 

men    und  kommt  die  letzt  ûberschriebene  Aequation   inter 

«  ni  W  '  .      ..' 

P,  Q,  R  heraus. 

Den  ZweifeU  welchen  Ew.  gegen  meine  Démonstration» 
dass  2z*-^-2  kein  Quadrat  sejn  kann,  machen^  kann  ich 
nicht  recht  einsehen^  und^  glaube,  da^  ich  mich  eiitweder 
nicht  deutlich  genug  ausgedjKickt  habev  oder  dass  Dieselben 
ineine  Démonstration .  auf  esnen  andem  casum  gezogen. 

Wenn  2z*  —  2  ein  iQuadrat  wâre  (in  integris),  so  wûrde 
es  grad/  und  folglich  per  4*  divisibel  seyn.  Ferner^  da 
z*  —  i  zn:  (zz  —  i)  {zz  -^  i) ,  muss  das  Quadrat  auch  pcr 
zz  —  i  divisibel  seyn,  und  auch  per  (zz—l),  wenn  zz  —  1 
keihe  '  factôres  quadratos  bat.  Dahero ,  wenn  2  z  ^  —  2  ein 
Qua^at  *^viHU^>  s6  mAiste  dasselbe  eine*  solcbe  Form  haben 


.1  f«i  II  • 
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2z*  —  si  rz:   ^^^  rPP ^    ^^  ^^  die   etwan   iii  zz  —  1    etit- 

haltenen  factores  quadratos  auflieben  soU.  Nun  nehme  ich 
biilig  anj  dafis  pp  und  qq  numeri  inter  se  primi  sind^  oder 

dass  die  ira»tio  —  schon  ad  fiàinimos  terminoB  redocirt  sey^ 
Denn  wenn  pp  et  qq  efinen  divisorém  '  comïnuh^in  hâtten^ 
»o  wùrde  solches  in  der  Fraction  —  per  divisionem  weege- 
bracht  werden^kônhen.  Wenn  demnach  2g^— 2^::;  '   ^"7-    ^^4 

qq 

so  î«t  ^(2Z+ i)  (zz-*— 1)9^^::  *(2Z  —  i)*pp,  und  foiglich 
(zz  -|-  l)qqz:z2  [zz-—  i)pp,  woraus  entstehet  zz  =:  /^^^ 

■  mP  "^  7  H 

Da  nun  zz  ein  numerus  integer  ist^  so  musa  2pp  —  qq  ein 
divisor  «eyn  von  2pp'^qq,  folglieb  auch  von  kpp  oder 
Ton  2iqq.  Da  aber  pp  et  qq  numeri  inter  se  primi  sind^  sa 
kann  solcbes  nicht  geschehen^  aU  entweder  wenn  2pp- — qq 

zn  i,  ôder  wenn  2pp  —  qq':zi2,  denn  da  y^^Z^"—-  *  H" 
,-^^^  =  ,r^^^^  -  I   und  p  et  q  numeri  primrinter  .e, 

so  ist  auf  keine  and  ère  Art  moffliclij'  dass  ^^"1"?^  ein  nu^ 
merus  integer  werde. 

Es  sey  also  I.  (si  fieri  possit)  2pp  —  qqzzil,  so  wird 
zz  ziz  2pp  -y  qq'Tz.  kpp  —  1 ,  welches  in  numeris  integris 
unmôglick  ist. 

Wenn  IL  2pp — qqiz2,  so  wird  zzrzi  ^^^^^ ^iqq-f-i, 

welcbes  gleichfalls  nicht  môglich  ist.  Also  kann  auf  keinerley 
Art  2z*  —  2  in  integris  ein  Quadrat  werden. 

Setzt  man  z  fur  zz  um  zu  suchen  in  wclchen  Fâllen 
2zz  —  2  ein  Quadrat  werden  kônne^  so  gibt  es  zweyeriey 
Fâlle  I.  zzizkpp — 1,    und  II.  zzzLqq  -{-  \,    welches  dieje- 

Corr.  math,  et  phjft.  T.  L  OA 
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nigen  sind,  fto  Ew.  anfùhren^  die  aber^metnê  vorige  Dé- 
monstration niclit  entkrâften,  welche,  so  vîel  ich  mich  er* 
innei*e^  generaler  war;  denn  ich  hatte  bewîesen^  dass  nicht 
nnr  2z*  —  2  sondern  auch  2z*  —  2ii*  keîn  Quadrat  «eyn 
kônne.  Wic  idi  «ehe,  so  iftt  dièse  meine  Démonstration  nun 
im  \.  tomo  Commentarionim  gedruckt. 

Das  problema:  Datis  duobus  quadratis  aa  et  bb,  invenire 
tertiimi  xx,  ut  summa  aa'{-bb-\-xx  alio  quoque  modo 
fiât  resolubilis  in  tria  qtindrtita^    habe  î<^h  also  solvirt:  Sît 

aa  -^'bb  '\-xx=L{a^  2pr) *  +  (*  4  2qry  ^  (x  —  2r)S 
crit  0=^  kapr  -|-  kpprr  -\-  kbqr-^  Wqqrr  —  krx-^  krr, 
unde  per  kr  dividendo  fit  xznap  -{-ppr  -\-'bq  -k-  qqr  -\'  r, 
tro  pro  p,  q  et  r  numeri  quictinqne  integri  tam  affirmativi 
qnatti  tiegativi  ar^cipi  possunt.  Woraus  tinendlich  viel  solu- 
tiones  partinilares  fliesseti.  Als,  esseyptnl,  ^rr  —  1,  erit 
àî  rr  a  • — b  -[-  r  und 

a^  -(-.  6 A  +  XX  r=  (a  4-  2r)*  -f  (6  —  2r)*  -+-  (x  —  2r) \ 
Meine   Pièce  ûber  den  Saturnum  ist  in  Paris   nicht  mir 
Tvoht   angekommen,    sondern  ich  bore  aiieh,    dass  man  mît 
derselben  sehr  wohl  ziifrieden  ist  und  sie  allen  andern:  so 


eingelaufen,   weit  vorziehet. 


Euler. 


—   kki    — 


LETTRE    CXII. 


GOLDBÀCH     à     EuLER. 
SoMMAimi.   Suite  des  recherches  précédentes. 


PU  m      i\        ^    ^ 


Su  Petertbiu^  d    37.  Jinuar  1748. 

Auft  der  Inlàge/  welche  mir  wieder  zurûckzusenden  bîtte^    . 
werden  Ew.  afin;  besten  selien^  worauf.mein  Toriges  dubium 
gegriindet  geweaen. 

Dero  .Solution  des  problemalis:  datk  duobus  qiiadratis 
aa  et  bb,  invenire  tertiuro  xx  bac  lege>  iit  aa-^bb^  xx 
plus  qiiain  uno  modo  sit  summa  trium  quadratorum ,  ist 
offenbar  iind  gênerai:   denn  obzwar  die  aequatio 

0  rr  kapr-^-kpprr  -f-  f^bqr  -f-  ^qqrr  —  krx  -[-  ^rr, 
per    kr  divisa  nicbt  x'zz^ap-^prr  -\-bq  -{-  qrr  -\'  r,    son- 
dern  x  rz  ap -f- ppr ->- 6^ -|-  qqr-\-r  gibt,  so  bat  doch  die- 
ser  kleine  error  calculi  keble  inflnence  in  die  Metbode  seibst. 
Indessen   bleibet  die  Démonstration^  dass  eine  sunima  trium 


—     **0     — 

nigen  sind>  to  Ew.  anfùhren^  die  aber'inetné  vorige  Dé- 
monstration nieht  entkrâften,  welche,  so  viel  ich  mich  er* 
innere,  generaler  war;  denn  ich  hatte  bewiesen^  dass  nieht 
nnr  2z*  —  2  sondern  auch  2z*  —  2u*  kein  Quadrat  seyn 
klinne.  Wic  idi  «ehe,  so  iftt  dièse  meine  Démonstration  nun 
im  \«  tomo  Commentarionim  gedruckt. 

Das  problema:  Datis  duobus  quadratis  aa  eibb,  invenire 
tertium  xx,  ut  summa  aa-{-bb-\-xx  alio  quoque  modo 
fiât  resoinbilis  in  tria  qiiadrtita,    habe  îeh  also  tolTÎrt:  Sît 

aa-^'bb  -f  aî«=:(û-|-2pr)*  4-(6 -f  2<yr)*-f  («  —  2r)*, 
crit  0:^  kapr  -(-  kpprr  -\-  kbqr-^  kqqrr  —  \rx-^  krr, 
unde  per  hr  dlvidendo  fit  xziiap  -{-ppr  -^  bq  -^  qqr  -■\-  r, 
tro  }ifro  p,  q  et  r  numeri  quicunqne  integri  *  tam  affirmativi 
qoani  negativi  ar^cipi  possunt.  Woraus  ùnendlich  viel  solu- 
tiones  partimilaros  fliesseti.  Als,  esseyprnl,  q:^  —  1,  erit 
dù:na  —  b  -j-^  r  und 

a^  -(-.  66  4-  XX  r=  (a  4-  2r)*  -f  (6  —  2r)*  -+-  (x  —  2r) \ 
Meine   Pièce  iiber  deh  Saturnum  ist  in  Paris   nieht  nur 
Tvoht   angekommen,    sondcm   ich  hôrc  anrh,    dass  man  mît 
derselben   sehr  wohl  ziifrieden  ist  und  sie  allen  andern;  so 

eingelaufen,  vveit  vorziehet. 

Euler. 


—     Ul     — 


LETTRE    CXII. 


Goldbàch    à    EuLER. 


SoMMAifts.   Suite  des  recherches  précédentes. 


PU    <■        Il  ^      » 


6t.  Petersbiizg  d    37.  Jinuar  1748. 

Au8  der  Inlage/  welche  mir  wieder  zurûckzusenden  bitte,    . 
werden  Ew^  afin  besten  selien  ^  worauf.  mein  ronges  dubium 
gegrimdet  geweaen. 

Dero  .Solution  des  problematk:  datîê  duobut  quadratis 
aa  et  bb,  invenire  tertiuro  xx  bac  lege^  iit  aa-^bb^  xx 
plus  qiiain  uno  modo  ait  summa  trium  quadratorum  »  ist 
offenbar  iind  gênerai:   denn  obzwar  die  aequatio 

0  rr  kapr-^  tpprr-f-  *6^r-f-  ^qqrr  —  irx-f-  ^rr, 
per    \r  divisa  nicht  x'zz.ap-^prr  -\-bq  -{-  qrr  -\'  r,    son- 
dern  x  zz  ap -f- ppr -^- 6^ -|-  qqr'\-r  gibt,  so  bat  docb  die- 
ser  kleine  error  calculi  keine  inflnence  in  die  Metbode  seibst. 
Indessen   bleibet  die  Démonstration,  dass  eine  summa  trium 


-     kk2     — 

quadratorum  imparium  vor  8  m  -f-  3  in  quocunque  casu  ip- 
sius  m  angegeben  werden  kônne>  noch  sehr  dunkel.  E»  ist 
niir  eingefallen^  dasft  wenn  man  die  drey  radiées  quaesitas 
setzen  môchte  A,  B,  C,  und 

iJ  m  1  -|-  am  -j-  bmm  -f-  cm*-f^  rfm*  +  etc. 

B  zz  1  -f'  ûm  —  bmm  —  cm*  —  dm^  —  etc. 
folglich 

AA=.i  -^  2am  ^- 26mm  +  2cm* -f  2rfm* -f2em* -f-ctc. 

-f  aa         +2a6     -|-2oc    -f-2ad 

BB  =1  -f2am— 26mm  — 2cm*  — 2dm*  — 2em*  +  etc. 

-j-oa         — 2a6    — 2ac     — 2arf 

-fié       -h  26c 
und 
CC=l-f  8m    —  2aamm       ♦      —266m*  — *6cm* 

—  ka 
alsdann    i4i4  4- BB-^  CCz=:8m -|- 3   und  aile  coëfiicientei 
6,  c,  (f^   etc.   per  solam  a  detêrminîrt   werden  kônnten,  so 
dass  a  eine   quantitas    indeterminata    bliebe,    denn   es   wird 
posita 

Crzl  -•\^  am  -{-  /Smm-^-ym^  -\-8m^  -^  etc. 
arz:4  —  2a,    /?=: — 2aa  —  aa,    y:^ — 2a/9,  etc. 
hieraus    wùrde   femer  folgen ,    dass   wenn  das  theorema  an 
sirh  selbst  wahr  ist,  die  séries  A,  B,  C  allezeit  numeris  in- 
te^ris  gleick  seyn  wûrden,   man    môchte  auch  vor  a  anneh- 
nieii ,  was  man  woUle. 

Goldbacb. 


—     kW    — 
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LETTRE    CXIII. 


EuLER  à  Goldbàch. 

.';••;.■       ■  :•■ 

So'âMAiBB    Svâtm  dtt,.i'«cher«b«ft  précéd«iitet.    Thëorèait  et  fé^oiétrM. 


•  1 .  •  I  > 


.r      •    .  j  »  .  •     •         « 


Berlin  4  38»  Februar   il^,   ■ 


Das  ùber  ni^en  vbrigen  Brief  gehabtè  idubiubu  wird  so^ 
gleich  .wegfàUénj!  wenn  £w.  ûch  zu  erinnerà  belieben  wer^ 
den>.  dass  daselbfl  von  numem  integris  die  Rede  %ey,  denii 
da  P'zz.kpp-r-^i,  so  kann  in  ganzen  Zahlen  P  unmôglick 
ein  Quadrat:aeyB;  in  Brùchen  aber  wâre  solcbe»  auf  unend- 
Uche  Arien  moglicb. 

Dass  aile  in  dieser  Formul  8m-|-  3  enthaltenen  Zahtetl 
in  drey:  quadrata  imparia  resolvirt  werden  kônnen^  bin  ich 
noch  keintesilir^gs  iin ,  Stand  txL  beweiseny  nngeacbt  ich  mtr 
daruber  den  Kopf  schon  ziemlich  verbrochen  babe.  So  oft 
8in-|r3  ^Q  nuiherua  primua  \%t,  so.  ist  dieselbe  allzeit  in 
dieser   Fonn   %àa  -^  bb   eiitbalten^,  als    3  =  2.1  -^  i\\ 
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U=2.i-|-9;  19  =  2.9-1-1;  Wiz:2.9-f  i5,  de-  ond 
▼on  getrauete  ich  mir  noch  die  Démonstration  zu  finden.  Ich 
glaube  auch  nicht,  dast  man  fur  dièse  Proposition,  dast 
Sm'\-Z:zLaa-^bb'^ce  eine  solche  Démonstration  finden 
kônne^  wodurch  die  drey  radiées  a,  b,  e  selbst  bestinmit 
werden,  sondem  man  wird  nur  die  possibilitatem  résolu- 
tionis  anzuzeigen  im  Stande  seyn.  Aus  diesem  Grunde  habe 
ich  zu  dem  von  Ew.  eingeschlagenen  Weg  kein  grosses 
Vertrauen^  weilen  dadurch  nicht  nur  die.  Môglichkeit  ge- 
zeigt^  sondem  auch  die  tria  quadrata  selbst  in  génère  an- 
gegeben  werden  kônnten,  welches  tetctere  ich  gleichwohl 
fiir  unmôglick  halte.  Die  Démonstration  mûsste  unge&hr 
meines  Erachtens  derjenigen  âhnlich  sejn>  wodurch  ich  be- 
wiesen,  dass  omnis  numerus  primus  4n  -{-  1  ^îvie  summa 
duorum  quadratorum  sey.  Ich  beweise  erstiich^  daas  eine 
jede  summa  duorum  quadratorum  aa  -|-  66  (wo  a  et  6  nu- 
meri  inter  se  primi  gesetzt  werden)  keine  andere  divisoret 
haben  kônne>  als  welche  gleichfalls  summae  duorum  qua- 
dratorum sind.  Hèmach  so  oft  ïn  +  1  ein  numerus  primus 
ist,  kann  ich  unendlich  viel  Zahlen  hujus  foitnae  p^*  ^  f** 
angeben ,  welche  durch  kn  -^  l  divisibel  sind.  Da  nun 
p^"-\-il^'^  eine  summa  duorum  quadratorum  ist,  so  musi 
auch  ^n  -{-  t  als  ein  divisor  derselben  Formul  gleich£alls 
eine  summa  duor»  quadr.  seyn.  Die  resolutio  autem  ipta  in 
duo  quadrata  wird  hierdurch  nicht  offenbar,  sondern  nur 
die  Môglichkeit  derselben  bewiesen. 

Man  kann  aber  dièse  Proposition ,  dass  8  m  4-  3  alleeit 
eine  summa  trium  quadratorum  sey,  in  vielerley  andere 
Formen  einkleiden,  welche  vielleicht  leichter  zu  demonslr^ 
ren  seyn  dûrften.  Als,  wenn  man  beweisen  kdnnte,  dasi 
proposito  numéro  quocunque  integro  m,  (ùt  p  und  q  allseit 
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8okhe  Werthe  aiisugeben  mâ^lich  waren^  M  dass  nachfai-» 
gisnde  ae<[tiatâo  eubica 

dD*  —  {2p^i)xx  f  (2pp^2p  —  l  —*m)a3 ---ijf=.0 
allti    érej   radicet   rationales  uberkiàme^    so   ware  die  Sacb 
auch  bewieten.     Dcnn  wenn  a,  b,  c  die  radicet  dieser  Ae« 
quatioo  iviren,  »o  wurde  2p  —  i:zia-\^b^c,.et 

2pp  —  2p  —  1  —  km  z=z  ab  -\-  ac  -\-  bc. 
Weil  Hun 

kpp-^kp^  i  =oa-f  &6-4-CC  f  2ai-H2ac  +  2*c, 
8o  stibtrahîre  man  davon 

*pp  --*p  —  2  —  8m  =  2o6-|-2ac-f  2&c 

M  bleibt  ûbrig  Sm  4-  3  ^^^  <sa  -f-  ^^  +  c<^*  I<^  hab^  ^ber 
hiezu  scfalechte  Hoffnung^  weil  die  Demonatration  nur  aiif 
▼alorea  intefpros  ipaiua  m  gehen  nuuatc;  denn  in  firactit  wàre 
die  Sacb  oft  unoidgiicb* 

Icb  babe  dièse  Sach  ancb  folgendergettalt  betraefatct:  Ëa 
musa  allzeit  môf^Kch  seyn  von  8  m  4*  3  eiasolcbes  Quadrat 
Kxx  ^'-^kX'\-  i   su  subtrahiren^   dass  der-  Rest 

8  m  4-  2—  kxx-]-  kx 
in  zwey  quadirata  resolubel  werde.    Folglich  muss  auch  die 
Hâlfte  davon  ^m  -f- 1  —  2xx  -^  2x  eine  summa  duor.  quadr. 
seyn,  nehmlich  kyy  —  '►J  +  1  +  kzz,  also  wurde 

XX  —  X     ,  . 

m = — ^ — \-r7  —  y  '^^^' 

Wenn    man    dahero    beweisen    kônnte^    dass    dièse    Formut 
— ^ h  / J  —  /  ^  zz  aile   numéros   intègres  in   sich  be- 

greife,  so  wâre  das  theorema  auch  bewiesen. 

Fermât  sagt  in  seinen  Observationibus  ad  Diophantum^ 
dass  dièse  Aequation  x^^zy^  -{-  z"  in  numeris  rationalibus 
allzeit  unmôglicb  sey^  exceptis  casibus  nz^l  et  ni=:2> 
nehmlich    weder    eine  summa  duorum   cuborum  kônne  ein 
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eubut,  noch  eine  tumiiia  duorum  biquadratoriun  ein  biqua- 
dratum^  noch  in  génère  eine  tumnia  duarum  potestatum 
altiorum  eine  gleiche  potentat  seyn*  Er  aagt,  daas  er  dafùr 
eine  selir  ingénieuse  Démonstration  habe>  welche  er  aber 
wegen  Mangei  des  Raumt  nicht  beysetsen  kônne.  Es  ist  also 
sehr  schad,  dass  auch  dièse  nd>st  vielen  andem  Yerloren 
gegangen. 

Ich  bin  neulich  auf  nachfolgendes  theorema  geometricum 
gefallen^  welches  mir  merkwùrdig  zu  seyn  schetnet.  Nehm- 
lich^  gleich  wie  in  einem  jeden  parallelogrammo  die  tumma 
quadratorum  iaterum  der  summae  quadratorum  diagonalium 
gleich  ist,  so  ist  in  einem  jeden  quadrilatero  non  paralle- 
logrammo die  summa  quadratorum  Iaterum  grôsser  als  die 
summa  quadratorum  diagonalium  ^  und  der  excessus  kann 
also  concinne  angegeben  werden:  Man  bisecire  (Fig.  28)  in 
dem  trapezio  ABCD  die  diagonales  AC  und  BD  in  iV  et 
M  und  jungire  die  Linie  MN,  %o  wird  sejn: 

Euler. 
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LETTRE   CXIV 


.    / 


GOLDBACH   à  £yLER. 
SoMMAiBS     Suite  des  recherclier'arîthiiiëtiqaes. 


St    Petersburg  d.  6.  Aprîl  1748. 

Jn  Ew.  Schreiben  vom  2.  Sept,  halte  ich  die  Worte:  dass 
P  um  i  immer  klevier  als  ein  Quadrat  seyn  muss,  fur  eine 
zur  vorhergehenden  Formul  Ç=?  +  y(2PP±2)  gchô- 
rige  Condition  angesehen^  welche  sich  aber^  wie  ich  nun- 
mehro  finde^  blos  auf  die  Aequation  zzziLkpp  —  1=  P 
rapportiren^  so  dass  ailes  seine  Richtigkeit  hat. 

Wenn  Ew.,  wîe  Sie  vermuthen,  demonstriren  kônnteh^ 
dass  aile  numeri  8  m  -|-  3  ^  wenn  sie  primi  sind ,  zu  dieser 
Formul  2aa-|-^^  gebracht  werden  kônnen,  so  werden  Sie 
auch  leicht  finden^  dass  aile  numeri  primi  4m-|-3  zu  die- 
ser Formul  gehôren  2QQ-\-bb  -{-  ce,  weil  ,dieselbe  meihes 
Eraditenf  aile  numéros  impares  in  sich  begreift;  wenn  aber 
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tolches  nur  von  allen  nutneris  primU  demonttrirt  wâre,  %o 
wûrde  offenbar  seyn^  dass  aile  numeri  integri  affirmativi 
aut  vier  quadratis  bestehen. 

Whs  die  transmutationes  einer  summae  quatuor  quadra- 
torum  betrifil^  fto  habe  ich  derselben  unterschiedene  gefun- 
den,  welche  ich  folgendergestalt  exprimiren  will,  dass  A 
einen  numerum  trigonalem,  2  A  ein  duplum  trigonalis^ 
3  A  ein  triplum  etc.  D  -h  D  ein  aggregatum  duorum  qua- 
dratorum^  2D  ein  duplum  quadrtti  etc.  bedeuten;  solchem- 
nach  wird  eine  jede  Zabi  seyn: 

I.  2n-h   n-f-*A;    IV.  2a4-n-f-   A; 

II.    n-|-2n+-2A;       V.       n-|-A+*A; 
III.    n-h2A-|-%Aj     VI.  2D4- A-|-  2A; 

VII.     A  +  2A-|-*A; 
VIII.     D+     n-|-2A; 

,x.   °+   °+    °-, 

aus   welchen  nocb  viele  anAere  deducirt  werden  Lonnea. 

In   der  nachfolgenden  Formul 

a  a  —  a-\-  bb  —  è-j-cc—  c-|-  dd  —  rf-f-  1 

ist  oSenbar^  dass  «elbige  eine  summa  quatuor  quadratorum 
wird,  wenn  dzzz  —  a  —  b  —  c+l?  wcnn  aber  auch  d  pro 
numéro  quocunque  genoinnien  wird,  muss  die  formula  den- 
nocb  eine  summa  quatuor  quadratorum  seyn.  SoUte  mir 
etwas  Neue»  von  dieser  Materie  einfallen^  werde  ich  dat 
Vergnùgeu  haben  selbiges  Ew.  zu  communiciren. 

Goldbfich. 
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P.  S.   Wenn  die   numeri  a,  h,  c  in  casu 

2aa  -)-  66  +  cc  zn  2n+  1 
gegeben  sind>  so  kônnen  daraus  die  vier  quadrata  pro 
summa  2n  f  3,  *n-|-3,  6n4-3.  *n-|-6,  8n-|-6eU". 
imgleichen  vor  2n  -|-  2pp  -f-  *  >  ^w^^  ^  ^ff'^r  àd^  allwo 
p,  f,  d  numeri  integri  quicunque  sind ,  leicht  angegeben 
werden^  und  dièse  formula  2aa  -f-  \bb  +  (2c+l)^-f-2 
irt  allezeit  gleich  einer  andern  2^/l  +  *BB-|K(2C-|-i)*, 
von  welcher  letztern  Proposition  aber  die  demonstratio  ri- 
sorosa  fehlt. 


4 
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LETTRE  CXV. 


E  U  L  E  E     à     G  O.  L  D  B  A  C  H. 


Sommai  RI*    Recherches    ultëneuret  sur  les  nombres. 


Berlin  d.  4.  Mai   1748. 

iVenn  der  Satz  wahr  ist,  dass  8  m -|- 3^2ao -[- ^6,  »o 
oft  8fn  -}-  3  ein  numerus  primus  ist^  so  sehe  ich  nicht^  dass 
auch  immer  seyn  musse  kn-\-  3ziz2aa -^  bb -f-  ce,  so  oft 
%fi -[-  3  ein  numerus  primus  ist;  es  wâre  denn^  dass  man 
beweisen  kônnte^  dass  in  diesem  Fall  immer  wâre  ^n  -f  3 
zz:  8m -|- 3  + 4  (2/) -(-  1)\  Vielleicht  aber  ist  dièses  sogar 
wahr^  wenn  auch  kn  -\-  3  kein  numerus  primus  ist.  Zum 
wenigsten  dâucht  mich,  dass  6n  -j-l  z^{8m  -{-  3)  (2^  -{-  1)* 
-f-  4-  (2p  -|-  1)*,  existente  8  m  -|-  3  numéro  primo.  Wàre  nun 
dièses  wahr^  so  wùrden  freylich  aile  numeri  prinii^  und 
folglich  aile  Zahlen  summae  quatuor  quadratorum  seyn. 
Allein    ich    glaube   kaum^    dass  sowohl   bey   diesem  als  bey 
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andetoa  ^enaotîaniscben  theorematibus  mit  Gênera If-Formuln 
etwat  ?ausEttrichtèii  ist.  Denn  was  das  theorema  anlangt^ 
da»ft  éint  îeglk^e  Zabi  eine  sumina  trium  trigonalium  sejr^ 
so-  irt  •okhes  nur  yon  numem  integrra  zu  verstehen;  und 
.wûrde  daher  sogar  unmôglich  seyn  diesen  Generalsatsi 

n  —      ^        i        5        h  —y— 
zu  beweisen,    weil  derselbe  sogar  in  viel  Fàllen^    nebmlicb 
wenn  n  rz  — *  oder  -r-*  oder  —  etc»  fal^cb  wâre.  Denn  wenn 

À  i  Jl 

dicser  Satz  aucb-  ftîr  gebrocbene  Wertlievon  n  wabr  wâre, 
80  'Wiirde  eine  jeglicbe  Zabi  sogar  eine  suînina  triilm  qifa- 

dratofum  sejm  kômién,  indem  8fi4-3'=(2a4^l)*4^(2A-)-*)* 
+  (Ôc4-<)**  ûnd  8n-f  3  aile  Zablen' in  «cb  begrifie.  Aliw 
kamn  Ew.   IX.  Pormul;   kraft  welcber  eine  jede'ZatiI  êeyn 

soll  HZ  S-^^t^dlD,    wofem  kein  ScbreîbfehIer  darin  befind- 

lich,   nicbt  5tatt  finden;   denn  wenn  quivis  numerys  n  =r 

fiiSifl#  «a  wurde  quivit  niunerus  par  2arrn-|-D4-D, 

welrhe»  doch' bfcy  unendlicb  vîelen,  al8  28>  60  etc.  nicbt  an- 
geht.  Hihgé^eti  kommt  mir  dîé  VIII.  Formul  nrrD+D-f  5i^ 
•ebr''thëiptwûk'dîg  vor.  Von  deren  Wabrbéit  îch  durcb  die 
Induction  bin  'Ûberfubrt  worden,  ungeacht  îcb  nicbt  $ebe, 
wie    dieselbe   ails  dieser  nz:i:D-^D^D'\-Df    oder  dieéer 

nniA-f-^-^"^  folget.  ' 

Die  Foirinul  au  —  a  -|-  l>b  —  ^  +  ce  —  c  -f-  dd  —  d-\-  1 
ist  ^ene<*aliter  ;,  und  also  nicbt  allein  in  dem  Fall  da 
a  -{-b  -^  d^-d:::!  i ,  eînè  sunima  quatuor  qùadrsitorum  ;  denn 
dieselbè  ist  i  ' 

...i:«-T)'v(*-:i)'+.(»-4)"+(''-T)*^ 

Dei|n,,fipgeactit  di^«e  qtiadr^ta  fracta  sind,   m.  itt  docb  ge- 


wiss,  omnem  numeruiii^  qui  tit  tumma  quatuor  quadrator. 
£ractoruin>  eundem  in  întegrit  eme  k  quadratonim  tummam. 
Folgendes  tkeorema  kann  auch  dienen  in  vielen  Fallen  die 
quatuor  quadrata  aelbst  zu  beatimmen^  woraus  eine  Zakl 
zusammengeaetzt  ist  ;  Si  m  i=:  aa  4*  66  4"  ce  ^  dd  et  nz^ 
pp  '\-q(}  -{-  rr  -\-  ss  erit  mnznzA^  4-  B*  -f-  C*  -|-  />*  existente 

J  z=:  up  -^-^  bq  -\'  cr  '\'  ds 

Bz=LQq  —  bp  —  es  '\'  dr 

C'=:ar  -^  bs  —  cp — dq 

Dzzas  —  br-^cq—^dp. 
Weil  man  nun  die  Zahlen  a,  i,  c,  d,  p,  q,  r,  s  aowohl 
affirmative  als  négative  annehmen»  dieaelben  ferner  auch 
nach  Belieben  mit  einander  combiniren  oder  ihre  Ordnung 
verândem  kann^  to  ist  die  reaolutio  prqductî  mn  auf  aekr 
yielerlej  vergrhiedene  Arten  môglich. 

Meines  Erachtens  ist  also  nicht  leicht  eine  Démonstra- 
tion von  dergleicben  Fermatianisdién  theorematibus  zu  er- 
warten,  so  lang  man  die  numéros  trigonales,  tetragonales, 
peiitagonales  etc.  durch  die  gewôhnlichen  Generalformuln  aos- 
drùckt>  weil  in  denselben  auch  die  numeri  fracti  mit  begrif- 
fen  sind»  welcbe  doch  in  den  meisten  theorematibus  aus- 
ges(ldossen  werden.  Ich  habe  mir  zu  diesem  £nde  die  Sach 
folgendergestalt  vorgestelU: 

Es  sey  ^=1 -f-x*-4-a3*+a;* -f  œ^^^-f-x'^+x^^+xV+etc, 
wo  keine  andere  potestates  ipsius  x  vorkommen^  als  deren 
exponentes  sind  z=  A .  Wenn  man  nun  das  quadratum  die- 
ser  seriei  nimmt^  so  wird  ss  zz:  einer  seriei^  in  der  keine 
andere  potestates  ipsius  x  vorkommen,  als  deren  exponentes 
sind  zz  A  -f-  ^>  und  5*  wird  gleich  einer  seriei,  da  der 
Potestaten  ipsius  x  Gxponenten  sind  zu  A  -|-  A  -|-  A.  Wenn 
man   nun   beweisen   kônnte,  dasê  i|i   der  série  s*  aile  pote- 


.-...•*! 
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statoi  iptiuê  x  yorkommen»  to  ware  diètes  ein  Beweit  om- 
«ein  niimerom  hitegrum  esse  summam  trium  trigonalium. 
Diesc  séries  lassen  sich  aber  leicht  generaliter  bestimmen  : 
denn  es  sey  " 

/*  rr  1 4-  Ax;^  Bx^  -h  Cx^-^-Dx*  -h  £x*4-  /x V  Gx''-^  Hx^-\-  fo'4-  etc. 

so  sind  die  valores  dieser  GoêffidenteD  fur  die  verschiedenen 
\alores  von  n,  wie  folgt: 


2: 

•  Il 

<  s 

%^' 

A  et. 


i.J.B.C.D.E.F.G.H.lK.L,M.N.O.P.Q.M.S.T.U,f:HrX.rZ.a,p.y.è.€, 

1. 1.  a  i.<K  0. 1.  a  a  0.  i.  o.  o.  o.  o.  i.  o.  o.  o.  o.  o.  i.  o.  o.  o.  o.  o.o.  i.o.o. 

1.  1. 0.  1. 0.  0. 1.  0.  0.  0. 1.  0.  0.  0.  0.  1. 0. 0. 0.  0.  0.  1. 0.  0. 0.  0.0.0. 1.0. 

1.  i.  0.  1. 0.  0.  I.  0.  0.  0.  1.  0.  0. 0.  d.  t.  0.  0.  0.  0. 0.  1. 0. 0.0.0.0.0. 

1. 1.  0.  1.  0.  0.  1.  0.  0.  0.  I.  0. 0.  0.  0.  I.  0.  0.  0. 0. 0. 1.0.0.0. 

1.  i.  0.  1.  0.  0.  1.  0.  0. 0.  1.  0.  0.  0.  0.  f .  0. 0.0.0.0. 

1.  1.  0. 1.  0.  0.  1.  0.  0.  0. 1.  0.0.0.0. 1. 

i.  1.0.  1.0.0.1.0.0.0. 


s" 


t.  %  1. 2.  %  0. 3.  %f>.  r  2. 1  1.  %  0.  %  %.  0. 2.  0:  t.  ♦.  1. 0.  2. 1. 0.  T 

1. 1 1. 1  a.  0. 3.  %  0.  a.  i  a.  1.  a.  o.  x  4. 0.  a.  0. 1. 4. 2. 0. 2. 2. 0. 

t.%  t.  2.  X  0. 3. 7.  0.  1.  a.  a.  1. 2. 0. 2.  4.  0.  2.  0. 1.  4. 2.  0.  2. 

1.1.  1. 2.^.  0.  3.  a.  o;  2.  %  2.  î.  2.  0.  2.  4.  0.  X  0.  1.  4. 

1.2.  1.  2.  2.  0. 3.  2.0.  2.  2.  X  1. 2.  0.  2.  4.  0. 

%'{  .     ,  .     u  X  1.  X  X  0.  3.  2.  0.  2. 2.  X  1. 

1.  2.  I.  2.2.0.  3. 


.^,  1,3,  3,4,6,3,6^^,3,7,9,  6,  9,  9,  S,  6, 15,9,7,12,3, 15, l^ 6, 12, 12, 9, 12, etc. 

Wenn  man  aiso  zeigen  kônnte,  dass  in  dieser  série  pro 
nrz:3  kein  terminus  =:0^  so  wâre  bewiesen,  dass  eine  jede 
ganze  Zabi  eine  summa  trium  trigonalium  ist.  Gleicb  wie 
man  aus  der  série  /i:n2  sieket^  da  viel  lermini  =^0»  dass 
viel  2aMen  aueh  niçht  stunmae  duorum  trigonalium  sind, 
nehmiicli  i,  B,  ih,  IT,  f9,  &3;  26,  ete. 
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Auf  gleiche  Weise  kann  auch  die  Gètnposîtion  numéro- 
runi  ex  quadratit  vorgestellt  #erden; .  denn  ick  seize  zu  die- 
•eip  Ende 

5  =  1  +  x'  -f  X*  -f  x'  4-  «'*  -f  x"  +  x*«  -h  Jp*^  +  elc. 
und 

^~i-\-Ax-\'  Bx^  f  Cx*  -f  Dx*  +  Ex*  -f  Fx«  +  etc- 
Hier    werdeh    nun    die    coëfficiehtes   singularum  potestatum 
ipsius  X  pro    valoribus    ipsius  n  successive    folgendergestalt 
gefunden:  , 


Evponeiites  ipsius  x 

0. 1.  7.  3.  «. 

5. 

6.T«.  '9.10.11.12.13.14. 

tt    1 .    i 

15. 

16.  etc. 

CoêfBciente^  casu  us  1 

•                                        • 

1.  X,  0.  0. 1. 

• 

0. 

,0.0.0.    1, 

Or 

< .  -  .- 

0.  ,0.    0. .  0. 

0. 

l.€tC. 

dasu  addir9 

1.  lao. 

1. 

0.0.0.    0.. 

l. 

0.   0.    0.    0. 

0. 

0. 

! 

1. 

1. 

0.  p.  1.    0. 

0. 

0.    0.    1.    0. 

0. 

0. 

1 

1. 

1. 

0.    0.    1.    0. 

0. 

0. 
1. 

Go«fBci€Dies  casa  n  s  2 

1.  2.  1.  0,  % 

X 

i).  fi.  i. ,.% 

X 

.0.   0.    X   Q. 

0. 

2. 

1.  2. 1.  0. 

% 

2.0.0.    1. 

X 

2.    0.  0.    X 

0. 

0. 

.               .              ! 

1. 

% 

1.0.  X    2. 

0. 

0.    t    X   X 

0. 

0. 

<1.- 

X 

1.    0.    X    2. 

0. 

0. 
1. 

Coéfficientes  casu  n=3 

1.3.3.  1.3. 

6. 

3.0.3.    6. 

6. 

3.    1.    6.    6. 

0. 

3. 

1.3.3.  1. 

3. 

6.3.0.    3. 

6. 

6.    3.    1.    6. 

6. 

0. 

1. 

3. 

3.1.3.    6. 

3. 

0.    3.    6.    6. 

3. 

1. 

1. 

3. 

3.    1.    3.    6. 

3. 

0. 

1. 

• 

1.4.6.4.5. 

12. 

12.  4.  6. 16. 

18. 

IX  8.  16.24. 

IX 

5. 

Hier  kommen  in  der  série  fur.  n  z::  2  noch  hàufig  0  vor, 
bey  J,.6,  7,  11,  13,  1*,  15,    welches  ein  Zeichen  i$t, 
dass  dièse  Zahlen  nicht  ;|ind.p  ^l-  D.  In  der  série  nz:i  3  findet 
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sich  die  0  bej  den  Zahlen  T ,  15,  dahero  dièse  Zahlen  iiicht 
ftummae  trium  D  ftind,  in  dcr  série  n^ZLk  aber  kommtkeine 
0  mehr  Yor.  Dahero  mùsstè  nur  dièses  bewiesen  werden 
kônnen. 

Auf  bejliegendem  Zettel  habe  ich  die  verba  Fermatii 
ûber  seine  demonstrationes  theorematum  copirt»  woraus  man 
unge&hr  merken  kann^  ans  was  fur  Grûnden  dieselben  her- 
geleitet  waren^  und  eben  deswegen  ist  der  Verlust  derselben 
meines  Erachtens  um  so  viel  mehr  zu  bedauern. 

Hier  gehet  daf  (j|ierpoh|>  dfsf  rwn  dw  Ai^demie  zu  Paris 

fur    dièses   Jafar   der    ganze  Préis    mir  ^  zuerkannt   worden , 

worûber    vielleicht    morgen    die    Nachricht    seibst   erhalten 

werde. 

Euler. 

(Billet  anneié:) 

Fermatius  m  ObsersHUionibus  ad Dhphantum,  Imo  pro- 
positionem  generalem  et  pulcherrimam  nos  primi  deteximus^ 
nempe  o^mem  nuau^Uin  (integrum)  vel  esse  triangularem, 
v«l  ex  3  vel  ^  trîaqgiplaribus  çoffppicifîtwii^  Item  T«].eff|ç  q|M^ 
dratum  Tel  ç^  ^  Tel  3^  yel  k  <|uadrati#  comppsîtmod  ;  iti^m  jçysf 
Tel  pentagoniuB>  Tel  ex  2^  Tel  3»  vel  ^,  ye)  5  p^nt^H^pnff 
composituin^  et,  sic  in  infinitum.  Hujus  autepn  propo.^tîoiiif 
demQnstrationem ,  ^uae  ex  multis«  Tariis  çt  9|>strusissîims  nu^ 
merorum  mysteriis  deriTatur^  hic  apponere  non  lieet.  Opus 
enim  et  libf lun  integrum  huic  operi  destinare  ^^reTÎiaw  ^ 
Aritfametîc«n  hac  in  parte  ultra  Teteref  ac  notos  teirminM 
mirum  în  modum  promoTere. 


Vf  If         I 


»     '»lfi    ;.  . 


.  ! 


êipà^ê.  T.  À. 
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LETTRE 


GoLDBiCH    à    EULER. 
SoMMAiiK.    ThéorèioM  de  nombres.  >^( 

*.  ■    t*lf/     ♦     îî    '•    •'  '•:    k%   t  :     .    :.  ••  ■!.*     ..»*î     î  :i  "S   iî:  ;     ■.'! 


I 

I 


s6)idei^  auch  V-n^l  uhd  folglirh  ein  jéder  numeru»  impar 
4u  dîeâèr  '  Formul  gebracKl  werden  kann:  2aa  -[-  66  -f-  ce, 
^elcliei  auch  in  der  Tfiat  eben  so  vtcl  ist^  als  die  sub  N.  U 
von  mir  ahgefiihrfe  !f'onhuI  b-^^  2D  +  2  A ,'  s6  dàss,  wenn 
Èw.  an  dîeser  letztern,  wie  ich  sehè,  nicht  zweîfeln,  auch 
die  aeqnatîo  2n-\-i  =d  2aa  -f-  *66  -(-  ce  gewis»  ist.  Hingëgen 

kann  die  sub  N.  VIII  aus  Versehen  gésetzte  —     7:  nicht 

Statt  haben,  als  an  deren  Stelle  es  heissen  muss  2D-f-  A-|-A^ 

oder  auch  ^^^'    -|-  A.    Ausser    diesem   ist  aber   in   meiner 

Copie   von  der  Tabelle   dfî^'^fcrttticin  noch  ein   lâcherlicher 
Fehler^    so   sich   vermuthlich  auch  im  Original  finden  wird, 
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iiidem  siih  N.  I  et  N.  IV  eben  dieselbe  Formul  QD-f-O^-^ 
stehet.  Was  diète:  D  +  D-|-2A,  weiche  Ew.  fur  merkwûr- 
dîg  halten,  betrifft^  so  fliesset  dieselbe  aUofort  aus  derCon- 
ftideration»  dass  ein  jeder  iii'n  -|~  ^  ^^^^  summa  duor.  qiiadr. 
parium  et  unius  imparis  ist^  gleich  wie  im  Gegentbeil 
<hn-f-2  aus  duobut  imparibus  et  uno  pari  bestehet. 

Ohngeachtet  ich  mir  zur  Démonstration  des  theorematis 
Fermatiani  wcnige  Hoffnung  mâche ^  80  habe  dennoch  nach 
Anlcitung  desselben  einige  andere  gefunden^  die  ich  fur 
eben  90  wahr  hàkeà  ajs  m.  Ey. :        :    *   'h    | 

Omne  quadratum  numen  imparis  vel  numen  impanter 
paris,  modo  sit  minus  quam  S/i-^7,  est  unum  ex 
quatuor  quadratis,  quor^rp  sumva  est  Sn-{-7.  Im- 
gleichen:     Omnis    numerus    8n  -|-  2   est  hujus  formae 

(2±2)*'  +  d"4-d.  '      /     ' 

Die  hiebejUegende  Qçqfionstratlon  Ton  Ew.  theoremate 
de  quadratis  laterum  trapezii*)  will  ich  eben  nicht  fur  die 
kûrzeste  ausgeben,  ich  glaube  aber,  dass  man  gar  leicht  auf 
noeh  viel  weitlauBgere  verfallen  kann.  Die  Gelegenheit  dazu 
bat  neuliei^  em  guter  J'J^eiind  gëgebén^,  wbldunr  mir  sagte, 
dasft  ^  .0ineD»  easum  particularem  davon,  néfamlîch  in^einenl 
trapeajip^  ilV^p  4up  anguU  recii  uhd  due  latera  paréliela'dnd; 
demofiijtrirra  {iomite.        .  ,1  :  ' 

Dass  Ew.-  44js  gante  praemium  von  der  Acad.  royale  dés 
ST.  ^eriialjt^n  haWi^^  î«t  mir  eine  sehr  angenehme  Nachricfat 
g0iriQ<e9U,{I|ç)i  rf^tulire  Uevéselbèh  dazà  ron  Herzen,  nifil 
mQh^..H^t^^BEiiHig»<jdatft  Sie  beyJalleh  kflnftigen  Aûfgabeh  Hidit 
weniger  réussiren  werden,  wird  immer  grôsser.  '    •  " 

/  iGolidbaih. 

_. •% ' 
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LETTRE    CXVII 


EULËR   à   GoLDiACH 

Somma iBi.   Svîtt  mt  le»  proprîétét  des  nombre».  Condition»  di  roUonalilé  dt 

uîne»  formale»  irrationelles.  Dëmomtnitîon  da  théorème  de  féométrie  frécé» 
diat.   Oeclills,  SoKitîoa  do  yroMème  de  la  eomVi  eJtoptn9ae 


BtrlÎB  d.  Sft.  J«ai  1948. 

Nun  Inn  ich  endlich  tuf  den  Grund  der  mir  neu- 

lich  von  Ew.  ûberschriebenen  schônen  Formuln  gekoiniiien, 
wobej  kh  das  in  der  Abschrift  derselben  begangene  ge- 
ringe  Versehen  sogleich  eingesehen.  Dietelben  grûnden  sich 
meînes  Erachtens  auf  folgende  drey  Hauptformuln  l.  nziz 
A4-A4.A;  II.  *n-|-l=D  +  D-hD  und  HI.  *Fi-f  2  = 
Q-f-D-f-CD,  Ton  deren  Wahrheit  ich  schon  lângtt  Yôllif; 
vertichert  bin,  ungeacht  ich  davon  keine  Démonstration  an- 
geben  kann. 

Ans  der  ertten,  n=:  A  -|-  A  -|-  A  folget  n  =  ^liXl-j- 

'  j"-  -f-  *-^~*  Nun  tcy  arrrf-f  e  und  bzzâ — e,  ao  wird 


n  =  rfrf  ^  rf+èe -j- — J^»   folgKck   ist   auch  eine  jéglicke 

Zahl  a  =  0-f-  SA  -|-  A,  worauc  zagleich  eiHbelIet,  dàu' im- 

mw   A-l- A  =D-|-2A.  ' 

Au»  der  zweyten,  %n  -f  1  niD+D+D,  folget  */i-}- 1^ 
kaa-^  hbb-\^{2e-^i)^,  alto  nzzna -f  4è-|- cc+ c,  undi 
daliero  a=:D-|-D-|-2A. 

Ferner^  da  eine  j^  ganse  Zabi  zz:aa-|-6d-|"CC-|-c, 
•o  ist  aiich.eine  jed^  gerade  Zabi  2a:::;:aa-|^66-|-ce-^^ 
iind  aUo  nzzL^^ 1- ^Ti^^D^y  ^  ^,  Oderman  tetsé 

«=:rf-f-e  und  6z=rf— é,  so  wird  n=:éf^4^ee  -|-iii^  zs 

BU)ciifall9  wird  auch  eine  jede  unçerade  ZaM  «exn 
an -h*  ^=fla-+-^A  -^eç^ç,  da  nun  cc-f-c  inuBoer  |prad  ji^ 
so  muis  von  des  Zah|en  o  mid  6  dh  eine  grad^  die  andei!f 
ungrad  seyn,    dahero  2n  -|-  I  :=  kaa  -|-  (2&  -}-  4)*  -f-ca-^- f 

und  aiso  II  =  2<wi -h  2&6  ^  26  +  ^%   folglicb  /i  =  2D  -f 

Die  dritte  Fomml  ^/i 4-2  =:a 4-0^^0  gibt  ^n^a^: 
hna  4(2^4l)*-f-(2c-hl)*  also  ist  n  =  0a-\-bb~^b^ 

cc-f-e>  aiiddaberdii2ia-f-2Zi4^^*  Setztman&=:uf4^e^ 
cz^ — a,  §0  wiisi 

n  îi<<i  a  +  2  rfrf  ^^  2  i  4  2  <?  «  =  D  +  a  D -f  *  A . 

Femer  ist  aucb  2n=:  D  +2^  "^  ^^  ^'^^  ^"^  Q  V^> 
daheiro  wM  tn  =: \aa -^bb-^b-^cb-^e  und 
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Oder  da  auch  2/»  -f  i  ;;=  2«a  -f  (^b  -f  1)*  -)-  ce  4-  c ,  «o 

wfrd  i»;=ac-l-2W-tT2/?47*4^  =  n  +  \^-|-^-    End- 
lich  ist  auch 

2».4- 1  r=  n  +  2A  +  2A=(2û -I- 1)» -|-é*-fÔT|-çc+c, 

=  D-|-2A+*A.  L 

Also    ist    aneh   2  n  =  t-  d'  -f-  2' A  -f-  ^  ^    oder    n  = 

2D  4-  A  -I-  2  A,   oder  2n -\- i  =i  (2ff>^-l)*^-■2A  -f  *A 
ynd  also  n  =::  A  4- 2  A -|^  ^  A^ 

DsL.*/i+2=*aû4T(.2A.4-.l)*4-(2c-|-.l)»,  so  ist 
2n4-l=2aa4-266-|-26-|-2cc-i-2c-hl.  Es  scy  6=rf+e, 
c  =  (2  —  e,  so  wird  2a  +  1  =:2ao4-  *  «W -I- *  ce -j-  ^<i4-  1 
fii2n*-4^  D  ^  D.  '  Also  î»t  eîii  jéglichér  numerus  impar 
iH  4^  i'zt'ip  -Çd  -f  U;,  weïchei'  Ew.;  ersti^,  méîncs  TEraclf- 
tiÀiè  iiéhr^  mërkwûrdiges  tKeoredia  wÎeu^^''  Anfe'dtëie  ISlér'ge- 
ftindene  FoVmulh  sind  also  folgende  "  '       '     **    »''«'■ 

L'n=    A^*'A4.    A;      VlII.  h'^2*ti'4-    Q  +siA' 

n.  n=    n4-2A4-     A;  IX.  n=     0+20+    A 

IIL  n=    D  +    D  +2A;     ^     X  n  =:2d  +    A  -fiî  A 

IV.  n:^    n+     D+    A;        'XI.  n=    D+VA^-     ^ 

V.  n=2D4-    A+*A;    *  XII.  n  =*A  +   lA -f    ^ 

VI.  n=:    n-+-2A-|-2A;      XIII.  n  =:2n  +  .  A -|-2A 

VII.  n=    n+2n+*A;^    XtV.  n=  <A+2A+*A 

XV.  2n-f  l=in+  D  ^-2^.. 
Da  sowohl  8n-|-3  als  8n  +  6  allzeit  in  ^  (juadrata  zer- 
theilt  werden  kann^  so  folgt^  dass  8n-f-7 — pp^  wenn 
ppznSm-f-*  oder  :z:8m-f-l,  d.  î.  wenn  p  entwèder  ein 
nufeerus  impar  odt^r  imparitër  par  ist^  allzeit  eîhe  tiknma 
trinm  quadvatoi^tini'tieyy'  wiÀ  Ew.;  gemdâet^  hàbi^ 


I>^i•  '^UiMt.'Piplw  -jiHmerui'  8n  4- S  in  '  dietév  Form 
(2±*^)V4p.pr4ha4«4hi^teii  jBey.ikanù  idh>mcht:m;ht  be-^ 
greifçi;!.  ,  .$ol|^.<des,  3infl  ^^vop  -^ifeéer.  sdjnyidas»*  dlsëit 
8n  -|-  2i=:  D  -f-  D  -h^*  da  éy  ist  entweder  0,  oder  16  oder 
256^  edyer  4096  etc.,  welche»  d^e  Wérfhe  fciibd  toq  (24-2)^"; 
•o    wûrde   solches^  in    dcm'  Fall    8  n  -I-  2  =:'  1 54  hiçht 


iVi  aifciëm   Pallslch  keiiie  Ausnahme' fîhden  sollte. 
-  -  )ch  mn  nëulich  auf  cine  sbn^erbare  Betracbtung  gefallen, 
TermitteUt  welcher  viel.  Dtophanteitche  ppôbleinâtSi  s^r  ^eicht 
kôi^nen  ..sol[virf,  ly.ep^p...  Weap,  nf»n  z.  Ex.  fur  sp,  y.,  »'nu- 

y.  :i'.î   -..^■'^..à-M'i-^'^  :ïr 2f  —  8jf|,-TTT}îa  +  i=  0  ^  .  ..,,.1. 

?!^W?^'>-=..  .f..;.    ,..;,!■..:.;  '.'.••    •'  •.•.{•.■  .-•'•  .  ■iv\ 

i:  =j/(2x  rh,  2ji^  *^«— JTjr)  ; 
±  /'(2 z  —  zz-\-2 xy)\ 
±V{^y  —  yy^'ixz)^ 
±»  1^1(20;  — ±x  >^2rz)i 
±  y\{ftz-^  ky -*^2(By — zz)i 
,:^y^.-\:  *x^ ««/  —  «*); 
±V{2y-{-kz  —  2xz  —  yy)\     .M., 
±V{2y-\->tœ-^Ûxz  —  yy)', 
±  V(2x-|-  4-z-'^'2j^z*-»»;a5«)i 


ac  —  yzz. 
«  —  z  =: 

z  — xz:z 


l!.|l! 


ViU 


■   SI 

..-1 

I  S 


>  »1 


-»\l.   ,    'vi^/=L>ft±  »K(ajc4r¥j'<4-aj'a-^»jc)t 


-.iii.i.ji.  •iJI-rh*«H-,<5=H^  Jte  V^(M«jr  ^83«»-^:2j'i^    .. "f  iA 


WeiUb  tlto  nur  etne  von  diesen  Fonmilii  tâffoMl  gethiacht 
wird,  welches  sehr  Idcht  kt>  ao  w«rden  aile  ébrige  13  von 
•elbslen  rational;  tokhes  geic^elit  alM  nach  der  tnteh, 
wénn 

Wenn  alto  drey  solche  Zahlen  gesucht  werden  aollten,  dait 
aile  ôbigen  XIII  surdischen  Formuln  rational  werden,  wel- 
ches  problema  nach  der  gewôbnlichen  Art  bejrnahe  unmôg- 
iicli  seyn  wûrde,  ao  kônnen  doch  hieraut  leicht  unendlich 
viel  Solutionen  angegeben  werden.  Ab^  wenn  p  zz  i  »  f  z:  2, 

rrrifli.  èo  wird  »=:— »  y:z—$  «t2=:^* 

Mekie  Diemonstratioh  des  vorher  gemeldteti  theorematSt  ve^- 

hftlt  Ifoh  m:  Sit  (Fig.29)  propontnm  tràpezium  ABC D  cum 

diagoniis  A&,  ÉD.  Gbmpleatur  i^  parallelo^mmuin  ABED, 

mjuk  dftt^tialek  ÂE,  ÉD  te  ift  G  bis^cabiuni    Tarn  dud* 

(re  «dfapteflhU^  (»àrâll6ldgf.  A  CEF  mtà  dbg.  CT,  dnctbqtié 

fi  F,  DF,  erit  quoque  fiC/>FparaUelogr.  Jam  cum  iti  ùîtkikx 

parallelogiftMnmà  kit  tàmma  quadr.  diagon.  =  tummae  quadr. 

laterum,  éi  znACEF  erit  JE^ +  CF*  =  2y4C*  +  2CE* 

ex  iziBCDF  erit  BD^^CF^  =  2BC* -|-2CZÏ* 
ergo 

2AC^  +  2CE^'^AE^  =  aBC*  +  2CD*  — B/>*  =  CF\ 

Porro  a  ABED  dat  ^E* -f- B/)*=1:2^B* +  2  J/>*,  quae 
aequatio  ad  priolleni  addita  dat 

2^C  V2C£*H- B/?»  t=r  2  ^«^-♦-2BCV2C/)*  ^2^ />*-Bl/* 

adde 

BD*Z3  BD^ 

et  divide  per  2»  fiet 

^  C*  -f  CE*  +  Bl>*  =  ^B>  4-  Bœ  -<-  CD*  +  ^1>*. 
At  quia  JE  uti  et  Bi9  bitécta  ett  in  G^   bikeceAir  quoque 
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A€  in  H,  et  dàetai  GH  erit  paralleh  ipâ  CE  ejusque  te- 
mitti  aequalb^  îta  ut  ût  CE^znkGH^,  quo  tubstituto  erk 
JB*^-BC*+CjD*-f^/>^=i<C*4-BiD>4.*GH%  Q.E.D. 

Wenn  mati^  wie  gemeiniglich  in  der  Géométrie  zu  ge- 
•chefaen  pflegt^  cine  demonstrationem  more  yelerum  verUn^^ 
8o  verdienet  diege  einen  grosten  Yorzug  vor  derjenigen, 
welche  Ew.  mir  zu  uberschreibeo  die  Gûte  gehabt  Will 
man  aber  nur  von  der  Wahrheit^  worauf  doch  die  Haupt- 
tach  ankommt^  ùberzeugt  seyn^  so  wûrde  meine  Démon- 
i^tration  allen  Yorzug  yerlieren>  weil  icb  darin  die  ange- 
(ubrte  Eigenschaft  der  parallelogrammorum  vorausietze,  de- 
ren  Ew.  nicht  nur  nicbt  nôthig  haben>  sondern  dieaelbe 
auck  zuglcicU  mit  beweisen. 

Hr.  Oechliz  aus  Leipzig,  welcher  nach  St.  Petertburg 
sur  mathesi  aublimiori  berufen  worden^  die  Vocation  aber 
auafescklagen ,  bat  eine  sehr  scbône  Solution  des  schon  làngit 
erwftbnten  problematit  catoptrici  erfunden,  welcbe  Ew.  un- 
feblbar  gefallen  wird. 

Es  sey  (Fig.  36)  MN  eine  von  den  gesucbten  curvis, 
welcbe  aile  radios  ex  puncto  fixo  C  émisses  post  geminam 
reflétiokiem  in  M  et  2f  facfcam  \n  idem  punctum  C  remittaL  Man 
Verlângefe  ^ÎN  beiderseits  iti  £  et  F,  so  dass  ME':=:CMtlt 
Ï^Fii^Cff^  S6  wird  diie  lotigitudô  EF  constàds  seyti  und 
dîe  Pnnde  E  und  F  werden  in  einer  solcben  krummen 
Linie  Et  F  ^yn,  dass  die  grade  Linie  EF  beiderseits  auf 
dieaelbe  perpendicul&r  fillit«  Die  ganse  Sacbe  komtnt  also 
darauf  tn^  dass  man  solcbe  krumme  Linien  El  F  ûnde,  dass 
die  auf  ein  jeglicbes  Punct  derselben  gezogenen  Perpendi- 
ealar-Xiinien  EF  dieselbe  krumme  Linie  nocbmal  in  F  ê4 
angttlos  rectos  durçbscimeiden.  Denn  dièse  Eigenscbaft  scbliesst 
jeoe  idion  hd  sicb,  dasa  die  qifàntitas  lineae  bùjus  EF  coii- 


—    »6*    — 

staiift  leyn  musse.  MaA  sieht  '  Bim  \  alsbald ,  >  dass  die  Liste 
El  F  ein  Gircul  iseyn  kônne,  dessen  diameter  =:  EF\  et 
gibt  ater  noch  iinetidlich  viel  andere  krumme  Linien,  wel- 
che  dièse  Eigenschaft  finit' dem  Gircul  gemein  haben ,  wie 
ich  bald  zeigen  werde»* 

Hat  man  aber  eine  solche  kriiinme  Linie  £/]P  gêfuhden, 
so  kann  daraus  sehr  leicht  die  gesuchte  kruînine  Linie  MN 
gefunden  werden^  und  das'aîif  uiiendlich  vielerley  Art.  Denn 
man  kann  das  punctum  radians  C  hach  Beliel^n  'aânehnien^ 
und  wenn  man  daraus  ad  termines  lineae  ET  die  gradeh 
Linien  CE  und  CF  zieht^  dieselben  in  G  und  H  in  zwey 
gleiche  Theile  schneidet^  aus  den  Puncten  G  und  H  auf 
dieselben  die  Perpendicular- Linien  G  M  und  ^iV  aufriditet» 
bis  solche  der  EF  begegnen  ^  so  sind  nicbt  nur  die  Puncte 
M  und  N  in  der  gesuchten  Linie  MTf,  sondern  G  M  und 
tïN  sind  àuçh  tangentes  derselben.  Nimmt  man  fïîr  EIF 
ein  Circul  an^  diametri  EF^,  sô'wird  M'N  eine  ellipsis,  de- 
ren  foci  sii^d  das  punctum  radians  C  uiid  das  centruim  cir> 
cnXiEIF. 

■r 

Um  aber  aile  môgliche  krumme  Linien  EAF  (Fig.  31} 
^u  finden^  welche  von  ihren  normalibus  ERF  nochmal  in 
;Fnormaliter  durchschnitten  ifiverden^  so  setze  içh  dieabscissas 
JP  =  a?,  AQzzlX,  die  applicatas  PE  —  y,  QFzz^  —  Y, 
,(wcil  dièse  ad  partes  oppositas  axiiB  (allt).  So  ist  die  subnor- 

■inalU  PB  — -^  und  die  subnornuili»  QR-^:.    ■  l.  ■«  Da  nuo 

PE.PR—qP.qR,  80  wird  7  :  ^J^  :z  —  F  :  :^^,  folg- 

^^^  dx'~'dx'    ^^^'^  «etee   ich    dxri^pdy,  -to   wird  »uch 
(fXz^pd y  und  PR—^,  QR=—i  il»oPQz=z^-=^- 


—   w»   — 

A'-^d^'-DicM  Anguatidik  diffierentiitet  ^ibl  >' 

das  ist  _  ^      • 

djTr-dT^^         dp        ,^^^P  pdp 


•i 


Dahero  ist  l{y  —  Y)~l2a -\-lp~niV  {i  •\- p^p)  ,  oder 
Da  p«n   PE^  $F=^-F=:^;  io  ^ird  £F«  = 

6ftiiBtm#...!,^,...  ■.'■,.  ,.^    '•..„    v     ,.♦,, 

..i.    ,;     ....  nH-i^ ; .  ^   ,  ^y^i+pp) 

•  >•-•>»        ^    ■         l        .    ■  ,^        .il  11     .1    // 

Y-^s-B —  -TTTT — N>  JVC  P  eine  functionem  rationalem  quamcun- 

l-.iT.  '^*'tw>  •  '  -  .  =»  \  . — --■-"._'..) "V 

que  Wsiiu  p,  bedeuten  mkg,  denn  tjplchergettalt^lrîrd  die  con- 
4itw|  foirtiwïitajas  çr^,  w.eU  djiç  ï'onpulJf ,:+:  ç^j^^  w<?geii 
A^'RiJfiMlatoK^iit  Ton!iiBtur))inlûguaufc,  md  dsd .«iaf  hddt 
Puncte  JE  und  F  zugleich  geht.  Weil  nun  y  z=fP  4-  y  '^  ■  '  > 

so  ist  <iy  =  rfP-| *  ^  ,»   und  also 

wovon  das  intégrale  ist  x:=.fpdP —  >.    , — r«  Wenn  demnach 

fur  P  eine  functio  quaecunque  rationalis  von  p  angenommen 
,  so  bat  man  pro  curva  AE  dièse  Formuin 


au8  welchen  zuglekdh  die  ciNirdiiiatM  pro  puncto  alterô 
respondente  F  gefunden  werden^  wenn  aian  niir  das  sig- 
num  des  radîcalis  K  (1  +  pp)  verwandelt.  Will  min  curvas 
algebraicas  haben,  so  darf  man  tùr  P  nur  eine  solche  fnnc- 
tionem  ipsius  '  p  annehmen  ,  daat  fpdP  integrabel  wird. 
Zum  K\.  seize  man  Pzzi2bp,   so  wird 

und  j  r=  25p  4-  7(i^^)-   Ertlere  gîbt 

px-bp\^ap-:^^y 

welche  zu  jener  addirt  gibt  y  -^-px  zzbp*  4-(û  4"  2ft)p. 
Vrenïi'  non  mis  diesen  tvrty  Aequationen  der  Buchstab  p 
eliminirt  wird,  so  erhâlt  man  die  Â équation  zwischen  a;  vnd 
y,  Zur  Construetien  lînd  aber  obige  Formulfi  beqnemer, 
wcil    in   diesem  Exempel   seyn   wird   ARznbpp  -^^  a'\-2b, 

Man  iiann  aber  auch  in  génère  eine  sehr  leichte  Gonstruo 
lion  geben  ,  welche  aile  môgliche  ctnrvas,  so  dSese  Efgeih 
tckaft  liabeh,  m  sidi  begitnft^  sié  seyen  algebraisch  odar 
transcendentes. 

Euler. 


I 
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LETTRE  CXVIII. 


S#9ifAr«m. 


GOLDBACH    à    EvLBa. 


m  w  l#tlv#  yvwvsMitv. 


I 


^m 


St.  Pncnbory  d.   18.  Jvli    1749. 

Ew  dauke  ich  dienstlich  fiir  die  viele  Mûhe»  welche  Sie 
tlber  sick  nehinen  MroUen^  damit  mir  die  Terlangte  Besehreir 
bung  der  SonnenfinsternÎM  zu  rechter  Zeit  ubersandt  wer« 
den  môchte^  und  ^ill  hoffen^  dass  selbige  noch  intra  ter- 
minnm  allhie  eintreffen  werde.  Ich  wûrde  aber  auf  Dero 
geehrtes  letzteres  Sckreiben  so  zeitig  noch  nicht  geantwortet 
haben,  wenn  ich  nicht  die  von  mir  angeftlhrte^  aber  mit 
(2  ±  2)  ^  '  ûbel  exprimirte  Formul  je  eher  je  lieber  ^u  cor- 
rigiren  nôthig  gefunden  hâtte,  denn  et  ist 

8»  -f  2  =  (2  ±  2)'+»  4-  D  -f  D, 
allwo  e  alIeMit  dnen  numemra  integnmi  affirmathmin  be- 
deutei,  oa«rtiiBli8A+a=:(l±^«)"-^*-t'0  4D;  gi«Mb- 
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^ie  8n-|-l  =  (l  ±  l)*'-f-(l  ±t)*-^+D,  allwo  e  und  / 
integros  affirmativos  bedeuten;  es  isf  auch  sehr  wahrschein- 
lich,  da»»  sogar  4n-f-l=(l  ±  1)*'"+"^ -|-D -|- a  Inson- 
derheit  aber  halte  ich  fur  merkwûrdig,  dass  in  dieser  ae- 
quatione 

*n  +  3  =  2aa  +  *66  +  ce  -f  2  —  2AA  +  kBB  -f  CC, 

allwo  a  ein  numerus  par  und  A  impar  ist^  a  in  quocunque 
casu  numeri  n  so  angenommen  werden  kann,  dass  A  gleich 
aey  a-f-l.  In  dem  casu^  wo  a  =  0>  ist  solches  ojffenbar^  in 
den  ùbrigen  caiilku  idi^  fehlel  et  more  feoUto  an  der  Dé- 
monstration ^  jedoch  ist  wohl  zu  verstehen,  dass^  wie  gesagt, 
der  valor  a  also  angenommen  werden  kann  und  nicht  noth- 
wendig  also  beschaffen  ist^  als  z.  Ex.  wenn  n=:19  und 
%n-[-3=:79^  so  kanh  a  zwey  Valbrës  haben^  nefamlich  k 
und  6.  Nicht  der  andere^  sondera  der  erste  isiiiier  ajppU^ 
cable,   damit  die  aequationes 

*.19  +  3=2.**-f  6*-f  3^+2  =  2(*  +  l)»  +  2*  +  5* 

Statt  finden  und  Azi:  aA- i  izk  4  1  werde. 

...  .*     ■  '  ' 

Meine  vorige  formulas  l^be  ich  auf  folgende  Art  heraus* 
gebracht^  so  in  der  That  mit  Ew.  Méthode  ùbereinstimmet: 
Wenn  man  annimmt 

1.)    *aa  +  2*6  4- 4cc+*c  4-*  =2n  +  l, 
80  wird 

2.)    ni=2aa  +  66-f-2cc-+'2c  =2D-f  D-f  *A. 
Es   sey  n  ein   numerus  par=:2fn^    so  muss  auch  b  ein  nu- 
merus par  zz:2d  seyn,    ergo 

3.)    m=:aa-|-2dd-fcc  +  c=z2n-fD  +  2A. 
Es  sey  m:^2p,  so  muss  auch  a  -  2e,seyn^  ergo 

.      4.)  p  =  2.fe.+  ûlrf-f  ^'  =  30  + P-f  A. 
Sît.. in  formula  2.)  n=:2|n-f-fl,  erit  6x3 9lûiri{-lv  ergo 
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Su)-7ncidiiai'f>  a(M'^>â(2+éo -rf- c r=  O  4-  VA  -\r  2A. 
8it  m  ^b-Sfk,  crit  o±:^Se,  >'èrgo.  ' 

Sit,  in  formula  k.)  m3:2n4r  1 .  erit  a,:z:  8  e  -1-  t ,^rgo 
7.)   p=2ee  +  2e-f  rfrf-f  rf4-î^  =  *A.Tf  aA-hA„, 

é.)  ;»=2ee4-2e4-É?i-f-^=>A4p-f  A.  etc. 

'  Das.Pràsent^  ,welchc«  miç  Ew.  von  .Dero,Intiroduction£ 
in  analjsin  infinitoruni  inkcfaen ,  wird  mir  ûheraus  angenehm 
$eyni  içh  îiatte  ^  nicht  gewhliit; '^iddi-  ^ynigUén^^ '^Snifîdi 
yei^esseà',   da»  SiTe  'dér^léic^^^  MniMà 

nunmehrd'  V^i^ù^rcti  in^  dèfî  'geVéhirteW  Teituti^éii  b'dk'^ 
cens^  Wènlen-'^irà.  Bëy  dfékW  Gèt^é^iïKéit  ihôctftè''kÀ 
irii«^,«*'«Ar  Bwl  Soient» >  nantie  >^hm»  gédmckt  <  wordedî 
item,  was  Sie  vofl,  ^^i^er,  4|)|fap4li»f^|g  eju/idçm ,  af g^i^ipient^, 
80  ^  ,QfC)ugii^  herausgegeben  >  halten?  item^  môchte  gern 
benachrichtigt  seyn ,  ob  der  in  Ew.  Ântworten  auf  die  Fra- 
gen  von  den  Gometen  erwàhnte  neuentdeckte  Planet  sich  in 
seiner  Possession  mainteniret  und  durch  fernere  Observatio- 
nen  bestatiget  worden?  itaoky^^hr^ier  Cornet  von  A.  1742  in 
dem  Lauf  des  Mercurii  einige  Altération  verursacht? 

Was  die  Aequation  xx  -|-JJ-|-2Z — 2x — 2j  — 2z-|-  1  zrO 
betrifft,  so  wird  selbige  positis  x  —  i  ziz  A,  y —  izizB, 
z—  i=:C,  in  dièse  ^^  +  Bfl  +  CC=:2  verwandelt,  wo- 
raus  alsofort  offenbar  ist,  dass  posito  ^zi:V(2 — BB — CCj 
rationali,  aucb-BB= J^4-CC-2,  oder  B=:V(2-^J-CC) 
oder  CzizV{2  —  A  A  —  BB)  rationales  seyn  mùssen. 

Vor  Dero  mir  communicirte  Solution  des  problematis 
von    den   diagonalibus  trapezii  sage  ich  schuldigsten  Dank, 
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und  obtervire  hiebey  «nnock^  das  ^enn  von  den  quatuor 
latehbus  (Fig.  29)  AB,  BC,  CD,  DA  eines  durcfa  dnen 
numerum  impariter  parem ,  und  die  drey  ûbri^en  durch  nu- 
méros impares  exprimiret  Mrerden ,  altdann  die  drey  quadrata 
AC^  -^  BD^  -\-  \GH^  unmôglicb  aiis  numeris  integris  be- 
stehen  kdiinen. 

Dia  Solution  des  proUematii  c^toptrici  diprch  Hulfe  einor 
curvae^  deren  normalis  cuTTam  fecans  allenthalben  constaiu 
sey,    ist  allerdings  sebr  «chôn.    Icb  habe  dabey  angemerket, 

dais  în  der  formula  y  =  P  -f-  yTrr — \  ^^  ^^^^•^  ï  ^=  appli- 

çfBLtae  maximae, allezeit tieyn  mune  Pz^  —  ap-^-aY {i  +/y); 
lâng^gen  kann  ich  mir  nicht  recht  vorstellen^  wie  die  curva 
autaehen  musse,  wenn  man  (Fig.  32)  das  spgtium  £M  a  vertice 
E  usque  ad  applicatam  oiaximiam  }AP  interceptum  ganz  klein, 

ah  ;^  anmmmt,    und  sckliesse  danus»    daaa  «ben  dîesQi 

spatium  lEM  gewisse  limites  haben  werde. 

Goldbacb. 
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tËTTBE    CXIX. 


'•  fiuLER  à  Goldbàch.  : 

:  .      •       ••     • 

L  ■,■•-•.■...'  *  •  ■     ■  •  .      . 

SoUMAiBB^   Acrord  des  ubie»  lanaîret  d'Euler.  irvoe.  Pobfenrttum  de  Vér^pêt  dû 

ÈoltSk  ÉniDèn'\la  tbémijie  nmnéritiie-dt'^oldbaeli.  j[ntrodiiction  à  riôM- 

;    lyie  'de*i  inin^rl^  Cfdtnce'  navak*    Action   de  U. comète  de  i744.eiir  b 

cours  df  Hareng  Ol^eérvatlont  sur  ie  quadrilatère  tt  la  courbe  crtoptrî^e. 

Il  *  '      '      .         . 


\    ,■  Berlîii  d*  6.  Aofpst  174s.' 

^achdem  unsalinier  der  îliminël  ziemlich  giuistig  gewesen^ 
um  *neuHcfa  die  SonnenfinstémiM  sehr  genau  zu  beobackten^. 
8o  habe  ich.  UrsacKinit  me^nep.  neueh*  tabulis'  lunaribufl(  voll-* 
kommeii  zùfrieden  zu  seyn.  Denn  sowohl  dejr  Aiifahg  aU 
das'Énde  bat  i;iâher  àU  auf'eine  Minute  ihit  mëiner .  Rech^ 
nung  ûbereingetroffen^  indeni  der  Anfang  nur  15'"^  und  das 
Ende  .30^'  spaf er  beinétkçt  werderi ,  als  ich  -angefsétzet  batte. 

i^klicb .  ànhularis> 
die' and em  ta- 

bulae»  welcbe'  docH  fur  die.besteh  sehalten\;i)irerdén^  keinen 
anqulum  àiizciigten^  tonderA  aiick  êinige'fiH..  Pàriser  astro- 
noîni  meiiie  '  Reit^nung .  div^  jèinîge  b^  den'tabuUé  Mgei^ 

Corr.  maih  •$  phys.  T.  t.     '  '"30  "^      ^  '       ' 


Insotiderheit  aber  -  war.  diesç  Finstemiss  wu^klic 
wie  1(^1  getuiîdeh  hatte.^  '  ûngeacht  nicht  ntir  di< 
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brachte  vermeinte  eorrectiones  widerlegen  und  behaupten 
woHen,  dass  dièse  Finslemiss  allbier  nur  partialis  seyn 
wûrde.  Die  nach  den  ûbrigen.  tabulis  lunaribaa  angeatellten 
Rechnungen  haben  sowohl  im  Ânfang  aU  Ende  uni  2,  3  ja 
bis  aùf  10  Minuten  gefehlt  tJebennorgen  werde  ich  tehèn, 
wie  genau  ineine  Rechnung  bey  der  MondfinstemÎM  ein- 
treffen  wird; 

Was  die  Formul  8n"+  2  =±  (2  ±  2)'-^-*  -h  D  -f  D  bétri», 
•o  kann  ich  zwar  keinen  àisum  in  contrarium  entdecken^ 
icb  sehe  aber  docb  die  Wahrhek  daTon  nàcht  ein.  Hingegen 
kann  icb  die^  Formul  8a  +  1  =0  —  ir*  +  (»  ±  *)*^+D 
nicht  zugeben^  wofern  diesètbe  so  viel  anzeigen  soll,  dass 
eine  jede  S^ahl  von  dieser  Fœnn  Sn-f-  1  allzeit  in  drey  der- 
gleichcn  quadrata  zertheilet  werden  kônne,  wovon  «wey 
zugleich  potettates  binani  jeyen»  cyphra,  non  exclusa,  Denn 
wenn  8^4-  l:=l217,  so  findet  tltine  Forami  nicht  Statt 

Wenn  es  gewîss,  dass  8/1  + 2  =i:(r±  1)^*^*4- Û  +  D^ 
to  folget  von  seibsten,  dass  *n+  1  zz(t  ±  1)*'"*"*  -+-  D-f  D, 

wenn  man  nur  jene  durcb  2  dividirt,  weil  -   "^     zn  D  -f"D- 

An  der  Wahrheit  dieser  gedoppeUen  Formul  kn  -^  Z  zz 
2aa-\-kbb  -f  ce  +  2  =  2^i4 -f  4BB  +  CC  und  dass  all- 
fceit  seyn  kônnif^  A~a-\-'i,  finde  ich  keine  Ùrsàch  zu  zwei- 
feln;  ich  kann  aber  eben  so  wenig  den  Grund  davon.  ein- 
sehen.  Indessen  sind  solcbe  Sâtze^  welche  durcb  kein 
Excmpel  refutîrt  werden  kônnen^  freyliçh  um  so  viel  mehr 

merkwûrdig. 

'  ,    •  •        •  '  •    1.  ^  . 

Fur  die  gutige  Communication  der  D'emonstrationen  der 
mir  letzt  ùberschri^enen  schônen  Eigenschaften  der  Zahlen 
sage  ich  allerscbu^digsten  Dank^  und  es  freut  micb  nicht  we- 
nig, dass  die  selbenmit  denen>  so  ich  berausgehriicht,  sp  schôn 
ûbéreinstimmen. 


Die  llArodUctiD  in  Énàlysfn  itifttiitoraiii,  Wéhlié  kliit  ê^ 
Ehre  gêgében  fiw^  feU  |^i1l«»éhtireh ,  î^t  ^bon  Mit  dr^  Jah^ 
ran  timet  ê»  Pxi^g  geWesètt  utid  av^eteo  WiH  v<m  Mr. 
Boii9^fiiist  «léitie  AUiandtotti^  voiii  <]Mletilô  dtflR^émmli  giér- 
dinadct^ 

WMl  dié  iLltisèfl.  AtLddMme  der  WisftetMèliafteffi  i^t^A 
Atispfi^ut^h  atrf  HH^Iiè  Sl[*iemiai!fl  tiavhletfi  emteitert,  ao  hàM 
kk  letztenk  das  ;gaiwe  Werk  un  des  flemi  Priaideitten  fikc. 
ûberschicket  und  ersuche  Efw.  bcïy  Gelegenfaeit  etwan  den 
Bruck  dèrselben  durch  Voittelluttgen  bey  dem  Hti^  Schu^ 
WMKàï0t  fSiàti|it  béMhteiHiigm  feu  bMfett  ;  insond^ertieit  4à  kk 
de^  Hn.  £iiougi|er'a  W^rk  Ton  dieaer  Materie  acbon  ziemlîpl^ 
viel  enUiakenj  m^  ich  daruber  kerauagebracht  habe,  juncl 
da.  nieine  fnmag^,^,wora^i.  die  ^ganze  Sacbe  becuhet^  3a 
langer. j.e  piehr  ^M^onè  vv;erdeiiA.8o  beforchte  ich^.  daasigai; 
ÂUea  anderwirts  herauskommen  môchte^  wenn  der  Dni^ck 
meîneèMWerks  nicht  bald  zu  Stande  konunt.  Von  dem  er- 
wâhnten  neuen  Planeten,  welcher  aile  k  Jahre  seinen  Lauf 
▼ollendén  soU,  ist  nicht  nur  nichts  Neues  entdeokt  wordeni 
sondem  ich  bin  versichert^  dass  der  Auctor  des^elben  nicht 
genugsani  in  der  theoria  planetarum  et  cometarum  erfahren 
geweaen^  dasa  er  ans  den  Obseryationen  einèn  solchen  Sehluss 
batte  machen  kônnen. 

Nachdem  ich  den  locum  Mercurii  auf  die  Zeit  des  Go- 
meten  A.  17^4'  genauer  berechnet,  so  habe  gefundcn,  daas 
denelbe  dem  Gometen  nicht  so  nahe  gewesen^  als  ich  an- 
(anglich  gemeinet  batte  ^  und  dass  foiglich  in  seinem  Lauf 
keine  Altération  bat  entstehen  kônnen. 

Wenn  die  k  latera  trapezii  also  durch  Zableh  ausgedruckt 
werden^  data  eines  ein  numerus  impariter  par,  die  drey 
ûbrigeb  aber  tiumeri  impares  sind,  so  wird  die  summa  qua- 


—  «*  — 

dratormn  laterum  eîne  solche  ZaU  9n  4^  T»  und  kann  iblg- 
lich  ratiopaliter  nicht  in  drey  quadrata  resolvtrt  werden; 

Ew.  dubium  gegendie  figaram  curvae^  deren  normalif 
çurvam  secans  allenlbalben  çonstansîatr  kànn  ich  nicht  genug 
einseheti.  Eé  sey  (Fig*  31)  EAF  eine  solche  curVa,  wo  die  rectâ 
ûtrinque  normalià  EFzzi2a,  die  absciwi  APzizw,  die  ap- 
plicata  PEzuy,,  und  P  eine  functio  rationalia  von  p,   so 

habe  gefunden,  das».  x  —fpdP  —  VTTX. — y^  ^^^  J  ^=^  ^  "+ 
.  ■  ^ — r*  Hierays  wîrd  ^  çn  —  und  foiglicb  die  applicata  j 

màxima^  weHn^rzOj  d.  i.  wenn  |}:=r.oo,  Nun  kann  aber 

(i&r  P  eine  solche  functiô  yoii  p  angenotnmen' werden^  dass 

in  diesem  Fall  eben  nicht  wird  P  =  ^-  ap  -j-  «  V(i  +pp), 

ôder    Pz^a,   tvcîl   p  r;i:  00;     Hirigégen   wird   (fie .  '  applicata 

mazima  seyn  zr  P -^^  a,   wenn  in  JP'gésetzt  wird  p  z^  00/ 

nnd  die  abtcistâ  wird  a^:J:::y]p'ciP. 

Euler. 
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LETTRE   CXX. 


GOLDBACH  à   EULEK. 
SoiniliMB.'.  R4pdM  é' la  lettre  i^récédente.    Deux  tli4ortee«  de  nombres. 
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*  St.  PeterstmiiB  d.  7.  Se|itember  1748. 

Die  lÂ'Gtiârtbn  vorgestellte  Sonnenfinstemiss  und  die  dazu 
gehori^è'  ^èdrtickte  Be'sclireibung  sind  mir  Tages  zuvor  und 
aiso  noch  zu  rechtef  Zeit  eingehândigt  worden,  yor  deren 
Uebersendùng'  icb  Ëw.  schuldigéten  Dank  sage^  wie  ich  denn 
Deroftelben  zuglefch  zu  der  genauen  Uebereinstimmung  die- 
ser  Sônnetifinstemiss  mit  Dero  tabulis  astronomicis  von  Her- 
zen  gratulire  und  ein  Gleiches  von  der  ïetztverwichenen 
Mondfinstemiss  zu  erfahren  boffe.  Icb  babe  auch  nicht  un- 
terlanen  gehOrigen  Ortes  die  verlangte  Erinnerung  wegen 
det  Sciélitiae  riavalis  zu  thun ,  und  zu verlâssig  vernommen^ 
dass  man,  wie  mir  scbon  vorhero  bekannt  war^  und  Ew. 
obne  Zw'éifèl  bëreits  vôn  Andern  werden  erfahren  haben>. 
mit  deiri  OHifek'^eset  Werkes  eifrigst  fortfàhirt. 


■  î. 


Die  fur  9n  -{-  l  angegebene  Formul  ist  allerdings  un- 
richtig;  îch  habe  aber  bey  Gelegenheit  des  theorematis  Fer- 
oiatiani  noch  bemerket,  dass  gleichwie  ein  jedes  quadratum 
impar^  oder  radicis  impariter  paris,  diimmodo  minus  sit 
quam  8  m  -f-  7 ,  dièse  Eigensehaft  bat,  dass  es  eines  von  den 
vier  quadratis  ist,  deren  aggregatum  =:8m-|-7;  also  auch 
ein  jedes  quadratum  impar,  oder  radicis  pariter  paris,  dum- 
modo  sit  minus  quam  8  m  -1-  3^  dièse  Bigenschaft  bat,  dass 
os  eines  von  den  vier  quadratis  ist,  deren  summa  ^:8m-|-3. 
Weil  nun  0  unter  ,diQ.  quadi^ajts^  pyrit^.  oaigia  mit  gerecbnet 
werden  kann,  so  gese^i^et  es  gleichsaiii^  per  accidens,  dass 
aile  numeri  8  m -(-3  aucb  auA  drey  quadratis  imparibus  al- 
lein  besteben  kônnen.  Wenn  man  ein  quadratum  par  durch 
O,  und  ein  quadratum  impar  dûrch  |2I>  éin  quadratum  ambi- 
guum  ab^^  sq  4iy^K«Q  WipeçtU  jw:  od^riippw  *yu  kaau, 
durcb  Q  oder  g  andeutet,  so  lâsset  sich  dièses  ailes  durch 
folgende  Formul  exprimiren 

^3  4-  El  +  Q-^Q=8m  +  5±2, 
allwo   Yor  S^  in   casu  signi   supqrioiîs  -]-,    ein.  quadratuoi 
ijnpar,    in   casu   signi  \nferioris  -^  abei;  ein,  quadratum  par 
zu  vçrstehen  ist 

Ich  habe  auch  observiret,  d^ss  wenp  man  setzet 
2(2a-h  i)^  +  kbb  ^  {2c ^  l)^ ^kr\  ^  \ 
un4  8a  — 6  =  2(8J+1)* +  *BB-f  *ÇÇ,  posito  pro  a 
numéro  eodem  i^teg^ro  positivp,  aUd^nn  ^llezeit  genommen 
werden  konne  Bzzb.  Es  sey  z.  l^x,.  n.=:29>,  so  kann  bci- 
den  Âequationen  ein  Geruige  gescheh^n»  wenn  man  setzet 
B  =  bz=:  k,  denn  es  wjrd  2.t  4-%.l6-|-W  ;;^  tt5  uud 
2.W-f  *.I6-|-*.16=,226. 

Was  die   curvas,    deren  pormalis  curvam  secaps  allent- 
hdlben  constani»  i^t^  anlanjgt,  so  hiifk  i^h  d^t^r  lk(çiiiuug,  dm 


—    Wf     ~ 

wenn  in  dentelben  ein  axU  curvam  in  duat  partes  timilet  et  ae- 

quales  dividens  =  2  a  angenommen  wird,  die  applicata  ma* 

xima  nicht  anden  als  ^lq  seyn  kônne^  und  dièses  aus  folgender 

Ursache:   Sit  (Fig.  33)  axis  JBr=:2ci;  sit  normalis  in  axem 

incidens  ER-izia  —  u,  erit  normalis  ab  axe  reflexa  RF  %uh 

eodem  angulo  {FRB':^ERA)::z,a'^u.  Gum  igitur  in  casuj 

quo  normalis  fit  perpendicuiaris  ad  axem^    quantitas  varia- 

bilis  u  fiât  =:iO>  adeoque  ipsa  normalis  zna,  applicata  vero 

maxima  nihil  aliud  sit  nisi  normalis  ad  axem  perpendicu-  I 

laris,    sequitur  a|>pl^c^laa4  ma^jpyim  i^  ejai^us  istis  curvis 

esse  =  a.  Daherô  Wfe  tdi  nidit,  Vie  Mte  aj^plicata  maximal 

i=:a-4-P  seyn  kônne^  ohne  dass  P'zzO  sej. 

Goldbach. 
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EULER    à    GOLDBACH. 


SoMMAiBB.    Erlîptes  du  soleil  et  de  la  lune.    Travaux  dioptrîquet  d*£uler. 


Berlin  d.   la.  October   1748. 

^^    • 

We  letzte  Sonnenfinsterniss  ist  zwar  mit  meinen  neuen  ta- 
bulis  lunaribus  genauer  ùbereingekommen  ^  als  mit  allen 
andern  und  auch  denjenigen^  welche  fur  die  richtigsten  gc- 
halten  werden>  es  fand  sich  aber  doch  ein  geringer  Unter- 
schied  von  ungefahr  einer  Minute  in  der  Zeit,  und  der  an- 
nulus  dauerte  nicht  so  lang^  aU  ich  nach  meiner  Reehnung 
gefunden  batte.  Der  erstere  Fehler  kommt  theils  von  der 
noch  nicht  genugsain  genau  bestimmten  differentia  meridia- 
norum  von  Berlin  und  Paris  ^  theiU  von  der  noch  in  den 
Tabellen  selbst  be6ndlichen  kleinen  Unrichtigkeit  her^  wel- 
che ich  mir  zii  hcben  nicht  getraue^  denn  ich  habe  die  ele- 
menta  meiner  Tabellen  ausser  der  Théorie^  auf  observationes 


eclijpsitftn'  htntttitaà  ge^^rHikliét /  ilHer-deretl^'inctnenta  hmi^ 
nîcht  WohI -aiuf'ekie -Minuté  ^ewiÉi*>»eyn  kairii.  Et^  lâsêt  ùcb 
nehmlieh 'wteged 'dtr 'p^umbraè  weder  der  Anfatig  rioch  dan 
Ende  eîner -MondAmteniisê' to  getian  besimmen  /  dats  Inarm 
niefat  no<ih  nm'enle  Miniirt»  oïlflr  niehr  feklen  8o4hâ.  Wai^ 
die  Dauel*  des  annali*  anlangt^  M  batte  icb  mte  den  meiitéit 
attronomi»  éie  '  parallaiili  lutiae^  zu  gro»  Mgenoiimi€fa ,' 
allein  eben  dieM  FinM^misa  bat  iliicb  in  den  ^iid  gesèbst, 
diète  j^àraltàimi  auf  daa>4>enaiieste  zu  bestimmeto/  ulrelebé 
icb  um  mebr  ala  1'  kleiwêr  beAinden^  ats  sié  in  den  tttbulia 
Cassimibiis  angeseksi  wird»  und  ^M.  le*  Monnier  bat  'aècb 
wirkticb  gefuntféh  ;  <  daM  ^é  ]MMla«iV  Ibitaè"  Am  êin  Meirk^ 
Hcbe»  kteiner'  9ef}  kU  *  bilAiei»  Âié-  '  astfotioiiii  {^glaubet^  '  w6^ 
dtircb  icb  itt  itieiiier-'Cone^^ion  um  9é  i^l  'inebir' bestSffcet 
werde.'  Hierau^  bafk«l  leh  kl  iMiUen  TM>ellen^'di»i'<AMieUl 
von  è^'pàrallaxi  tofiYiglHfl  und  bofiê  hHft:«Mftig&^  irâèdieittl^ 
PutAt^betriffb,-  ÎA  BéstnnitiÛMg  Àtit  4nn«t4riHÉ«e  '  gBr'nicbt 
mehr  zu  fehlen.  •   '      ♦      •    /  -•        *?  «  l 

Die  letzte  Mondfiméèrnik  bâbén^^t*  ateiib  bièféiiirÀllem 
Plens^  béébaôfateti'^sleb  meiner  Al^rtîAig  soUW  siicb  diëMibi! 
d.  8;  Auguiti  Usc^i^Mgent*  I.«idé^  Anfàltg  ^  fi^^''93't' 
11.  da»  Eiidé  la^ntè'  sS'/^Ih  Iier0bftei^2«iciftf^«^ 
Unterièbied  iztrisdbett  \tilibra  tind  periiiitifeMr  ^sd  j^^Mg;^  da4( 
man  iiey  ^tlioheh  «Miniii«eiil'<#eder  tw«r' WkbMnf  Aiilatlg  hMb 
vom . Walîren  findir  *geWiiiB  Uffk  'kùnnte.  Es^^Méti  Wa  abei^  dur 
Anfiihg-iÉsi-li^  4h'  k  4\  '  dar  Ëiridé  <àbéf  ^kl  (3^i^t'  ft<  48^ 
geacbdhen  in  aèyn.  '  Andbre'  i«£AiM  '  didè  ^U^yded'tnottvéWM 
tbeiit'^purhe^  tb^ils  IfpÂfcrf  estinitirt.  feb  haM  in'^i^neie  viênr^ 
BnÉterfén  kaAéncnr  mèitieg'^BâuiiéÀr  dak  BIMl<itlea''MdMllHI 
dureh  «bîen  >  1 0  scbubigeni  ^  tubiim  auf  ein  •  Wèitiei  Pbpilsr  Cli^ 
len'  laia«n;>iiiiéa^uf*  iicbl«'dei^<  Mdnd  >tiitt^*«tfln''Fl^eif  «  a^f 


«M  MigeMJtrioken;  db  ich  auf  d«in  Fkpier  niokit  mehr  deo 
Rand  de»  Moiuief  :ga«i(  «rblidktei  das  Onde  aber  al»  der 
Baid  wied^rum  eund  Wum  gana  ^rtehieft^  iMb^î  au  oier- 
keai,  daf$  w^on  dî«  VoiMdliusig  de»  KkU  atârkar  oder 
tekwÂeher  geweae«  wam^  tn^dr  manienta  fruhfHr*  odtMr  «pater 
bcmcyri^Qt  ieyo  wwden.    De»»  weniv  iinaiif  duvck  do»  tubwp 

gr«id  gegm  deip^  Mond  tahej  sa  kpoito  m^m  auoh  beji  dcv 
ttârkrten  Vqr&Mtwung  d«a  verioijtert^d  Tki^ît  e^keiuMeia^ 
ala  WQldkcr  ¥on  doiii  duirob  dic^  Âta»Q^aqr  Aé^r  Erde  durck- 
giedrung€inw  liidiistrahlw  DAch  drieiichtet;  wurde^  Iftqr  v<r- 
fiiMttrtQ  TKeil  dfia.  Mondii  aobÀeD  «udk  ein  Sli«ck  loo:  eimm 
klaûfi^m  Gircul  zu  $6yj»>  aU  dev  earkiucktet^i  woifQiti  aua  «n- 
f^ftikirtwi  Qrmid  dîe  IkmA^  gai«^  Um  lib»  demi  dîe  diirok  di^ 
I^UWMpkMf  d^r  Erda  geg^mganeMStrahkm  Wwro.  «n  scbwnck, 
dan  ^lUiBid  dea,  M^dij  aAil  iw^chana  iw  acn  aftliî^f  anfiH^lai», 
an  «rlauchuai»  daiiciro  wir  twiobl  do»,  fsm^erk  varfioalOTtea 

Theil  erblicken  konnten. 

Die  ObtciTTiitioa,  daas  dir^-^-Si;*::;;;  l»a-4-El +  Q4-E] 
kpnunt  mir  sehr  merkwArdig  vor,  imd  tcb  vemmthe,  daM 
dif^  Betrachtungen  ondjich  zur  wabren  Quelle  >  woraui 
difM  Ëigeasdtistften  flieMen,  leiten  werden.  Ick  habe  jetzt 
wegen  apderer  Geacbafte  aelt  eîmger  Zeît  6ber  diéae  Materie 
liicht  mehr  dei^^fi  kmnea;  ued  anjietao  bUi  içh  bemukel 
qine«  lîiofMl  iiM  Werk  au  mhtmt  welckeia  îck  gekabt,  um 
imkbe  ObjecnivglAser  zu  vorfertigen^  velche  eben  den  Dienst 
leist^n.  aplleq,  ala  die  Spîegal  in  deu  tubia  Newtoniama  uod 
Grego^ianis.  Der  Fekler  der  gewotvalicben  Qbjectivglâaer 
riiliret  nur  daher,  daa»  dîe  Lifhtatrabten  nîcU  einerley  fte- 
fifaction  kidea  und  aise  z.  Ex.  dW  rotken  Straklen  eînea 
andem   focMn   formtnen    ahi  dii^  blauen.    Dakmgagea    von 


eMiem  ^iegel^talk  Stralilen»  in  dben  dkmelhflii  feeum  rdko^ 
Ûtt  wmrieÊiu  DiMer  UMenchled  zwbckeii  dta.  CmU  À2r  inh 
tbm  undl  hiawnn  StraUeM  wifé  aueh  wm  M  Hdl  gritser^  je 
vueifeBr  dlleselben  vcn  Glas  ^  entClrnt  aine  ;  und  hmy  ekien 
ObjedtVglM  Foft'  2V  Sckuk/  fidit  der  nithe  loclit.  eineB'  gai»» 
Mtk  Schttfa  weitw  nlft  àîfÊ  bltue^  w&nuM  êim  IJMdtiitHcMbtit 
nnà  «Lie  Farben  éor  AÉfck*  biigei  tubot  goaelkaMar  ûbjttttm^ 
rwn  raAftprâgen.  Wemir  mas  alto  aokhe  Obj^ect^vglâMr  rev^ 
fertigen  kônnte^  wekhe  aUe*  Strahltm.  in  eîntU  fjmÈsms» 
(eciunr  aaÊÊmmanwkfScà,  «o  wârda  ma»  ^im  dmaalben  tben 
diejenigeu  'Yartkail»  a»  genaavtan.  baben^:  ait  vwi  deor  ^m-^ 
gc^  Bietei  ialt  abtr  niefai  môgliok  bmé  bloMieinjGftia  sui  bd? 
iMffkatelli(|e».  Dttbera  biniiob/  auf  die  Gaduikfln)gefiilkilti»dl^ 
ea  nk^ti  môgbdb^  «Sra)  ant«^  ^Uaa^  Und  WaaMTt  èdwnflswf^ 
aiidkrn  ivaMcyàdcpim  dumbsiohtîi^  Mateiri^ii  aolirbtitlei^aa 
objeakivni  a«{ 'Harfiurtigei^^  «md- nareifelte  bieraniliiat  s6 /iricl 
wenigGff»ida  wir  seben^  dass  in  den  Augen,  welcbe  ans  ver- 
schiedenen  durcbsichtigen  Gôrpern  besteben^  eine  solche  Un- 
deutlicbkeit  wegen  der  verscbiedenen  Brecbung  der  Licht- 
gtrablen  nicbt  wahrgenommen  wird.  Icb  babe  mir  dabero 
eine  aolcbe  lentem  rnfnpnMtanj  laggattrllt  (Fig.  Z\),  so  aua 
zwey  Glâsern  abba,  cddc  und  dem  Zwiacbenraum  becb  mit 
Wasser  angefûllt  besteben  soU. 

Nacbdem  icb  die  radios  der  Krummungen  aa,  bbf  cc^  dd 
generaliter  durcb  die  Bucbstaben  a,  b,  c,  d  bemerket,  ao 
babe  icb  ex  lege  refractionis  erstlicb  die  distantiam  foci  a 
radiis  rubris  formati^  und  dann  die  distantiam  foci  a  radiis 
violaceis  formati  gesucbet  Hemacb  babe  icb  dièse  beyden 
expressiones  einander  gleicb  gesetzt  uud  daraus  die  Verbàlt- 
niss  zwisi-ben  den  radiis  a,  b,  c,  d  bestimmet.  Die  Solution 
fiel  dabin  aus^  dass  beyde  Glâser  menisci  seyn  miissen,  von 
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wekhen  Mcb  der  radius  &ciei  oonVexae  Aini'  radius  Ceiciei 
coDcavhe  '  <¥6#haltb  wië  S3  zii  10.-  Solcfae*  meniscos  habe  ich 
nûrsckoit  t^rschîedene  •  scfaldfen  laneu;  es  findet  sich  aber 
nodi'  di«se  Sckwieri^keit,  dafes  das  Glas  nichl  eben-die  Figur, 
welche  die  SduiSsel  htd,^  àu£  das  Genanesteibekomail,  Gleich- 
woU  kann  icb  sckou  von  sotGhea'ObjéGtii^;lasenteiiie&  merk- 
licken  Vortkeit  tpûren.  Ich  weMie  aber  Boeh;  mehrere  sokbe 
menisoos  yerfertigèn  lassen  um  su  seben,  ob  etwan  casu  die 
erforderte  Proportion  n&her  getroffen  wird. 
t:  Ew.  hab^i'  yoUkommeii  Recht,  dass  m  den  curvis^  de- 
refli  uomhales  'secSantes  allenthâlbeR  constantes  sûid ,  die  ma* 
liana  appficàta  ad  dianaetrum  curvae  relata  dor  HaUlbe  jener 
q^Hintitatis  çonstantb  gleicfa  aeynmûsse*  Die  Sache'  kommt 
aise^  4iuridarau£<aii^  ob  in  diesen  curvis  innner  an  solchor 
amis  iuF#ain  in  duas  partes  ëimiles  M  aequales  secans  Platx 
fnde?»'  welche  .Fnfge  ich  Mcht  mit  ja  beantworten  kann. 
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Euler. 
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Goorbc  catoptriqiM.  >  Théorème  dVna1]rto  indëtominiéc. 
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Ifotcau  d.   IO*Febraar   I740: 

lias  V6mehin8te>  so  ich.  jetzo  bey  der  curva  catoptrica  an- 
zumerken  hâbe>  bestehet  in  Folgendem:  \  \, 

Wenn  (Fig.  35)  die  Gatoptf  ica^  deren  .axis  ^^B-ria  ist^  çom- 
pendii  causa  die  curva  A,  uhd.diecurva  buic  rcspondens^  déren 
wi  afiiz^2a  ist,*  und  welche  dièse  fligenschaft  bat,  .dass.alle 
normales  curVam  sécantes  nuch  zz2a  sind,  die  curva  a  ge-' 
nsoint  windi  so  wfrd  .dièse  curva. a ^  w'eil  sie  allezèit  «inen. 
axem  bat,  wélcber  der  axis  A  &  '  utrinque.  coptinuatiis  ist^  ziirr 
applicata  maxima  ad  axeni  baben  ERzz.a.  Hierâus  ziebe  icb, 
durch  ein  sehr  simples  raisoniiement  nacbfolgende  zwey 
.corollaria:  "     * 


•      • 


>  •      • 
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I.  Si  disiantia  verticis  A  a  puncto  radiante  C  vocetur  b, 
et  abscissa  CR  %\i  zi:x,  applicata  huic  abscisiae  respondens 
MR'zi.y,  dataé  per  ac^  semper  invenietur  spatîum  intercep- 
tum  CR  oiaximum,  %\  ponatur  C/î:=:a;=iV  {aa—^2ay). 

II.  Si  in  axe  curvae  a  sumatur  a¥zz.Ffiz=,a,  erit  in 
curva  A  spatium  CF=:a-^26  minimum  omnium  >  inter 
punctum  radians  C  et  radium  ad  axem  reflexum  intercep- 
torumj  ita  ut  locut  radiorum  ad  axem  reflexorum  sit  inter 
F  et  R: 

Uebrigens  hAt  ieh  «ttch  bem«pk^>  daM  êo  oft  in  dieser 
Aequation  aa  -f  0fi  -f  y/  -f  *^  +  ^-^AA^BB^CC 
aile  nuineri  integri^  qui  his  iitteris  designantur,  bekannt 
sind,  in  der  folgenden  Aequation 

die  numeri  P,  Q,  R,  5  angegeben  werden  kônnen.  Sit 
ex.  gr.  a—i,  /â^=5,  y=:7,  (8  =  3,  i4=:3,B=:3,  C=9, 
erunt  P  =  3,  Q  =  3,  fi  =  9,  5=1. 

Goldbacb. 


.»  • 


i 


•         « 


—     M>     — 


LETTRE   CXXin. 


•        t 


dULBR    à    GOLDBACH. 


So  M  Mal  us.   ftechcrctiea  oh^«urei  sur  ta  courbe  '0;itoptrîqâè 


•  t' 


•  Berlin  d.  4.  M»r«    I7%9. 

•       *  •       '    '  ■ 

l^efl  »kfej  d^r  bekannten  cnrvaxsatoj^tràadaniufaiiluHnint^ 
dasê  madi  «îtie  eurvttm  iifidei  dmit  nornuAêii  îitrinqae  sécan- 
tes allenthalben  constantis  magnitvilnM  .^yefi ,  sô  habe  in 
beygefogter  Figur  fFig.  ^36)  tiike  Mkha  curvimi  CMEADNBEC 
mit  allem  Pksiss  aafgcrÎMeii^  in  welcher  aile  dièse  natftmulei^ 
CD,  MN,  IB/EKy  AK  gleioh  gran  mid^  md  merke  diH 
bey  zuvôrdersjt  ai^,  dass  es  auçk-.  splçhe  cuirvas  gebej  welcke 
gar  kêinen  diametrum  haben;*  von  der  beygefûgten  aber  ist 
CD  ein  dfiameter.  Hat  man  éiné  solcne  *  curvàm  géfuiîden^ 
so  kann  man  Yiach  Belieben  d^ti  punctuâi  nidians  /*  entwe- 
der  un  aie  oder  %ussêr  âemséUien  anneEmen  und  .  daraus 
leicht  die  cûrrani  catoptncam'yjrXH  KeiM^Brëiben.  '  lÉin'  ziékt 
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n^hmlich  aus^  dem  punoto  radiante  F  ad  quodvîg  curvae 
. prions  piinctum  Af,  die  Linie,  F3f«  schneidel  dieselbe  in  T 
in  zwey  gleiche  Theile,  riehtet  darauf  in  T  die  Perpéndicu- 
larlinie  TL  auf  ^  bis  sie  die  normalem  Af  Ain  L  durchschnei- 
det^  %o  \%t  £  ein  punctuih  in  der.  Gatoptrica.  und  £T.  die 
tàngens  daselbst  Wènn  nun  dàs  punctum  radians  F  in  dem 
axe  oder  diâmetro  CD  cûrvae  generatricis  angenommen 
worden.  %o  wird  àuch  die  Linie  G  H  ein  dianieter  der  cur- 
vae  catoptricae  .  selbst  seyn;  sonsten  aber^  tvenn  jF  nicht 
Traire  in  axe  Ci^jj  g6nipmin€|i  wprdaij,  <vl^  wenn  die  .curva 
generatrix  GÀB  gar  keinen  diameumm'liâtté^i  %0'  wûrde^ch 

•  •      •  »  • 

auôh  in  der'  ciirva  catoptrica  Eein  diametef  bèfinden;  Also  ist 
es  ^ewisé,  dass  so  oft  die  curva  catoptrica  GLH  einen  dia- 
metrum  hat^  auch  die  ciicva  geheratrii  CAB  ebendensellien 
diametpum  haben  werde^  abef*  nicht  vicissim;  und  daherô 
findèn  Ew.  Ânmerkungen  nur*  alsdann  Statt,  wenndie  curva 
.  catoptrica  ein^ndiametrunt^at 

Das  punctùm  radians  F  lïiag  angenommen  werden  wo 
man  willy  wenu  mân  durch  dasselbe  ad.  cur  vain  generatricem 
die  norinaiem  ziebt  CFD.,  und  die -pacrtés  GF  und  DE.  m 
zwey  gleiche  Thcîle  scbneidet»  so  bekommt.man  die  puncta 
G  und- H  in  der  O^^toptrica. 

.  Wenn  die  curva  generatrii  CAB  «in en  diametrum  bat, 
aU  CD,'W[ïà  Ed  die  grossie  applicata  ist^  weil  EdtudE 
und    ad    curvam  normaiis/ so   muss  EEz::^CI),    und    aiso 

àE±ijÇD  seyn.  Eé'iiey  e2>^2a,  *b  wird  die  àppHcata 

.»'■■.  ■ .      !  ■  -.••■.•  •  '  «  .  ■       '      * 

matima  (/£'=:  a.  Wenn  âlso  .m,  der  curva  catoptrica  gésetzt 
\yird  Fd^zXi  dq:zzY,  so  ist 

.und-  folglich  aî:;i:  l/(fla-T- ^ay),  wie  Ew.  m  der  .er^ten  ^n- 
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merkung  gefiinden,  und  in  diesem  Fall  ist  das  spatiiim  Fd 
maximum  vel  minimum  inter  puncium  radians  F  et  radium 
rcflexum:  in  meîner  Figur  nehmiich  ist  es  maximum:  es 
"ivùrde  aber  minimum  seyn,  wenn  icli  das  punctum  radians 
F  auf  der  andern  Seite  gegen  D  angenommen  liiitte.  Gleich- 
wie  aber  in  der  Figur  das  spatium  F R  in  Fd  ein  maxi- 
mum wird,  so  ist  hingegen  Fc  der  valor  minimus  dcssclben, 
wenn  cC  der  radius  osculi  curvae  gencratricis  in  C,  und 
foiglich  cD  der  radius  osculi  in  D  ist.  AIso  fallt  diescr 
Punct  c  nicht  nothwendig  in  die  Mitle  des  diametri  CD\ 
vielmehr  wird  aus  Folgendem  erhellen,  dass  diescr  Punct  c 
niemal  in  die  Mitte  der  Linie  CD  falle,  als  wenn  die  curva 
generatrix  CAB  ein  Circul  ist,  in  welchem  Fall  die  catop- 
trica  eine  ellipsis  wird.  Denn  wenn  die  curva  generatrix  in 
se  rediens  et  quasi  circuliformis  seyn  soU,  so  muss  ihre  evo- 
luta  cab  eine  curva  tricuspidata  seyn,  dergleichen  unendlich 
viel  gefunden  werden  kônnen ,  sowobl  triangulis  aequila- 
teris  als  scalenis  inscriptibiles.  Hiebey  ist  merkwiirdig,  dass 
wenn  man  eine  solclie  curvam  tricuspidatam  abc  gefunden, 
ans  derselben  Evolution,  nacbdem  man  den  Faden  langer 
oder  kûrzer  annimmt,  unendlich  viel  curvae  génératrices 
CAB  besclirieben  werden  kônnen.  Denn  wenn  Ce  nach  Be- 
lieben  angenommen  wird,  so  ist  immer  mM=i:Cc-|-cm 
und  bLzzLCc-^-  cmby  ^a-rzCc  -\-cmb  —  adb  und  cDziz 
Ce  -]-  cmb  -{-anc  —  adb.  Weil  nun  cmb -^  anc  nothwendig 
grôsser  ist  als  adb,  so  kann  auch  cB  nimmer  dem  Ce 
gleich  werden,  foiglich  das  Punct  c  nicht  in  die  Mitte  von 
CD  fallen. 

Um  ein  Exempel  von  einer  solchen  curva  tricuspidata  zu 
geben,  welche  rec.tificabel  ist,  damit  sowohl  die  curvae  gé- 
nératrices als  catoptricae  algebraicae  werden,  so  sey  cpzizt, 

Corr.  math,  et pht/s.  T.  L  Qi- 
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pm-zzu  und  man  nehme  tzz,    ^^  .      f/    und  ^  =:  .^  /^s2> 

woraus  wenn  man  p  eliminirt  eine  Aequation  von  seehs  Di- 
mensionen  %uu(tt  Y  uu)^iz,  i2ctuu  (uu  -f  9^^)  —  2k3cct* 

entspringt,    darin  isl  -r-'zz.p.    Pro  puncto  d  ist  pmO,  und 

aiso  C(/  =  3c.    Dieae  curva  ist  triangulo  aequilatero  inscrip- 

tibilis;  cujus  latu»  ac  ziz  ûb'zz.bczz,—r-c.     Fenier  ist  dièse 

curva  rectificabilis,   dcnn   es   wird   der   arcus 

cm  iz: — '-' ^+  2c, 

und    da    pro    cuspidibus  a   et  6   est  pz^±  -r^f    «o   ist  der 

Bogen  cmbzzLcna'rz.adbzizkc.  Wenn  aIso  genommen  wird 
Ce  "Tiz  b  y    so    wird    cD-mb  -^  kc^  ferner 

Mm-6  +  2c+  '^^^'"7^  =  a  +  ^tSllzlp, 

(.^+PP)^  i^+PP)^ 

weil  2a  =  26  -1-  kc.   Nun  aber  ist  pRzupuziz  - — ~~^  und 

Rm  =  u  V(i  -i-pp)  =  -^^.  At  MR  =  a ^i^;  daliero 

tindet  uian  pro  curva  génératrice  die  abscissa 

\\\m\  die  applicata 

wobey    ich  nur  ainncrke,    dass  wenn  man  in  einem  Giroul, 

dessen    radius   iz:  azu-^CD,    dcn    Bogen  (qui   est  mensura 

ansîidi   CRM)   setzt  z=z  s,    so    wird   in  der  curva   generatrire 

der  arcus  CM  -=:  s  -{-  —     ^     ^   >  und  also    ist  der  perinieter 

(1  +/'/>)* 
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totius  curvae  CABC  accurat  gleich  der  Peripherie  eines 
Circiils,  cujus  diameter  ziz  CD.  Dièse  Eigenschaft  ist  ail  en 
curvis,  so  ex  eyolutione  curvarum  tricuspidatarum  qua- 
rumcunque  entstehen ,  gemein ,  indem  immcr  der  ganze 
perinieter  derselben  der  peripheriae  eines  circuli  dianietro 
z^i  CD  descripti  gleich  ist.  Dieser  Circul  ist  in  der  Figur 
punctirt  gezeichnet,  Der  excessus  areae  circuli  supra  aream 
curvae  ist  nun  in  gegenwàrtigem  Fall  gleich  der  areae  cir- 
culi^ cujus  diameter  ::zic  zz-T-c/iazi:-—^^' 

Weil  nun  aus  dieser  einigen  evoluta  abc,  welche  zugleich 
immer  die  caustica  der  daher  entstehenden  catoptricarum  ist, 
unendlich  viel  curvae  generatiûces  ABC,  und  aus  jeder  gé- 
nératrice, pro  loco  puncti  radiantis  F  arbitrario,  unendlich 
viel  catoptricae  entstehen,  so  kommen  aus  einer  caustica  abc 
unendlich  mal  unendlich  viel  catoptricae,  aile  algebraicae. 

Wenn  «^ -^/9^ -f  y» -|- 45-^  *  =  ^^  +  ^^  +  C^  »o  ist 
«^_|-^^4-y^  +  5^  +  8  =  J*  +  B^  +  C^+(5— 2)^  wel- 
chcs  seyn  soll  P»  -^  Ç^  -f  i}»-^-  S^ ,  ist  also  offenhar  P=J, 

Q  =  B,  R  =  C  und  S=d  —  2. 

E  u  1  c  r. 
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LETTRE    CXXIV 


GOLDBACH    à    EULER. 


Somma  m  E.     Suite    sur  la  courbe  catoptrîque. 


Moscau  d.  27.  Marx   1749. 

A.US  dcr  von  Ew.  mir  ùhersandtcn  Fîgur  sowohl,  als  ans 
dcm  casii  dcr  (iirvac  tricuspidalis,  triangulo  acqiiilatero  in- 
scriptibilis,  kann  ich  nicht  andors  urthoilen,  aïs  dass  die  arcus 
ac^  aby  cb  nicht  nnr  acquales  sondcrn  auch  similes^  iind 
die  puncta  d,  m,  n  curvas  illas  in  duas  partes  aequales  bi- 
secantia  seyn  sollen.  VVenn  nun  dièses  ist,  so  niùssen  auch 
die  puncta  /  et  K  von  dem  niedio  axis  CD  (welclies  Ew. 
in  der  Fii»;ur  mit  keinem  Buchstaben  bezeicbnet  haben  uiid 
indcssen  r  heisscn  kann)  acque  distantia  seyn,  woraus  demi 
ferner  folget,  dass  die  curva  generatrix  auch  hexagono  re- 
gulari  circumscriptibilis  sey  und  mit  dem  circule,  cnjus  ra- 
dius  est   Cr  in   dcn   sex   punctis   C,   I,   A,   D,   B,  K  coin- 
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cidiren  musse  ^  womit  aber  die  ùbersandte  und  liiebey  zii- 
ruckkommende  Figur  (die  mir  wieder  zuzuschicken  bitte) 
nicht  ùbereinstimmt^  weil  sonst  aile  dicse  puncta  in  dem 
piinctirt  gezogenen  Giroul  stehen  mùssten.  Wenn  aber 
auch  die  arcus  ab,  bc,  ca  nur  longitiidine  aeqiiales  und 
nicht  similes  wàren^  so  mûsste  nichts  desto  wcniger  folgen^ 
dass  die  puncta  A,  B,  C  ein  triangulum  aequilaterum ^  cir- 
cule, cujns  radius  est  Cr,  inscriptum,  formiren  und  in 
den  punctirt  gezogenen  Gircul  fallen^  dcssen  Gentrum  r  zu- 
gleich  der  Mitteipunct  des  trianguli  aequilateri  ist,  wie  denn 
aiirh  femer  die  distantiae  punctorum  Eui  und  EB  aequales 
seyn  miissten^  welche  doch  in  der  Figur  um  ein  gar  merk- 
liches  differiren.  Dièses  ailes  habe  nur  deswegen  erinnern 
wollen,  damit  Ew.  ûberzeuget  wùrden,  dass  ich  die  mir 
ùbersandte  Figur  nicht  nur  obenhin  angeschcn,  sondern  mit 
einiger  Attention  (woran  es  mir  oftmals  zu  fehlen  pfleget) 
betrarhtet  habe. 

Was  ich  von  den  quadratis  AA  -\-  BB  '\-  CC  etc.  in  mei- 
ncm  vorigen  gemeldet  hatte^  ist,  wie  ich  aus  Dero  Solution 
ersehe,  von  keiner  Ërheblichkeit  gewescn  und  einer  Distrac- 
tion zuzuschreiben. 

Goldbach. 

P.  S.  V.  i.  April  174-9.  Nachdem  ich  ungcfâhr  die  cur- 
vam  generatricem  abermal  betrachtet,  so  habe  befundcn, 
dass  bey  der,  von  Ew.  mir  ùbersandten  Fignr  nichts  Essen- 
tielles zu  erinnern  gewescn,  welches  bey  Zciten,  um  Dero- 
selbcn  keine  vergebliche  Mùhe  zu  machen,  mclden  wollen, 
wobey  nur  noch  dièses  anmerke,  dass  von  der  punctirt 
gczeichneten  curva  exteriore  (welche  man  trigibberam  nen- 
nen  kônnte)  cujus  omnes  normales  curvam  sécantes  aequales 
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sunt^    die    curva^    normales  omnes  in   duaft  partes  aeqnales 
dividens,  wie  die  innere  Figur  anzeiget,  tricuspidalis  ist. 

Die  acquatio  in-f^Szzi^D-f-iQ-l-  [D  (allwo  □  ein 
quadratum  impar,  D  ein  quadratum  par  bedeutet)  ist  zwar 
allezeit  môglich^  man  kann  aber  fi'ir  Q],  so  eines  von  den 
vicr  qnadratis  ist,  nicht  ein  jedes  pro  lubitu  annehmen,  wie 
in  der  aequatione  4EI-|"E]  +  El-|-EI"=8n-|-7  geschiehet, 
alhvo  vor  eines  von  diescn  vier  quadratis  ein  jcdes  quadra- 
tum <iSn-\-l  genommen  werden  kann. 
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LETTRE    CXXV 


EULER    à    GoLDBACH. 


SoMUAlRC*      Suite  des  recherches   arîtlim<<tiques 


Berlin   d.   12.   April   1749. 

unmehr  habe  ich  endlich  eincn  bùndigen  Beweis  gefunden, 
das»  ein  jeglîcher  numenis  prîmii»  von  dîoser  Form  in  -)-  1 
ciiie  summa  duor.  quadr.  ist.  Es  sey  [2]  das  Zeiclicn  der 
Zahlen^  welche  summae  diior.  quadr.  sind,  so  sind  rneine 
Satze  folgende: 

I.  Si  a  iz:  [2]  et  6  nz  [2] ,  erit  etiam  a6  r=  [2] ,  wovon  der 
Beweis  leicht. 

II.  Si  abzzz  [2}  et  0=1  [2],  erit  etiam  6z=:[2].  Hievon  ist 
der  Beweis  schon  schwerer  und  ei'fordert  einige  Satze 

III.  Summa  duor.  quadr.  aa-\-bb,  ubi  a  et  h  communem 
divisorem  non  habeant^  nulles  alios  admittit  divisores^  nisi 
qui  ipsi  sint  [2]. 
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IV.  Froposito  numéro  primo  4a-j-l,  per  eum  sempcr 
a^"  —  1  erît  divisibilis^  nisi  ipse  numerus  q  sit  per  4ii-|-l 
divisibilis.  Den  Beweis  hievon  kabe  in  den  Commentariis 
Petropolitanis  gegebcn. 

V.  Da  a*"  —  1  =  (a*"  -[-  1)  (a*]"  —  1),  so  ist  also  entwe- 
dor  a*" -f- 1  oder  a*"  —  1  per  in-j-l  theilbar.  Kônntc  mm 
ein  ciniger  Fall  angczcigt  werdcn,  da  nicht  a*"  —  1,  sondern 
a*" -|- 1  dm'ch  kn  ^  i  divisibcl  wiire,  weil  a*" -j- 1  =:  [2I, 
so  wiire  per  N.  III  bcwicsen,  dass  4/i-|-  1  eine  summa  diior. 
qiiadr.  «eyn  mnss. 

VI.   Theorema.  Omnis  numerus  primus  formae  in-j-  1  est 
summa  du  or.  quadr. 

Demonstr.  Si  kn-\'i  non  csset  [2],  quia  a*"  —  1,  vel 
etiam  a*"  —  b^"  per  4/i -|-  1  («t  divisibilis  (dummodo  nequc 
a  neque  b  sit  per  \n-\-i  divisibile)  nunquam  a^^-J-i*", 
scd  semper  a*"  —  ft^"  per  hn-\-i  csset  divisibile.  Forent 
ergô  sequcntcs  numeri  omnes  2*"- 1,  3*"— 2*'*,  4*"— 3*", 
5^"  —  4^",  etc.  (quamdiu  radiées  sunt  minores  quam  îin-f-O 
per  hn -\- i    divlsibilcs.    Hoc  est  hujus  progrcssionis   1,  2^", 

3^",    4^",   5^", (4ii)^"   differentiae   forent   per   */i  +  l 

divisihilos.  Forent  crgo  qnoque  dillerentiae  secuudae  et  ter- 
tiae  et  qiiartue  et  tandem  dilFerentiae  ordinis  2a,  quae  sunt 
constantes,   per  hn  -\-  1   divisibiles. 

At  ex  doctrina  diûerentiarum  notum  est,  differentias  or- 
dinis 2n,  quae  sunt  constantes,  esse  :iz  1 .2  3.  4  ....  2n,  qui 
numerus,  cum  non  sit  divisibilis  per  numerumprimum  4/i-f-l, 
sequitur  non  omnes  dillerentias  2^"— 1,  3^"~2*",  4^"— 3^",  etc. 
per  4/1  -|-  1  esse  divisibiles;  dabitur  ergo  quaedam  diflercntia 
a^"  —  i^",  quae  non  erit  per  4/i -j- 1  divisibilis,  quare  cum 
a*"  — 6*":iz(a^''+6^'')(û^''~^^")8emper  sitper  4a+l 
divisibilis    (in   série    enim   superiori,    cujus   diffcrentias   suni 
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rontemplatus,  termîni  tantiim  iisque  ad  (2a -j-  1)^"  conti- 
nuaiitur^  itautsit  a  et  6<2a-|-l,  idcoque  nequc  a  neque 
b  per  se  sit  per  4n-}-l  divisibilis,  qui  casus  «unt  excepti) 
necesse  est  ut  hoc  casu  factor  a^^-l-i*"  sit  per  ^/i-j-l  di- 
visibilis^  qui  cum  sit  [2]^  ejus  quoque  divisorem  ^'H-}-  1  sum- 
mam  duor.  quadr.  esse  oportet.   Q.  E.  D. 

Dass  eine  jcde  Zahl  eine  summa  quatuor  vel  pauciorum 
quadratorum  sey^  kann  ich  beynahe  beweisen;  es  fehlt  mir 
nehmlicb  nur  noch  an  einer  Proposition,  welche  dom  ersten 
Ânsehen  nach  kcine  Schwicrigkeit  zu  haben  scbeint. 

Dièses  Zeichen  \h\  bcdeute  eine  jegliche  Zahl^  welche  eine 
Sunim  von  4  oder  weniger  quadratis  ist,  so  sind  meine 
Siitze  folgende: 

I.  Si  a  ru  QT]  et  izizQî]  erît  quoque  ûizzQf].  Ilievon  ist 
dcr  Bewcis  bûndig ,  denn  es  sey  a  zu  pp  -\-'qq  -\-  rr  '\-  ss 
und  bznxx  '\'yy  \  zZ'-\-vv,  so  wird 

ah  zu  [px  +  7J  -|-  rz  ^  sv)^  -\-  (py  — qx±  n^  q;:  sz)^  -{- 
(pz  iç:  q{^ —  rx  ±  syY  -|-  (pv  ±  qzqz  ry  —  sx)'^zzz  (TT). 

II.  Si  abziz[û}  et  azi:[5],  erit  etiam  bzz:[ïï}.  Dièses  ist 
dcr  Satz,  worauf  die  ganze  Sach  beruhet,  und  den  ich 
noch  nicht  beweisen  kann. 

IIL  CoroU»  (Dièses  Zeichen  zn.  soll  nach  Ew.  negationem 
aequalitatis  bedeuten).  Si  ergo  ab  z^  [ïï]  et  azjz[û],  tum 
etiam  bziz{jï].  Si  enira  esset  izzH,  per  II.  foret  quoque 
Q-zz  {^  contra  hyp. 

IV.  Si  omnes  numeri  prîmi  essent  formae  0,  tune  om- 
ncs  omnino  numeri  in  hac  forma  continerentur.  jVIanifestum 
est  ex  N.  I,  unde  demonstratio  propositi  ad  numéros  tan- 
tum  primo^  revocatur. 

V.  Proposito  numéro  primo  quocunque  p,  semper  datur 
uumerus  formae  aa'\-  bb-]-  cc-^dd  per  p  divisibilis,  ita  ut 
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nullus  numerorum  a,  bf  c,  d  seortim  per  p  sit  divitibilis. 
Ich  kann  nehmlich  beweûen,  dass  es  allzeit  solche  Zahlai 
aQ"\'bb-\-cC'^dd,  und  das  unendlich  yiel  gibt^  obtckon 
ich  in  génère  keine  davon  anzuzeigen  vermôgend  bin.  Der 
Beweit  dayon  îst  inibesondere  merkwûrdig^  aber  etwas  weit- 
lâufig  und  kann  auf  Belieben  den  Inhalt  eines  ganzen  Briefei 
indLûnftige  abgeben. 

VI.  Si  aa  -{-  bb-^cc-^dd  per  p  est  divisibile^  quantumvb 
numeri  a,  b,  c,  d  sint  magni,  semper  exhiberi  potest  «mil» 

forma  ac»-}"  JJ  "h  ^^  + ^^  P®^  P  divisibiiis,  ita  ut  ainguli 
nuifieri  x,  y,  z,  (^  semiste  ipsius  p  non  ûnt  majores. 

Demonstr.  Erît  enîm  azz,  ap  ±:  x,  bzzifip  dzy,  c  = 
ypzt  z,  dzizdpzti^  atque  x,  y,  z,  v  erunt  numeii  non  ma- 
jores  cpiam  —p.     Gum    igitur  sît  ûû  -^  ftfc  -|-  ce  +  dd  :z: 

(aa  +  fi  fi  +  yy  +  8^)pp  —  ^p{^^+fiy  +  y^  +  ^^)+ 

XX -^  y  y  -^  ZZ'\' i^i^  haecque  forma  per  p  divisibilis  existât, 
ob  duo  priora  membra  jam  sponte  per  p  divisibilia^  necesse 
est  ut  ultimum  membrum  xx-{-yy -{- zz-^-vi^  quoque  per 
p  sit  divisibile. 

VII.  Si  p  est  numerus  primus  ideoque  impar^  erunt  sin- 
guli  numeri  x,  y,  z,  v  minores  quam  yp,  ideoque 

XX  +  JJ  +  ZjS -f-  ^^  <  *"  -r-p*  <P*. 

Vin.  Si  p  est  numerus  primus,  certe  erit  summa  qua- 
tuor quadratorum  vel  pauciorum. 

Demonstr.  Per  N.  VI  datur  numerus  aa+6fr-(-cc-f-rfrf 
per  p  divisibilis,  ac  per  N.  VII  dabitur  etiam  numerus 
xx-^  yy  -^  zz'\-ifif  per  p  divisibilis,  ita  ut  sit 

xx-^-yy-^  zz  -j-  vvK.pp 
Quodsi  jam  darentur  numeri  zn  0 ,  existeret  horum  nume- 
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roriim  minimus^  qui  sit  zzip,  ita  ut  sit  p  minimus  eonim 
numerorum,  qui  in  quatuor  quadrata  «unt  irresolublles^  (hic 
semper  de  numeris  integri»  est  sermo).  Sit  igitur 

et  quia  per  hyp.  />  nz  0 ,  foret  quoque  ^  nz  [ïï] ,  at  p^  ^PP> 
idcoque  <7<Cp,  ac  propterea  haberetur  numerus  q  minor 
quam  p,  qui  esset  m  [ïï\ ,  contra  hypoth.  Nullus  ergo  datur 
numerus  minimus  in  quatuor  quadrata  irresolubilis^  ideoque 
nullus  plane  datur  numerus  m  [^  ^  ac  per  consequens  omnis 
numerus  pzzL[û\. 

Weil  ich  nicht  zweifle^  dass  dièse  demonstrationes  Ew.  nicht 
gefallen  sollten^  so  bitte  dieselben  Dero  Aufmerksamkeit  zu 
wùrdigen. 

In  meinen  Umstanden  ist  seit  der  Zeit  nichts  verànder- 
liches  vorgefallen,  aïs  dass  ich  dieser  Tage  in  einer  Lotterie 
600  Rthlr.  gewonnen,  welches  aiso  eben  so  gut  ist,  aïs  wenn 
ich  dièses  Jahr  einen  Pariser  Preis  gewonnen  hâtte. 

Euler. 
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LETTRE   CXXVI. 


EULER    à    G  OLDBACH. 


SoMMAiEB.    Courbe  catoptrîque.  Recherches  arithmëtiqueft.  Saîte. 


Berlin  d.    15.  Aprîl   1749. 

Hicbcy  habe  die  Elire,  mcîne  Figiir  von  dcn  ciirvis  cata- 
causticis  wiedcrura  ziirûckzusendcn,  und  weil  dieselbc  niclit 
accurat  gciiiig  geratbcn,  indem  freyiich  die  Bogeu  AE  und 
BK,  wie  Ew.  angcmcrkt,  glcicb  scyn  solltcn,  so  fûge  noch 
cinc  andere  Figur  binzu  (Fig.  37),  welcbe  îcb  mit  mclirercm 
Flcisse  aiifgczcicbnet.  Indcsscn  ist,  Avic  in  der  vorigen,  die 
curva  tricuspidata  abc  acquilatera  und  die  drey  partes  ai/ h, 
bmcy  cna  untcr  sicb  aeqnalos  et  similes.  Diesc  curva  liât  also 
ein  rcntruin  in  0,  ivelchrs  das  crntrum  circidi  trian^ulo  abc 
circuniscripti  ist.  Dièses  Punct  0  îst  aber  nicbt  das  Mitlel- 
punct  der   Linie   CD ,    welrbes    Ew.   mit   dcm   Buchstabeii  r 
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andeuten  woUen,  denn  au«  der  Natur  der  Evolution  ist  CD 
der  Faden,  welcher  vorhcr  um  den  Bogen  cna  gelegen  und 
bis  in  A  ausgedehnt   gewesen,   foiglich  ist 
cD  :=z  Arc.  cna  -^-Aa  zz  Arc.  cna -\- Ce  (ob  Ce  r:-  AazuBb) 
und    aiso    cl?  -f-  Ce  iz:  Cl?  m  Arc.  cna  -f-  2  Ce.     Wenn 
nun    das   Punet  r  in    der  Mitte    der  Linie   CD  genommen 
wird,    so   ist  Cr  zn  |  CD  zz  ^  Arc.  cna  -|-  Ce,    und  dahero 
crz^iCr  —  Cczz  |  Arc.  cna  zz  en.  Nun  aber  ist  in  der  Figur 
cO  grôsser  als  der  Bogen  en,    und  also  cOy>cr  (ich  habe 
nehmlick  die  puncta  d,  m,   n   in  der  Mitte  der  Bogen  ab, 
ac,  bc  angenommen).    Hernach  sind  freylich  die  Linien  01 
und   OK  nicht   nur   einander  gleich,    sondem  machen  auch 
mit  OC  gleiche  Winkel.  Denn  es  ist  0/=  OK  zz  OZ?;  allein, 
weil  das  Punct  0  nicht  in  die  Mitte  der  Linie  CD  fàllt,  so 
sind  auch   dièse  drey   Linien    01^  OK,  OD  nicht  so   gross 
als    CO    oder  AO  und   BO.     Dièses  ist  auch  aus  der  Aus- 
wickelung  ofienbar,  da  der  anfânglich  gelegte  Faden  bmcC 
in   bOI  nach  der   geraden  Linie  ausgedehnt  wird.     Also  ist 
b1zzibmc-\-CCy  und  0/zzimc  +  Ce  —  bO.   Nun  aber  ist 
Ce  —  OC—cO   und    daher  OI=bmc^OC  —  cO  —  bO, 
oder    weil    bO=ieO,    so    ist    0/ =:  OC  — 2eO  +  6me  zz 
OC— 2(eO  — cm),  und  da  eO>emso  ist  OI<:^OC.  Wenn 
daher   aus   dem  centro  0  mit  dem    radio   OC:=:0^zzOB 
ein  Gircul  beschrieben  wird^  so  berùhrt  derselbe  die  curvam 
descriptam   in  drey  Puncten  C,  A,  B,    und  dièse  curva  hat 
also   drey    Biickel   in   A,  B,   C  und   drey   Tiefcn   /,   Z),   K, 
kann   also   trigibba   genannt  werden.     In  der  vorigen  Figur 
war  der  Gircul  aus  dem  centro  r  beschrieben,  welchen  hier 
gleichfalls  bezeichne,  woraus  ganz  klar  zu  sehen,  wie  dieser 
Gircul   die   curvam  trigibbam  in  zwey  Puncten  berùhrt  und 
in  zweyen  durchschneidet  ^  wie  denn  auch  dieser  Gircul  und 
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die  curva  trigibba  ejusdem  perimetri,  folglick  die  area  curvae 
kleiner  als  die  area  des  Girculs  sejm  miiss. 

Ich  fùge  noch  eine  neue  Figur  hinzu^  (f^g-  38)  in  welcher 
die  curva  tricuspidata  abc  nicht  aequilatera^  sondern  scalena, 
aus  welcher  auch  eine  cùrva  trigibba  scalena  ABC  entstehet 
Ungeacht  es  solche  curvas  continuas  oder  aequatione  expri- 
mibiles  gibt^  so  kann  man  doch  auch  von  freyer  Hand  ohne 
einige  Regel  solche  curvas  tricuspidatas  aufreisscn  und  aus 
denselben  per  evolutionem  die  curvas  trigibbas  beschreiben^ 
aus  welchen  "hernach  weiter  auf  unendlich  vielerley  Arten 
die  gesuchten  curvae  catoptricae  construirt  werden  konncn. 
Wie  ich  denn  in  dieser  Figur  die  curvam  tricuspidatam  ahc 
aus  drej  Girculbôgen  ab,  ac,  bc,  so  einander  beruhren, 
formirt^  und  daraus  die  trigibbam  also  gezeichnet  habe^  nach- 
dem  ich  die  tangentes  ad  cuspides  a,  b,  c  und  puncta  late- 
rum  média  l,  m,  n  gczogen  und  a  A  pro  arbitrio  angenoiu- 
men^  so  wird  mM  zz,  ma  A-  aA,  cyzz  cm -j- wi 31,  Ikzz. 
cy  —  cl,  bBiizlX  —  Ib,  nNzz.nb-^-bB  etc.  bis  man  he- 
rumkommt. 

Ich  bin  neulic.h  auf  dièse  Bctrachtung  gefallen,  ob  es 
nicht  moglich  scy  zwey  Zahlen  x  und  y  zu  findcn,  so  dass 
xy(x  -|-  j)  einer  gegel)enen  Zabi  a  gleich  sey  ;  oder  propo- 
sito  numéro  a,  invenire  duos  numéros  rationales  x  et  v 
(sive  integros,  sive  fractos)  ut  sit  xy(x-\-y)'zz:a.  Solches  i»t 
immer  môglicb,   so   oft  die  Zabi  a  in  dieser  Form 

P7(pm'±7n*j 
enthalten   ist      Ich   glaube  aber,    dass   in    dieser   Form  bey 
weitcm   nicht  aile  Zahlen  enthalten  sind,    und  also  das  pru- 
blema   ôfters   unmôglich   ist,    wclchcs   zu    geschehen  schcint, 
wcnn  a  rz:  1 ,  oder  a  zz  3  etc. 

Wenn  aber  dièses  problema  proponirt  wird: 
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Proposito  numéro  a,  inyenire  très  numéros  rationales 
X,  y,  z,  ut  sit  xyz(x  \- y -\- z)z:za,  so  ist  das  problema 
immer  môglîch  und  kann  sogar  in  génère  die  Solution  an- 
gegeben  werden,  welche  ich  endlichnach  vieler  angewandter 
Mùlie  herausgebracht.  Nehmiich  man  «etze  (sumendo  pro  s  et 
t  numéros  quoscunque  pro  lubitu) 

X  zr 


^  —  2t(at^  —25*)  (2aal^  +  i0as*t^  —  «*)' 

2  (2  aa t^ -^-iO as*  t^  —  5^) 

^ —  3s^t{ttat*^s*)  ' 

so  wird 

j^      _.        2aat^-\-i0as*t*  ^  s^ 

und  hieraus  bekommt  nian  xjz(a: -[- j -j- z)  ii:;a. 

Als  es  sey  arz:  1  und  man  nehme  t'zii2,  szni^  so  wird 

48. U^  3 .  65^  a.G'?! 

^  —  65.671  ^     y  —  56  6-71  ^     ^  —  6T65~' 

daher 

.         1350723     3.671^      3.671 

^    '    ^  —  5b. 65. 671  56.65.671  —  56.65 

und 


folglic.h 


/       ,  ,       .  48.14*      3.65*       671       671  . 

^r^(^+r  +  ^)  =  6T:67T-56:67î-^-3":5^=*- 
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LETTRE    CXXVII 


GOLDBACII    à    EULER. 
Sommaire.     Réponse  à  la  lettre  prëcëdente. 


Moscan  d.   16.   Juni    1749. 

Vor  die  Communication  von  Dcro  tlicorcmatihus  in  doni 
Briofe  vom  12.  April  sacje  irh  srliuldigstcn  Dank,  nnd  dass 
an  der  mir  id)ersandton  Figiir  niclits  auszusctzen  gewescn, 
hatte  irh  sclion  in  meincm  vorigen  Postscript,  wolclies  olinc 
Zweifel  angckommen  seyn  wird,  crkannt.  Icli  glaiibe  es  wcrdc 
Evv.  anch  niclit  A^icI  Mùlie  kostcn  die  curvam  omnes  verli- 
calcs  bisecantem  zu  besclirciben  in  casii,  da.  die  curva  triciis- 
pidalis,  so  zum  Grimde  gelcgt  wird,  ans  lauter  arcnbiis 
circnli  bcstchet,  und  es  scheinet,  dass  dièse  curva  verticales 
bisecans  scitsame  proprietates  baben  wird. 

Was    die    rcsojutionem   cnjnsvis   nnmeri  in  quatuor  qna- 
dratos   betrifft,    so   scbe   içb    gar   vvobi    ein,    dass  ailes,    \sk 
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Ew.  angenlerket,  auf  der  Démonstration  des  andern  Satzes 
berubet:  Si  afc  est  (*]>  et  aiz:  (¥)>  erit  etiam  fc  rz  [5] .  Eine 
gleiche  Bewandniss  bat  es  mit  der  demonstratione  bujus 
propositionis :  Si  summa  quatuor  quadratorum  in  numeris 
fractis  sit  =  numéro  integro,  erit  idem  numerus  integer  = 
quatuor  quadratis  integris.  AUein  die  demonstrationem  bujus 
propositionis:  Si  numerus  aliquis  est  summa  quatuor  qua- 
dratorum imparium^  idem  numerus  est  summa  quatuor  qua- 
dratorum parium,  oder  datis  quatuor  quadratis  imparibus 
ziz8m-\-k,  dantur  etiam  quatuor  quadrata  numeri  2m-|-l, 
meine  icb  in  potestate  zu  haben. 

Wenn  man  aber  ein  Mittel  finden  kônnte  die  summam 
quatuor  quorumque  quadratorum  AA-^ BB-^ CC  +  DD 
in  die  vier  folgenden  quadrata  zu  resolviren 

m 

wo  doch  aucb  quatuor  quantitates  indeterminatae  sind,  so 
batte  man  zugleich  erwiesen,  dass  eine  jede  Zabi  =i{ïï\, 
denn  die  letztern  vier  quadrata  sind  so  besebaflfeh^  dass  ihre 
summa  unitate  aucta  wieder  eine  summa  quatuor  quadrato- 
rum wird^   oder  dièse  quinque  quadrata 

kaa  -|-  \bb  +  (//-{-  ibff  -f  %dd  +  * 
sind  allezeit  =  quatuor  quadratis. 

Ob  Ew.  das  praemium  bey  der  Frage  von  der  Ursache 
der  perturbatiorium  in  motibus  planetarum  erbalten  baben^ 
ist  mir  entweder  niebt  bekannt  worden,  oder  icb  habe  es 
vergessen^  und  da  icb  scbliesse^  dass  Sie  aucb  um  den  Preis 
ùber  die  Frage  von  der  Direction  der  courans  etc.  werden 
competiret  baben^  so  wunsche  icb,  dass  Dero  pièce  durcb 
einen    kleinen  Zusatz   y  on  vues,    kûnftiges  Jabr  victorieuse 

werden  môge. 

Goldbacb. 

Corr.  math,  et  phya.  T.  t.  QQ 


d 
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P.  S.  Wenn  das  «gnuin  (â]  eîae  «uuunam  entweder  von 
vier  oder  von .  weniger  quadratis>  und  [^  eine  summam 
nicht  von  wenigern  aïs  4  quadratis  bedeutet^  90  kann  gar 
leicht  demonfttrirct  werden  omnem.  humerum  kujus  formae 
8  m  -|-  7  esse  [^  ;  wenn  aber  zugleich  nachgegeben  wird^  dass 
aile  niimcril^  in  dieser  formula  begpîflfen  sind:  4'^~^(8m+7), 
ubi  e  sit  numerus  integer  affirmatiyua  quiconque ,  no  kann 
domonstriret  werden  numerum  quemcunque  este  @. 


ji 
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LETTRE    CXXVIII. 


EeLER     à    GoLDBACH. 

SoMJiAiiEv  .Nouveau  ItaymI  mut  la  Ui4urîe  de  Saturne.    Gou»idératioii»  uhétitnrtt 
ftur  les  nombres. 


Berlin   d.    26.   JuH    1749. 

Ueber  die  Pariser  Frage  von  den  courans  habe  ich  nicht 
gearbeîtet,  und  vernommen,  dass  nur  eine  einîge  Schrift 
dariiber  soll  eingelaufcn  seyn.  Ich  zwcifle  aucb  sehr,  ob  ich 
kùnftigcs  Jahr  etwas  Tûchtiges  darin  hervorzubringen  im 
Standc  seyn  werdc.  Auf  diçi  wiederholte  Frage  aber  vom 
Saturno  habe  ich  schon  eine  n'eue  Âbhandlung  ùbersandt, 
woruber  auch  kùnftige  Ostern  das  Urtheil  gefàllet  werden  solL 

£w.  theorema^  dass  wenn  Sm^h  eine  siimma  quatuor 
quadr.  imparium  ist^  ebeii  dièse  Zahl  Sm^J^  auch  eine 
ftumma  quatuor  quadr.  parium  seyn  mûsse^  kann  ich  aili 
folgende  Art  demonstriren  : 


à 
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E»  «ey 

so  wird,  (wenn  man  durch  2  dividîrt,  da  ^--^^ — "^    ^    —  = 

*m+2  =  (a  +  6+l)*-f(a— 6)*  +  (c-f(i-hl)*+(c-d^ 
also  km  4"  2  =  in.  Da  aber  im  -f  2  ein  numerus  impa- 
rîter  par  iftt,  so  mùssen  von  diesen  vier  quadratis  zwey 
paria  und  zwey  imparia  «eyiu   Also  wird  seyn: 

*m  +  2  =  (2p  +1)*  +  {2q  -|-  1)*  +  hrr  +  *^^, 

dahero 

2m+l  =  (p  +  7+l)»  +  (p-7)*  +  (r  +  .)*-f-(r-5)», 

foiglich 

Q.  E.  D. 
Hieraus  folget^  dass  ^enn  2A  eine  summa  quatuor  quadra- 
torum  ist^  auch  A  eine  summa  quatuor  quadratorum  in  integris 
sey ,  und  generalius :  Si  2^A:i:zkO,  tum  etiam  A  erit  =: %D 

in  integris  ;  oder  :  Si  in  fractis  habetur  A  =  ^^^ — nn^^        ^ 

tum  etiam  numerus  A  in  integris  in  quatuor  quadrata  rc- 
solvi  poterit. 

Dicses  ist  nun  schon  ein  Stùck  von  dem  allgemeinen 
tbeoremate:  Si  summa  quatuor  quadratorum  fractorum  ae- 
quatur  numéro  integro  A,  tum  etiam  hic  numerus  erit  in 
integris  summa  quatuor  quadratorum;  oder  von  diesem, 
worauf  ich  meine  ganze  vorige  Démonstration  gegrundet: 
Wenn  mAzzkn  und  mznkn,  tum  etiam  erit^jzz^D. 
Von  diesem  tbeoremate  ist  also  scbon  dieser  casus  bewiesen: 
Si   2^=4  D,    tum  etiam  A=:kn,    oder  si  2""  AzukDf 

m 

tum  quoque  AzzikD.  Icb  kann  aber  aucb  noch  einige  an- 
dere  Fàlle  beweisen,  als: 
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Theorema.  Si  3A:zikD,  erit  etiam  ^r=:[ïï]  (Ich  habe  im 
Yorigen  vergesscn  dièses  Zeichen  (ïï)  um  summam  quatuor 
quadratorum  integrorum  anzuzeigen). 

Demonstratio.  Quia  omne  quadratum  est  vel  formae  3n 
yel  3  n  -f*  1  ^  so  tind  entweder  aile  vier  quadrata  per  3  di~ 
visibilia^  oder  nur  eins.  Im  ersten  Falle  wird 

3^  =  9aa4-9664-9cc-f  9rfc?, 
und  also  A::^3aa'^  ibb '\'  Zcc -\- Zdd,  das  ist 
A  =  {a'\-b+c)^  +  (a—b-^-d)^  +  (a— c— rfj*+  (fr  —  c-j  d)\ 
Im  andem  Fall  ist 

3^  =  (3a  4- 1)*  +  (36+1)*  +  (3c  4-  1)*  -f  9dd, 
und  folglich 

^=  1  +âa  4-  26  +  2c4-  3aa  -f-  366  +  3cc  +  3t/rf. 
Dièses  aber  ist 

^  =  (1  +a-|-6  +  c)»  -f  (a  — 6  +  rf)*  +  (a  — e— (/)* 

+  (6-c4-rf)*î 
also  wiederum  ^  m  (Â). 

Theor.  Si  5^  :=[»},  erit  quoque  ^=z(ïï). 

Demonstr.  Ek>it  enim 

vel    I.    5  ^  =  25o a -I- 25  W -f  25  ce +25  rfrf 

vel  II.    5^  =  (5o-j-l)*  +  (56-f  2)*  +  25cc-f-25rfrf 

vel  III.  5^  =  {5a-l-t)»-|-(56+2)»  +  (5c-f  l)»H-(5rf-|-2)». 

Casu  I.  est  Az=.^aa-\-  ^hb~\-hcc-\-  ^dd'zz. 

(2a  +  6)* -I- (a  —  26)*  +  (2c  +  rf)» -f  (c  —  2rf)»  =  ®. 

Casu  II  est  ^=l+2a+*6-|-5aa-|-566-j-5cc+5rfrf= 

(1  +  a  4-  26)»  -f  (2a  —  *)»  -j-  {2c-\-df  +  (c—  2rf)*  =  0. 

Casu  III  est 

^  =:  1 -1- 2a  4- *6 -f  5oo -)- 566 -f  1  +  2  c+ *rf-|- 5cc -|- 5<^<j?=: 

(1 4- a-|-26)»-|-(2o— 6)»  4- (1 +c -i- 2d)* -f  (2c— rf)»  =  0 . 

Hier  ist  zu  bemerken,  dass  a,  b,  c,  d  sowohi  numéros 

affirmativos  als  négatives  bedeuten.  Dahero  nicht  nôthig  habe 
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um  der  Âllgemeinkcit  wiUen  Sa±  1  fur  Sir-f^  I  zu  sohrei- 
ben.  Wenn  man  nun  dièse  theoremata  Buaanuuenmnunt^  $o 

folget  daraus  dièses: 

Si  2"" .  3^ .  5^  ^  =  ®  y  tum  erit  quoque»  Azs.  ® * 
Man  iLann  auch  nooh  #eiter  gehen^*  aU:  t>^ 
Tkeor.  Si  7i4  n  ®,  erit  quoqiie.^cz:  [ïï)^    : 
Demonstr.  Cum  omnes  quadfafj  aint  Tel'formae  7  m,  vel 
7m  +  1,  vel  7m  -jv  2>  vel  7m  +  *>  erit      ' 
vel  I.  7^;=:WaVi-H  WAfr-fWoe+Wrfrf,  ergo 

^=:  7(aa -|- 66-4-cc-|-c?ûî)zz:[û],  nttÉi  B|i[S)z:i[5), 
vel  II.  7yl  =  (i-|-7a)^  +  (l+76)»-hf<  +  7a)?+(aH-7(i)% 
vol  III.  7^  =  (1  f7a)^  +  (2+76)*  +  (3  4-70)*  -f  Wd^. 
vel  IV.  7^  =  (2  +  7a)*  +  (2+7&)»4.  (2+7c)?4-(8  +  7d)*, 
vel  V.  7^  =  (l+7a)*-h(3+76)*4'(3-f7c;?-[T(3+7ii)\ 
Gasu  II  erit 

A=\  ^2a-\-2b'\^2c-\-kd+7aa^7bb-\^7cc^Tdd  — 
(l+a  +  6  +  c  +  2(/)*  +  (a— 6— 8d+trf)^-^     . 
(a  +  26-.e—4i)^  +  (aa-./»fch- (£)»=;  a, 
Gasu  m.  erit 
J=:2  +  2a-f  4i-h  6c  + 7aa -f- 76i»4.  Tcç-f  7J(^  = 
(a— 2f^-fc  +  ^)*  +  (6  +  2c-fd-.a-f  1)*  + 

(«  +  i~c  +  2t/j*-h(2«  +  6  +  c  — i^-h  I)*  =  B. 

etc. 
Wenn  der  numerus  A  aUo  in  vier  quadrata  kônnte  resolvirt 

werden  A^zaa-^bb -\- j  (kk  —  bbf  -f  d^^  »»  wùrde  frey- 
lich,  wie  Ew.  bemerket,   A-\-  i-zz^û],  denn 

^+t=(~(A'A"66)— iy  +  U-  +  aa  f  Jcf. 

Dass  im  postscripto  geine^te  theoreuia  ist  schr  artij;; 
denn  wenn  aile  nn mcri  [^  (welclve  nicUt  aus  weniger  als 
vier  quadratis  hcstehen)  in  dicser  Form  V~^  {%m  ^7)  (twi- 
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halten  wâren^  to  finde  ich  aiich^  dass  daraus  foigte  omnem 
numerum  esse  =i  \k}^  Mein  Beweis  davon  ist  dieser: 

Si  omnes  numeri  (a]  in  hac  forma  4*^^  (8  m -(-7)  eon- 
tinentur,  tum  omnes  numeri  în  hac  forma  4'^""*(8m-f  7) 
non  contenti  esscnt  iz:  [SJ.  Foret  ergo  8  m -f- 1  zz  [ïï],  item 
8m  -f-  3  rr  a,  item  8m  -f-  5  =  [S].  At  si  8m  +  5  =:  (¥]  erit 
quoque  3  (8 m  -|-  5)  =:  8n  -f-  7  zr  [î).    Oder  aiso :  Quia 

3(8fi-f7)=z8m-f-5,  erit  3(8n-f  7)  r:  H, 
Ideoque  etiam  8n-^7  ~  ®. 

Ilieraus    folget    ferner,    dass    wenn    man    nur    beweisen 

kônnte^    omnes    numéros    formae   8m-j-l    essezr:[7ri,  tum 

omnes    plane    numéros    futuros    esse  m  [¥).     Gum  enim  sit 

3(8n-f3)iz:8m-f-l,  erit  3  {Sn  +  3)  rz:  0,  ergo  et  8n  -f  3 

—  \H},  Porro  ob  5(8a -|- 5)  —  8m -f  1,  erit  5(8n+5)  =  ®, 

ergo  et  8n  -f  5  :r:  (5).  Hinc  denîque  erit  8n  -f-  7  rz  (TT)  ;  ergo 

omnes    numeri  impares  >    ac   proinde   etiam  omnes  pares  es- 

»ent  rr:  [5]. 

Ëuler. 

P.  5.  Das  thcorema  fur  7Jz:tS,  so  ich  nicht  ausge- 
Tùhrt^  wird  durch  folgendes  Ge:iera)theorema  vollendet: 

Theorema.  Posito  mzzzaa  -^-b  6  -|-  c  c  -^  d  c/,  si  sit 
m  A  m  ® ,  erit  quoque  ^m  ®. 

Bemonstr.  Sa  m^rrf/'-f-mp)*-^-  (g»-f  mq)^'}-{h  -{-  mr)^ -^^ 

{aa  -}-  66  -}-  ce  -|-  dd)  (xx  +  JJ  4"  ^^  -f-  i^i^), 
L*rit 

/zzi  ox  -f-  6j  -|-  c  2  -f-  û?t> 
gzzibx  —  ay  —  dz-^  cv 
/nn  ex  +  dy  —  a  z  —  bv 
k  z=z dx  —  ey  -^b  z  —  at' 
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m{pp'\'qq'^rr-\-ss)'j  at  reperitur  hinc 

^  zz:  (ap  4"  ^7  +  cr-|-rf^-|-^)*+  {^9 — bp-^cs — dr — j)*  + 

[ar — bs  —  cp-{'dq — z)* -|-(a^4"^'' — <^7 — dp — vf 
ergo  j4  zz  [5]  in  integris.  Q.  E.  D. 

Ita  si  7^  =  (2+7/>)^-|-(2+7(/)*-f(2+7r)*-|-(3+75)*erit 
or::2,  bziLl,  cz=:l,  d=:l,  xx-^-yy-^zz-^-i^uz^^i,  xzzl, 
7=1,  z=l,  1^  =  0,  unde/=i,g=— 2,  Azi:0,  Azzl. 
Ergo  si 
7J=(*H-7/))^  +  (79  — 2)*  +  (7r  +  0)*-|-(754-l)*  erit 

(2r  — ^— p+17  — l)^  +  (?j  +  r  — 17— p)». 

Neulich  ward  in  dicin  Braunschweiger  Ânzeigen  dièse 
Frage  aufgegeben:  Wie  viel  ein  Capital  von  1000  Rthlrn. 
in  640  Jahren  zu  5  pro  cento,  Zins  auf  Zins  gerechnet,  be- 
tragen  werde? 

Weil    die    herauskommende    Zabi    sehr    gross^    und   die 

Rechnung  nach  der  ordent lichen   Art  auszufùbren   fast  un- 

môglich   ist,    so   ist  die  Âuflôsung  gewiss  nicht  leicht     Ich 

habe  folgende  Sumin  gefunden:   3640419271 57iihM)80  Rthlr. 

22  Ggr.   1 1  j^ç  Pf. ,  welche   nicht  um  j*ç  Pf.   von   der   Wahr- 

heit  fehlen   soll.  —  Der  Aufgeber    verlangt,  dass  man   die 

Ântwort  in  einer  halben  Stund   finden  soll,  mich  hat  aber 

diesclbe  wohl  eîne  ganz  Stund  gekostet;  und  ich  sehe  nicht, 

wie  die  Arbeit  verkûrzt  werden   kônnte. 

Euler. 
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LETTRE    CXXIX. 


GOLDBACH   à   EULER. 
Son  M  A  IBS.    RëpooM  à  la  prëeëdcnte. 


St.  Petersburg  d.  04.  Win  1750. 

£»  ftînd  schon  mehr  aU  sieben  Monate  verflossen^  seitdem 
ich  Ew.  letztes  Schreiben  erhalten  habe,  und  dièses  wùrde 
nicht  geschehen  seyn^  wenn  nicht  einestbeils  unterschiedene 
Âbhaltungen  dazwischen  gekommen  wâren ,  andemtheils  aber 
dasjenige^  so  ich  batte  schreiben  kônnen^  auch  nach  meinem 
eignen  Urtheil  von  gar  zu  geringem  Werth  gewesen  wàre. 
Die  Méthode^  so  Ew.  gefunden  um  zu  zeigen,  dass  wenn 
mAzzz{ki  auch  ^m®  sey,  halte  ich  vor  ein  inventum  in- 
ventorum^  und  ob  ich  zwar  geglaubet^  dass  die  propositio: 
omnem  numerum  esse  summam  quatuor  quadratorum  ^  auf 
eine  leichtere  Art  wùrde  kônnen  demonstrirt  werden,  so 
habc    doch  dergleichen  Démonstration   nicht  gefunden.     Ich 
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lasse  aber  daliin  gestellt  seyn^  ob  nieht  einige  kleine  theo- 
reraata^  so  mir  en  passant  vorgekommen^  hiezu  dienlicli 
seyn  môchten,   von   wclchen  ich  Ew.  einige  anzeigen  wili: 


I. 

Dièse  transmutatio  trium  quadratorum  in  tria  alia  sc^heinet 
mir  von  ziemlichem  Nutzen  zu  seyn,  nam  inter  quatuor  qua- 
drata  aa-^bb-^cc-^-hkk,  ubi  omnes  litterae  dénotant  nu- 
méros impares,  semper  erunt  tria  quadrata,  quorum  summa 
radicum  est  divisibilis  per  3  ;  folglich  kônnen  dièse  vier  qua- 
drata  nach  solcher  Méthode  auf  viele,  und  vielleicht  auf  aile 
môgliche  Arten  transformiret  werden,  wie  denn  z.  Ex.  die  Zahl 
335  durch  dièse  Méthode  in  aile  modos  possibiles  verwandelt 
wird,  nemlich  3^  +  7*-f  9*  +  i4^  =  3*+13*  +  n*4-6^  = 
9»-|.  1 3»_|.  9*-|_  2^=:  1 5*+  7*-f  5*-|-  G^n  1 5*+ 1  *-f  3*+  i  0'= 

7^^13»-^-9^4-6^  (=14^+il*+3*4-3*  N.  m.  dEuler), 
so  dass  in  diesen  transmutationibus  aile  quadrata  paria  et 
imparia^  in  quae  resolvi  potest  nunierus  335,  begrifFen  siud. 
Es  ware  aber  schon  genug^  wenn  man  ein  Mittcl  hutte  dièse 
vier  quadrata  3^-}*/^/^H"yy^~***  ^^  nachfolgende  vier  zu 
verwandeln  i-\'7jt]-\-0'd--^kxic\  denn  so  hâtte  nian  démon- 
striret,  dass  aile  numeri  8n-|-7  summae  quatuor  quadra- 
torum  sind.  Mir  ist  aber  gleichvrold  nocb  kein  exemple 
vorgekommcn,  da  nieht  die  quadrata  3^-f /?/^-ry/-f4^** 
post  primam  aut  sccumdam  transmutatiouem  in  quatur  fjua- 
drata,  quorum  unum  sil  unitiis,  hatten  verwandelt  weixJon 
koinu^n:  denn  aiso  tindct  man: 
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3^+  13H  i5*H-  2*^  W7.Z2I  t*4-9*+t5*-f  10* 

3*4-  5*+17î^-f  fcO*;=  «123:;;;  l*+5*-f  19^4-  g» 
3*+  5*-f  19*+  6^;=W1  — i*4  3*+15*-f-U*  .. 
die  folgenden  vier  quadrafa  :>verden  alsofort  durcli  eine 
einige  Opération ,  eben  wie  die  -yorliergehende,  ia  quatuor 
(juadrata^  quorum  unuqi)  Q$t  imitas ^  traîian)iitiret>  bift  auf 
3*+3*'+21*+a?zi;/i63,  allwo,  man  per  pr imam,  ira namu- 
tatioi^cQ»  hekommt  15*4"  15* +3* +2*,  "*wJ  auV  die#en,  per 
^ecuiKlam  tranMiufationem>  1*+13*4'17*+4Î*.      i 

U. 

Wie  sdtwer  éê  auch  îst  bh  sageii^  wa«  datis^  quatuor  qna^ 
dratis^  in  q»ae  resolTr  poteit  numoriia  2  m — 1,  die  quatuor 
quadrata  =:  nuiHero  .29n+lr  âsyn-  w«rden>  go  baben  doch 
die  ersteril  ,yier  quadrata  mit  den  letztern  einen  ganz  ge- 
naueu  nexum,  welclier  in  den  tribus  quadrutis  :zi  8  m -|- 3 
gegrùndet  ist;  datis  enim  his^  dantur  simul  quatuor  quadrata 
pro  2  m  —  i  et  pro  2  m  -f-  1 . 

m. 

Wenn  a,  /9,  y,  8  quatuor  numeri  impares  quîcunquc  sind, 
und  man  selbige  gleieh  setzen  kann  folgenden  numeris: 
u^z2er-\'ly  /3zzLb'j-/r,  yznc+g^r,  Szur—eer—e—bf—cg, 
8o  dass  b,  Cj  r  numeri  integri  seyen,  so  kann  man  auch  de- 
monstriren  omnem  numerum  Sm-j-'^  oder  generatim  omnem 
numerum  esse  summam  quatuor  quadratorum:  Denn  es  ist 
(2er4-l)^+(6+/r)»-h(c+grf+(r+eV-e-6/-c^f- 
l*+(6-/r)*+(c-gr)*H-(r+eV-fe  +  è/-|-co:)*. 

Dass  derjonige,  welcher  das  problcma  in  den  Braun- 
s<  Iiweigisrhen    Anzcigen   aufgegeben,    bessere   rompeudia   als 


â 


—     51*    — 

Ew.  zu  dessen  Solution  haben  sollte»  kann  ich  mir  nîcht 
Torstellen,  und  bitte  mir  zu  melden^  ob  der  autor  ferner 
etwas  davon  bekannt  gemacht?  In  den  Amsterdamer  fraii- 
zôftischen  Zeitungen  vom  5.  Aug.  17*9  war  folgendes  aver- 
tiMement:  M.  Quin  Mackenzie  Quin....  a  inventé,  à  l'âge 
de  8  ans,  et  il  a  eu  l'honneur  de  présenter  au  Roj  une 
méthode  par  laquelle  il  multiplie  et  divise  quelque  nombre 
de  figiures  que  ce  soit,  et  en  vérifie  le  produit  et  le  quo- 
tient en  une'  seule  ligne.  Il  Êiit  cette  opération  en  moins 
de  trois  minutes,  quand  même  il  s'agiroit  de  multiplier  20 
figures  par  20  figures  ^  ou  *0  par  20.  Ceux  qui  voudront 
souscrire  pour  avoir  cette  méthode  seront  tenus  de  donner 
d'abord  une  guinée,  et  une  autre  après  que  cette  méthode 
leur  aura  été  communiquée  ou  à  leurs  correspondans.  Nach 
der  Zeit  habe  ich  nichts  mehr  hiervon  gehôrt 

Goldbach. 
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LETTRE    CXXX. 


EULER    à   GOLDBACH 

SoMMâiBB*  Recbcrchet  aikhmétîqnet.  Rëtohitîoii  d«  chaqoe  nombre  en  quatre 
qoarrës.  Série  dont  les  termes  sont  les  sommes  des  diviseurs  des  nombres 
naturels. 


Berlin  d.  9.  Junî  1 760. . 

Jbw.  theorema 

hat  mir  Anlass  gegeben  folgende  tkeoreinata  zu  finden^  unter 
Tvelchen  dièses  das  erste  ist 

I.  Si  a-\'lb'\^cz=i9m,  erit 

û»-|-6»  +  c*=(2m— a)*-f(2m— ft)*+(2m— c)* 

II.  Si  a-f  6  +  2c  =  3m,  erit 

a^-i.6»+c^=^(m— a)»+(m— 6)*  +  (2m  — c)* 

III.  Si  a  +  26-1- 2c  =  9m,  erit 

a»-|-6»  +  c*=:(2m— a)»-^-(*m— 6)»-|-(*m— c)* 

IV.  Si  a-h6  +  3c  =  llm,  erit 

û*+6*+c*r=:(2m— a)*-H(2m— 6}*4-(6m— c)* 
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V.  Si  a  +  26-|-3c  =  7m,  erit 

a»4-6»+c"=(m— a)»  +  (2m— 6)»+(3m— c)» 
VI.  Si  2a  +  26  +  3c=17m,  erit 

a»-|-6*_t-c*=(*m— a)»4-(*TO— 6)*  +  (6m— c)» 
VIL  Si  o-f  36  +  3c  =  19m,   erit 

a«.j_6»_|_c>=(2m— a)*  +  (6m— *)*  +  (6m— c)* 
VIII.  Si  2a  +  36+3c  =  llm,  erit 

a»_j_6*_|-c»=z(2m— o)»+(3m— 6)»+(3in— c)» 
wo  zu  merkeii;  dass  die  radiées  a,  h,  c  sowohl   négative  ah 
affirmative  genonànven  Werden  kdiBien. 

Solche  theoremata  kônnen  aiich  fur  vier  quadrata  gefun- 
den  werden  aïs- 

I.  Si  Q'\-b-\-c-\-d-=.'2m,  erit 

oa^.fca+c»+rf»=:(TO-û)»4-(ni-é)V(m-c)»H-(m-d)* 

n.  Si  û-f é+c-f2rf=:7m,  erit 

a«+6»+c»+d*=(2m-a)*+(2m-6)»+(2m-c)'-»-(4m-<ij» 

m.  Si  a+b-\-2c-\-2d—^m,  erit 

o*+6*+o*-»-d»=(m-o)*+(m-6)»  +  (2m-c)*+(2m-rf)* 
IV.  Si  aAr2b-\-2c-\-2d—i'im,  erit 

a*+6»+c*+d*=(2m--o)»+(4m-^»)*+(*ni-c)*4-(^m-J/ 

Wenn  daliero  3*-t-/î*H-/  +  i«'  zu  i''-\-TJ^-\.&-^-\-kx^ 
redueirt  werden  soll,  wo  aile  Buchstaben  numéros  iniparcs 
bedeutcn,  sowohl  affirmatives,  als  negativos,  so  wùrde  nach 
dcm  II*en  tlieoremate  komnien: 

1.  Si  3  +  /9-|-j'  +  ie  — 7m,  erit  3*-|-/3*  + j/*-j- -Vf*  = 
(2m—  3)*  +  {2m  —  /?)»-)-  (2m  —  y)*  -(-  4  (2m— «)*, 
wo    auch   m  '  cin    numéros    impar  ;    also    mùsste    entwedrr 
2m — 3:izl,   odcr   2m — /itZLi  ,  odcr  2m  —  y=;l.     Solrhes 
geschieliet  nur  in  folgenden  Fiillen: 
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1.  wenn  m^z  1,  uhd  al«)  ^'-)-y4"  ^^^^^'^ 

2.  wenn  mzz,2,  und  a\m  ^ -^  y-^-kezizii,  welches 

unmoglieh^ 

3.  wenn  /Szz2m±l,  und  y-^ks'rr.^m — 3::pl. 

2.  Si  3  +  /SH-2y+2fi  =  7m,  erit  3*  +  /3*+/-|-4f^= 
(2m— 3J^  +  {2m—^f:,-{'{km  —  yf  +  k{in  —  e)\ 

Also  mùsste  «eyn  entweder  2m — 3i^±:  1,  oder  2m — /3zz:±  1, 
odcr  km — ymitl,  wo  m  eine  gerade  Zahl  ist.  Also  ge- 
schiehet  dîe«es  in  folgèhden  Fâllen: 

1.  wenn  mn:2,  und  also  /3-\-2y-\-2êZZ,ii^ 

2.  wenn  ^=,2m±i,  und  2y-f2€=:5m— 3q:l, 

3.  wenn  y:3:4m±  1,  und /î-|-2^^^^^~^ — 3qp2. 

3.  Si  6  +  ^  +  y4-2ê— 7m,  erit  3^4-^-f  7*+ *«^^ 
(^m— 3)*4-(2m— /3fH-(2m— >^)*4-4(m— fi)% 

wo  m  wîeder  ein  numerus  par  ist. 

Jedoch  zweifle  ich,  ob  durch  dièses  2^^  theorenaa  allein 
immer  ein  Quadrat  =  1  gefunden  werden  kônne. 

Man  kann  auch  solche  theoremata  fur  fiinf  quadrata  ge* 
ben,  aïs: 
I.  Si  a+6+c  +  rf-f  e=:'5m,   erit  o^+è^+c^+cP+c*^;; 
(2m — û)*  +  (2m — 6)^-f  (2m — 0)^+  (2m — d)*+  (2m—  e)\ 
II.  Si  a+6+c-f(/+2e=:4m,  eritû*+i*4-c*+rf^-+-e*= 
(,n— a)»4.(m— 6)*+(m— c)^  +  (m— <si)*H-(2m— ôf. 
etc. 

Wenn  nuin  nun  beweisen  kônnte>  dass  eines  von  diesep 
letzteni  quadratis  kônnte  ad  nihilum  gebracht  werden  >  M 
hiitte  man  auch  was  man  verlanget.  Seiches  gehet  also  an> 
wenn  entweder  a+ô-j-c-j-^^^^O,  oder  3ûC=:;6-(-c-f-d-4'2e. 

Ew.  IIi<»  théorème  von  dem  nexu  inter  2  m  —  Irr^D 
et    2m-|-i:^:4n,    concessa    resolutione    numeri    8 n -f- 3 
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in  tria  quadrata^  ver»tehe  ich  abo  :  Sit  nzzm — i,  atque 
8n-f-  3=18111  —  Smaa-f-ôô-t-cc,  wo  a,  b,  c  numeri  im- 
pares  sind;  erit  Sm — *zzl -|-aa-f  66 -f"^^^  unde 

WO  zwey  radices  pares  sind^  und  zwey  impares,  foiglich 
dièse  Form  km — 2z:zkpp-\'kqq-\-rr'^ss,  aiso 

2m-l=(p+7)«+(p-9r4-(^y4-  C-i-0'- 
Weil  a,  b,  c  sowohl  négative  als  affirmative  genommen  wer- 

den  kônnen,  sit  2p  zn  --^'  2qziL  -y-»    erit   2  m — 1  = 

Hemach  ist  8m-|-lnz:9-|-aa-|- 66-|-cc;  also  tm-l-âz: 
(4î)'+(^')"+(^)'+C-i^)'.w.li-V'4îger.d., 

~—  t  -^  ungerade  Zahlen  «eyn  werden.  Al«o  wird  2m-|-  izz 

Hieraus  folget,  dass  wenn 

aUdann  immer  seyn  werde 

2m  +  l  =  (p+l)«  +  (^+l)»-f(r-i)«4-_(*-l)«, 
nehmlich  zwey  von  den  radicîbus  quadratorum  ipsius  2m-j-l; 
werden   um   1    grôsser  seyn ,    ab   zwey    von    den    radicibus 
quadratorum  ipsius  2  m — 1,  und  zwey  um  1  kleiner.    Wor- 
aus  dièses  schône  theorema  entsprînget: 
Theorema.     Wenn   2m —  1  m «a+/?/î+yy  +  5rî,  et 

2m  4- 1  =  aa -f  6t -f  ce  +  c?t/, 
so  werden  von  den  Wurzeln  a,  b,  c,  d  zwey  um  1   grôsser, 
die  andern  zwey  aber  um  1   kleiner  seyn,  als  die  Wurzeln 
«-»  A  Y  y  ^*     A.lso  ist; 


\ 
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l  =  0*-}-0*  +  0*  +  ^*  |3  =  0*+l»+l*+l» 


3 =(o4.i)«+((H-i)*+(o^i)«-Ki-i)* 


5=(o+i)*+0+i)"-Ki-OH(i-0^ 


5  =  0*  +  0*4.1*+2* 

7  =((4.i)»-Ki+i)2-K2-i)*+(a.i)» 


7  =  l*+l*  +  l«  +  22 

+  +  -  - 

9  =  2*  +  2*  +  0*4-l* 


9  =  0*+(-l)*+2*4.a* 
-         +        +      - 

Zu  merken  ht,  dass  a^  /^^  y^  8  sowohi  affirmative  aïs  négative 
genommen  werden  kônnen.  ÂIso  kann  das  theorema  also 
ausgesprochen  werden:  Singulae  radicum  a,  b,  c,  d,  semper 
unitate  discrepabunt  a  singulis  litterarum  a,  /3,  y,  8. 

Folgendes  theorema  scheint  also  merkwùrdig  zu  sejn: 
Si  2m —  1  =:pp  "l"  7^  "i"  ^'^  "f"  ^^»  ^^'^^  semper 

2,n+l  =  (/)±l)»  +  (7±l)»-f(r±l)»4-{.±l)» 
dummodo  signorum  ambiguitas  rite  observetur*)     ' 

CoroU.  Also  i»t  allzeit  ±  2p  ±  2</  ±  2r  ±  2^  4-  *  =  2, 
oder  ±p±^±:r±^-|-lzi:0;  das  îst:  Eine  jegliche  un- 
gcrade  Zabi  2  m — 1  kann  allzeit^n  vier  solcbe  quadrata 

PP  +  ^^  +  ''^  +  ^^ 
resolvirt  werden,  ut  sit  ±p±q±rà:szizi.    Denn  es  ist 

zu  merken,  dass  man  aucb  oft  solcbe  vier  quadrata  findet,  da 

dièse  Eigenscbaft  nicbt  Statt  findet  als  27=0*-^-l*+l*^-5^ 

oder  39  ziz  1*  +  1*  +  1*  -f  6*.    Docb  aber  ist  aucb 

27zz:l*+l*  +  3*-|-*\  ubi  4. 1  —  1  _  3  + *=  1. 

Also  ist,  wenn  dièse  signa  -| 1-  verkebrt  unter  jene 

quadrata  gescbrieben  werden 


*)   Nicht  eine  jegliche  Resolution  von  2  m — 1  bat  dièse  Eigenscliaft ,  son- 
dern  es  gibt  allzeit  eine,  se  dièse  Eigenscbaft  bat. 

Corr.  math,  ei  phys.  T.  L  33 
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27  =  1*  -f  1*  -}-  3'  H-  ** 

-      +       +       - 
29=r0*-f  2*H-*»H-3»,  ubi  -|_04-2  — *  +  3  =  l 

-  -     H-     - 

31  =  1* +  !*-!- 5* -1-2*,  ubi  —1  —  1-1-5  —  2  =  1 

+     4-     -     + 

33=2*-|-2*-|-**-h3*,  ubi  -1-2  — 2  +  ^  —  3  =  1 

-  4-     -      +     • 

35  =  l*-f  3*-l-3*-|-4.*,  ubi  —  l  4.  3 -f- 3  — k=:l 

+      -      -       -f 
37  n:  2* -1-2* -h  2* -1-5*,  ubi  -|-  2  f  2-f  2-  5  =  1 

-      -       -       + 
39  =  l*-t-l*-|-l*-|-  6*. 

Von  hier  aus  lâsst  sich  nicht  weiter  gehen;  dahero  mua 
man  einc  andere  Resolution  von  39  nehmen,  welche»  durch 
die  III  te  der  obigen  Formuin  gescheben  kann,  da  dann  witd 
a  — 1,6=— l,c=  -l,rf=6;  a-\-b-\-2e-\-2d=t0=5m, 
also  m  =  2  und  aUo 

39  =  l*  +  3*-|-5*-|-2*,  ubi  1  +  3-5-1-2=1  oder 

•         1  —3+5  — 2  =  1,  also 

-     -     H-    - 

~     + 


41  =  0*  4-2* -1-6* +  1*;   „.  .    ,  „ 

„-    .    , ,       .  ,       „,  >   nioraii»  muss  wieaer  eine  Re«o- 

=  0*  +  4*  +  4*  +  3*  \ 

liition  gesucht  werden.  Nach  dem  andern  theoremate  wird 
a  —  —  i,  b  —  2,  c  =  6,  d  —  0;  o+6+c+2tf  =  7  =  7m, 
also  mzzzl,  und  dahero  H  :r:  3*  -f-  0*  +  %•*  -|-  **,  welfhe 
wicdcr  nichts  hilft.  Hieraus  aber  wird  durch  das  andere 
theorcma   orziO,   b^k,  c^4-,  (£rr:3,  m=:2*)   und  also 


*)  Hierzti  itt  es  aber  leiclitcr  die  theoreinata  von  drey  quadratis,  sonderlicii 
das  erstc  zu  gcbruuclifn 


—     521     — 
U  =  )t*  +  0*H-0*  +  5*,  ubi  —*-fO-f  0  +  5  =  1 

W  =  5*  +l»4-l»-|-*%  ubi  +5-f  1  — 1  — *=1    oder 

—  5  4-1  ^i^k:=zi 

~       -       +       + 

+       -       -       - 
i5=:i*  +  0^  +  2*  f  5S  ubi  +4  4-  0  +  2  — 5  =  1 

—  6^  +  0^  +  0^  +  3^ 

Ungeacht  ich  aber  in  dieser  Materie  so  weit  gekommen^ 
dass  ich  dièses  theorema  demonstriren  kann:  omnem  nume-- 
rum  esse  summam  quatuor  quadratorum  vel  pauciorum^  so 
fehlet  mir  doch  noch  zu  zeigen^  dass  dièse  vier  oder  weni* 
gère  quadrata  allzeit  in  integris  angegeben  werden  kônnen* 
Und  dahero  bin  ich  noch  weit  von  des  Fermat*s  Erfindung 
entfernt.  Zu  dieser  glaube  ich  auch  nicht  dass  man  gelangen 
kônne^  ohne  bey  den  numeris  trigonalibus  anzufangen.  Man 
mùsste  also  trachten  zu  beweisen,  dass  omnis  numerus  in- 
teger  summae  trium  vel  pauciorum  numerorum  trigonalium 
gleich  sey.  Hierzu  aber  kann  eine  algebraische  Evolution 
keineswegs  bchûlflich  seyn^   weil   es  nicht  einmal  wahr  ist, 

dass  n=— ^^^ — h^^^^^H"— o^  generaliter,    sondern  nur 

in  den  Fâllen^  da  n  ein  numerus  integer  afiinnatiyus;  da 
hingegen  dièse  Formul  n  zz:  acac  + jj  +  zz  +  i^i^  wahr  ist^ 
Wenn  n  auch  ein  numerus  fractus  ist^  nur  nicht  negativus. 
Ich  habe  aber  hierauf  sait  langer  Zeit  nicht  weiter  gedacht^ 
und  also  auch  nichts  weiter  gcfunden. 

Vor  einiger  Zeit  habe  ich  Ew.  eine  Entdeckung  ùber  die 
«ummas  divisorum  numerorum  naturaliiun  zu  ùberschreiben 
die  Ehre  gehabt:  *) 

•)  Lettre  ClU  du  1  Avril  ll^l. 
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Numeri:  1,2,3>,5,  6,7,  8,  9,10,11, 12,l3,lV,15etc. 
Summae  diviser.:  1,3,*,  7,6, 12,8, 15, 13,18, 12,28,  U,24.,2ietc. 
und  bemerket,  dass  dièse  séries  summae  divisorum  recur- 
rens  sey,  also  dass  v/enn  Jh  die  summam  divisorum  numeri 
n  andeutct,  allzeit  ist 

/az=z/in-i)-\-Jln-2)-/{n-5)-/{n~7)  -{-f{n-l2) 

+/(n  -  1 5)  -/(n  —  22)  —  etc. 

Dièse  Entdeckung  schien  mir  um  so  viel  merkwûrdiger,  da 
der  Beweis  davon  nicht  voUstandig  war^  sondern  sich  auf 
dièses  theorema  grùndete^  dass 

(1  —  x)  (1  —  x^)  (1  —  X*)  (1  —  X*)  (1  —  x')  etc.  — 
1  —  x^  — X*  +  X* +x' —  x'*  — x" -|-x**4-x"  —  etc., 

welehes  ieh  nur  per  indiictionem  gefunden  hatte  und  auf 
keinerley  Weise  beweisen  konnte.  Es  schien  mir  auch  merk- 
wùrdig,  dass  die  exponentes  alternatim  sumti  1,  5,  12,  22, 
35»  etc.  die  numeri  pentagonales  sind,  und  die  ûbrigen  2, 
7,  15,  26,  kO,  etc.  die  seriem  pentagonalium  rétro  conti- 
nuatam  vorsteilen,  also  dass  die  obige  séries  auch  solcher- 
gestalt  dargestelit  werden  kann 
etc. -x*^+ x^*^- x^*+ x'-x^-h x^- x^ -+- x'-x^*-i-x"-x*'-f 

etc., 
wo   die  differentiae  exponentium  eine  progressionem  arith- 
meticam  ausmachen. 

Seit  der  Zeit  aber  habe  ich  auch  die  Démonstration 
dièses  theorematis  gefunden,  welche  sich  auf  dièses  lemma 
grùndet: 

(l-a){i-/3)H-y){l-d)etc.= 
1  -a-/S  a  -u)-Y  (i  -«)  (1  -^)-8{\  -a)  (1  -/?)  (1  —y)  -  etc. 
dessen  Demonsti'ation  sogleich  in  die  Augen  fàllt. 

Âiso  ist  nach  dicsein  leinmate 
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(1  -x){i—x^)(i  -a^)(l  -«*)(!  -  x*)  etc.  zn  5  = 

i_a?_x»(l  —x)  —  x^{i—x){l  —x^)  — 

X*  (1  —x){i—  x^)  (1  —  x')  —  etc. 

Ponatur  szzzi  —  a;  —  ^aja?,  erit 
Evolvatur  ubique  factor  1  — Xy  erit 

^  =  1— X  -x*(l  — XX)  -x»(l— xx)(l-x»)  — etc. 

+x(1-xx)+x»(l-xx)(l-x»)+x«^(t-xx)(l~x»)(l-x*)-j-elc. 

hincquc  fiet 

^  =  1  — X»  -x*(l-xx)  -x'(1-xx)(l-<x»)-etc. 

Sit  J=:l  —  x'  —  Ba;*,  erit 

^  =  l-xx+x*(l-.xx)(l— x»)+x*(1-a:x)(l-x^)(l-x*)+etc. 

Evolvatur  factor  1  —  xx: 

j8  =  1— XX  — x*(l— x«)  —  x'(l— x')(l  — X*)  — etc« 

+xx(l -x»)+x*(l-x»)(l-x*)4-x«  (1-x»)  (1  - x*)(l -x«) +etc 

hineque  fiet 

^=1  — X*  ~x«(l-x»)  -x*ni-*'^)(i-**)-etc. 

Sit  B  =  1  —  X*  —  Cx\  erit 

C  =  1  —  X  » +x»  (1  -  x«)  (l-.x*)+x«  (1-^')  (1  -  X*)  (1  -  **)+ etc. 

Evolvatur  factor  1  —  x'  : 

C  =  l  — X»  -.x«(l-x*)  — x»(l  — x*)(l-x«)-etc. 

+x»(l -**)+*•  (!-•»*) (l-**)+^*(l  -^*)(t  -J:'^)(l-x«)+etc. 

ergo 

C  =  l— x^  _a:"(l-x*)  — x»5(l-.a:*)(l-x«)-etc. 

Sit  C  zz  1  —  x'  —  Dx^*  etc. 

Wenn  man  nun   auf  gleiche  Art  fortgehet,    so  wird 
i?i=:l— x^— Ex**,  E—i—x''  —  Fx^'  etc. 
Âlso  wird  seyn: 
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B  — 

D— 

etc. 


X 


X 


X'  — 


—  X' 


—  X'  — 


Ax" 

Bx» 

Cx» 

Z>x" 

Ex'* 


oder 


J      =ll  — X- 

-Jx* 

Jx*  —a;*  (1  — 

-X»)      Bx' 

Bx'  =  x'  (1  - 

-  X»)        Cx» 

Cx"  =  x"(l 

-  x')  — i)x« 

Z>x"=zx«(l- 

■  X»)      Ex" 

etc. 

-x';  + 


woraus  dcnn  ganz  ungezweifelt  folget 

f  =  l— X— x»(l— x»)+x'(l— X»)  — x"(l 

x"(l— X»)  — elc. 
oder 

*  =  1  — X— x'4- x»+x'— x"  — x" -}-«" -j- x«— x" -etc. 

Euler. 


LETTRE  CXXXI. 


GoLDBiCH    à    EULER. 

Sommaire.     Théorèmes   relatifs    à   la   résolution   des   nombres   en    trois   et  quatre 
qoarrës. 


St.  PelersIraiY  d.  18.  Joli   iTSOb 

MWie  Démonstration  von  dcn  theorematibuft  ^  die  summas 
trium  et  quatuor  quadratorum  betreffend^  welche  Ew.  in 
Dero  Schreiben  aufftibren^  habe  ich  leicht   eingesehen^   weil 

generaliter    wahr   ist ,    dass   posita  z m        A^fr:^~^^kk     * 

die  vier  gegebenen  quadrata  aa^/S/S-^-yy]'^^  gleicb  sind 
(ez— a)*4.(/z— /9)*+(gz— y)*+(Az— Ôf,  allwo  die  quan- 
titates  e,/,  g,  h  pro  lubitu  genommen  werden  kônnen^  wenn 
auch  ùber  dièses^  die  letztern  vier  quantitateft  so  beschaffen 
sind^  dass  die  summa   quatuor  radicum 

fto  kônnen  die  vier  quadrata  allezeit  in  drey  quadrata  ver- 
>vandelt  werden. 
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Ich  will  noch  einige  andere  propositioncs  beyfûgen^  die 
niir  sclion  lângst  bekannt  gewesen ,  und  sich  selbst  de- 
monstriren: 

(y4.3)«  +  (a-|-^  +  y-|-3)* 
woraus  ziigleich  die  Méthode  erhellet^  wie  data  quatuor  qua- 
drata  iinparia  (non  aequalia  inter  se)  in  quatuor  alia^  sive 
paria  sive  imparia  ^  verwandelt  «werden  konnen,  denn  wenn 
8  in  den  gegebenen  vier  quadratis  ein  numerus  par  ist^  so 
gilt  die  erste  Aequation  pro  quadratis  paribus^  und  die  an- 
dere pro  imparibus. 

II.  Si  dantur  in  uno  casu  aa-f-/î/S+yy^^8iw-|-3,  dantur 
etiam  quatuor  quadrata  pro  casu  quocunque2m-|-pp±p-|-l; 
nam  si  8ni-|- 3  est  zn  tribus  quadratis^  erit8m-f-3+(l+2p)*— 
quatuor  quadratis  etdivisis  omnibus  per  k,  2m-l-ppi!ip-f-l== 
quatuor  quadratis. 

III.  Nachfolgende  drey  quadrata  in  fractis 

{pp  +  lqqY 

allwo  a,  /9,  y  pro  integris  genommen  werden^  sind  zz:  die- 
sen  drey  quadratis  integris  aa-|-/?/î-j-yy. 

IV.  Si  ^^  +  BB  + ce  iz:8m-|-3,  erit 


4.4               !              4.4  >                 4.4                 (                 4.4 

=:2m+l. 

und  wenn  man   3   anstatt  1    sctzet^  so  kommen   vier  qua- 
drata z=2m-^  3  heraus.  Goldbacb. 
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LETTRE    CXXXII 


EULER    à    GoLDBACH. 


Sommai  ME.     Recherches  arithmétiques.     Suite. 


Berlin  d.  16.  Au^^ust  1760. 

Die  uberuchriebenen  theoremata  circa  resolutionem  nume- 
rorum  in  tria  et  quatuor  quadrata  sind  aile  merkwùrdig 
iind  haben  ihre  vôllige  Richtigkeit;  ich  habe  mich  aber  bis- 

0 

her  umsonst  bemùhet  aus  solchen  theorematibus  den  ge- 
ringsten  Nutzen  fur  die  bewussten  Fermatiana  zu  ziehen.  Ich 
liabe  zwar  bewiesen  omnem  numerum  sive  integrum  sive 
fractum  esse  summam  quatuor  pauciorumve  quadratorum  ; 
allein  es  fehiet  mir  noch  an  diesem  Beweise:  Si  numerus 
integer  n  fuerit  summa  quatuor  fractorum  quadratorum 

a  CL     I     hh     I     ce     i     dd 

9 

pp     ^     qq     *     rr     ^      ss 

tum  eundem  quoque  semper  esse  summam  quatuor  quadra- 
torum in  integris.     Und  ich  sehe  wohl^  dass  ich  ohne  dièse 
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Démonstration  nichts  pro  resolutione  numerorum  in  très 
trigonales^  quinque  pentagonales^  sex  hexagonales^  etc.  aus- 
zurichten  vermôgend  bin;  und  weil  hier  ailes  auf  numéros 
integros  ankommt^  so  kônnen  die  formulae  universales^  als 
welche  auch  fractos  in  sich  schliessen^  nicht  viel  helfen.  Die 
demonstrationem  pro  quadratis  habe  ich  aus  der  Betrachtung 
der  residuorum^  welche  post  divisionem  cujusque  numeri 
.per  quadratum  ùberbleiben^  hergeleitet;  allein  dièse  Betrach- 
tung kann  bey  den  ùbrigen  numeris  poljgonalibus  nicht  an- 
ge wandt  werden^  dahero  ich  den  sichern  Schluss  mâche, 
dass  Fermât  durch  ganz  andere  Speculationen  auf  seine 
theoremata  geleitet  worden^  welche  vielleicht  aus  fleissiger 
Erwàgung  seiner  Werke  zu  errathen  wàren. 

Ich  habe  neulich  einen   Einfall  gehabt  eine   seriem 

a-f-è-j-c-f^rf-j-e  +y-f-  etc. 
daraus  zu  bestinunen^  wenn  die  producta  ex  binis  terminis 
contiguis  gegcben  sind^  als: 

Quaeratur  séries  numerorum  a -|- 6+^4' ^-h^-K/"i"®^' 
certa  et  uniformi  lege  procedens^  ut  sit:  aiziii,  bczzL2, 
ce? ru  3,  de:=.k,  ef:=z5,  etc. 

Hieraus  ist   sogleich  klar,   dass  wenn   nur  ein  terminus 

bckannt  wàre,   die    ùbrigen    aile  daraus    bestimmt   werden. 

Also   aus  dcm  ersten  a  sind  die   folgenden: 

,1  2«       1        l'3  1.4a      ^       1.3.5 

bzzL—y  c=:-—9  dzz^r-y  ezn-— r->  Jz=,^r-, —  y  etc. 

Nun  folgt  ex  natura  seriei^  dass  die  termini  infinitesimi  ein- 
ander  gleich  seyn  mûssen^  also  wenn  je  zwey  contigui  ein- 
ander  gleich  gesetzt  werden,  so  mûssen  folgende  vaiore» 
der  Wahrheit  immer  niiher  konimen: 

1.1  1.1.3  1  .1.3.3  1.1.3.3.5 

also  wird  seyn 
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1.3.3. 5. 5. 7. 7. 9. 9. 11. 11. etc.     .       .    - 

^^         2.2.4.4.6.6.8.8.10.10.12. etc.  *" 

Dièse  Expression  aber  ist  zz:  —  (exist.  1  :  tt  zn  diàm.  :  peripli.), 

folglich  wird  azur— •    Dahero  ist   dièses  eine    séries  uni- 
formi  lege  procedens: 

t/^      t/^       ol/^      1.3-,/;r      2.4-1/2         . 

y_,  y_,  ay.^,  _y_,  ^y^,  etc. 

Von  dieser  série: 
1— rc^  +  aî*  — x^+rc"  — x^*+x««  — a;"  +  etc. 
halte  ich  fur  merkwùrdig,  dass  wenn  man  setzt  xzzt  — j, 
dièse  séries  herauskonunt: 

5-f0jr4.0/»-f0j»+0j*-f  etc. 
nehmlich  dass  aile  potestates  finitae  ipsius  y  evanesciren^ 
Tvelches  aber  bey  den  infinitis  nicht  geschehen  kann^  indem 
die  summa  derselben  seriei  unmôglicn  allzeit  seyn  kann  zn  |. 
Solches  mag  wohl  eintreffen  casu  xzzzi]  aber  wenn  a)<^i, 
se  ist  die  summa  gewiss  }>  |.  Allein  setze  ich  nur  x:zz-^j^, 
oder  yziZj^^,  so  wird  die  Summ  m  0>999W2,  wofem  ich 
im  Rechnen  nicht  gefehlt. 

Ëuler. 
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LETTRE    CXXXIII. 


EULER   à   GOLDBACH. 

S  0  u  M  A  I K  s.  Amendement  &  la  lettre  précédente.     Recberclie  de  Tînt^grale  d*iiiie 
équation    différentielle   au   moyen  d*ime  seconde  différentiation. 


*  Berlin  d.   17.  Aosnst  1750. 

Ich  kann  nîcht  unterlassen  den  in  meinem  letzten  Schrei- 
ben  begangnen  Rechnungsfehier  anzuzeigen^  dass  ich  die 
Summ  der  dort  angcfûhrten  serici  kleiner  aïs  ^  befunden, 
welche  doch  wirklich  nach  wiederholter  Rechnung  grôsser 
ist  als  2*  I^h  habc  seit  der  Zeit  verschiedene  casus  mit  allem 
Fleiss  berechnet  von  diescr  série 

s—i—x'-\-  x^—  x^  +  x^^—  x"+  x'^—  x*^-|-  etc. 
und  befunden^   dass 

wenn  xznO  so  ist  szni,  welches  fur  sich  klar; 


x-i 

>9 

s      0,560562 10<i^0 

x-\ 

y» 

^=0,5063351 

X j5 

9f 

5^:0,5029379861 

^^=1*5 

9> 

5—0,5000591683 

^^^î(5 

» 

s  _  0,5000000005 

X_l 

ff 

s  —  0,5. 
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Wenn  also  x  nur  um  «ehr  wenîg  kleîn«r  îst  aïs  t ,  nehmlîch 
apznl — û>,  »o  wîrd  die  summa  s  um   etwas  fast  unmerk- 

1  1*15 

liches  grôwer  als y  Denn  wenn  û>  zz:  — ^  «o  ist  ^  rz  y-f-  j^io' 
und  wenn  man  setzet  (ozz,-^  oder  xzz— >  so  kann  man 
sicher  schliessen ,  dass  der  Excess  der  summae  s  ùber  —  nur 

ungefahr  —^  betragen  wùrde.     Ich   habe   aber   bisher   um- 

sonst  einen  sichern  Weg  gesucht  um  die  Summe  dieser 
seriei  proxime  in  numeris  zu  bestimmen,   wenn  &  ein  sehr 

kleiner  Bruch  ist.     Denn  wenn   ich    setzen    wollte  (ozzl-— 

99 

oder  xiiz,—-}  so  mûsste  ich  aile  termines  seriei  auf  mehr 

als  100  Figuren  in  Decimalfractionen  berechnen,  weil  szz. 
0,5000000  etc.  und  die  Anzahl  der  nach  der  5  folgenden 
Nullen  sich  bis  auf  hundert  belaufen  wùrde.     Denn  uoge- 

fôhr  wird  seyn  ^  zz  —  -4-  t^ïôô*    ^^  wâre  also  eine  Méthode 

hoch  zu  schatzen^  yermittelst  welcher  man  im  Stande  ware 
den  Werth  yen  s  proxime  zu  bestimmen^  wenn  (o  ein  sehr 
kleiner  Bruch  ist. 

Die  theoremata  Fermatiana  haben  mich  auf  die  Betrach- 
tung  dieser  seriei 

5=1 +x^  +  a?*+x*4-x^«+a;»*-f-aî*«+etc. 
gebracht,    aïs  in  welcher    keine   andere   potestates   ipsius  x 
vorkommen    als    deren    exponentes    numeri    quadrati    sind. 
Nimmt  man  nun  das  Quadrat  von  dieser  série: 

55Z::  1  +  2x-f  aj^-f  2a5*-|- 2aî*+ x*+ etc., 
so  enthâlt  dièse  séries   keine  andere  potestates  ipsius  x^  aïs 
deren   exponentes    summae  duorum   quadratorum   sind.     In 
der  série  s^  werden  noch  nicht  aile  potestates  ipsius  x  vor- 
kommen ,    sondern    darin   noch    dièse  x',  x^*,  a?**,  o^,  etc. 
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fchlen.  Kônnte  man  nun  beweisen,  dass  in  der  série  s*  gar 
aile  potestates  ipsius  x  nothwendig  yorkommen»  so  wâre  zu- 
gleich  bewieseriy  dass  eine  solche  Zahl  suoinia  quatuor  qua- 
dratorum  pauciorumve  wàre. 

Ebenfalls  pro  resolutione  numerorum  in  très  triangulares 
mûsste  man  beweisen,  dass  posito 

^  =  1 -f  œ^ -f  flD*-f  Oî*^  +  oî^^  ^- «"4- x^' -f  etc. 

die  daraus  entstehende  séries  s^  gar  aile  potestates  ipstus  x 
in  sich  fasse.  Und  pro  numeris  pentagonalibus  mùsste  be- 
wiesen  werden/dass  posito  szz.i-]-x^-{-x^--\-x^^'\-x'^^'\'e\c*  . 
die  daher  entstehende  séries  s'^  gar  aile  potestates  ipsius  x 
in  sicb  fasse»  etc.  In  diesen  seriebus  pro  s  assumtis  habe 
ieh  aile  coëÛicientes  gleicb  1  gesetzt.  Der  Beweis  aber  wird 
einerley  seyn,  wenn  man  quosvis  coëfficientes  affirmatiToi 
annimmt^  und  es  kâme  darauf  an^  solche  coëfficientes  zu  er- 
wâhlen^  dass  der  Beweis  erleicbtert  wùrde.  Dieser  Weg 
dâucht  mir  nocb  der  natùrlichste  zu  seyn,  um  zum  Beweis 
der  theorematum  Fermatianorum  zu  gelangen. 

Ew.  werde  noch  ein  curieuses  paradoxon  in  analjsi  infini- 
torum  vorlegcn,  welches  darin  bcstebet,  dass  man  ôfters  das 
intégrale  von  einer  Differential-Aequation  finden  kann^  ohnc 
dieselbe  zu  integriren,  indem  man  dicselbe  sogar  noch  weiter 
difierentlirt,  ungeachtet  eine  solche  Opération  dem  Endzweck 
schnurstracks  eutgegen  zu  seyn  scheinet.  Denn  wenn  man 
eine  aequationem  differentialem  nochmals  differcntiirt,  so  be- 
kommt  man  ihr  differentiale ,  odcr  das  differentio-differen- 
tiale  acquatiouis  integralis  quaesitae.  So  wunderbar  muss  es 
also  schcinen ,  dass  man  durch  eine  solche  Opération  die 
aequationem  integralem  selbst  bekommen  sollte.  Folgendes 
Excmpel  wird  dièses  paradoxon  deutlich  an  den  Tag  Icgen. 
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Proposlta  sit  haec  aequatio  differentlalis 

jdx  —  xdyz=:.aV  (dx^  -f"  ^/*)  > 
cujuft  intégrale  quaeratur. 

Ponatur  dyzz.pdx,  haec  aequatio  abibit  in 

y—px=:aV  {iA-pp). 
quae  denuo  differentiata  dat 

dy-pdx-xdp  —  ;^f^^^^ 

Âtqui  est  dyzzpdx  (per  hyp.)  ergo  — xdpzz  y^^/*^  5 
ideoque  hinc  habebitur  agtii:  .  . — -•  Porro  ex  aequatione 
y — px-zz.aV [i-^-pp]  fit  jzz:px  +  ay  (l-j-pp)^  unde  va- 
lore  invente  pro  x  substituto,  obtinetur  rn:  y/.  1 — x»  Gum 
jam  sit  xziz  j    jT—  erit  acaj-j-jjzzaa,  quae  est  aequatio 

integraUs  quaesita,  atque  per  differentiationcm  eruta. 

Euler. 


I 
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LETTRE   CXXXIV. 


GOLDBACH    à    EULER. 

SoMMAiBB.     RëpofiM   &  U   lettre   préoëdente,      Obêcrratloo    sur   les    nombres  ré- 
•ohiUes  en   quatre    qaarrës. 


St  Petersburg  d.   3.  October    1750. 

Hcr  Reclinungsiehler,  weichen  Ew.  «elbst  in  Dero  Schreiben 
vermuthet  hatten,  ist  niir  alsofort  »ehr  wahrscheinlich  vorgc- 
kommcn;  e»  batte  mir  aber  vicie  Mûhe  gekostet  selbigen 
cigentlieb  aiizuzeigen^  weiin  solcbes  nicht  Ew.  selbst  in  Dero 
Brief  V.  17.  Aug,  getban  bàtten;  mir  werden  aucb  dièse  Sa- 
chen,  «eitdem  Ew.  von  hier  abgereiset  sind  und  icb  hierùber 
mit  keinem  Menschen  mebr  spreche^  noeb  in  Bûcbern  etwas 
dergleicben  lèse,  je  langer  je  fremder,  wie  icb  denn  den 
nexnm  inter  aequationes  jdx — xrf/nza")/ (c?x* -|-rfj*)  und 
a5*-j-j*ma*  «cbwerlicb  wùrde  entdccket  baben,  wenn  Ew. 
seibigen  nicbt  so  deutlich  angezciget  bàtten. 
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Âus  dcm  theoremate  Fermatiano  folget  auch  dicses:  dass 
die  summa  radicum  quatuor  quadratorum  impariumallezcitzz: 
scyn  kann  ri:  2,  oder  dass  data  summa  quatuor  quadratorum 
imparium,  die  quatuor  quadrata  so  angegeben  werden  kônnen, 
dass  die  summa  radicum  =  sey  ±:  2.  Wenn  man  abcr  auf 
eine  leichte  Art  beweisen  kann,  dass  die  summa  quatuor 
quadratorum  imparium  auf  nachfolgende  vier   zu  reduciren 

ist:  aa-|"/^/^  "f"  yy  4"  (2  —  "  —  ^  —  vY *  *^  ***  auch  leicht 
zu  beweisen,  dass  8m  -f-  lih  allezeit  eine  summa  quatuor  qua- 
dratorum imparium  ist. 

Goldbach. 


Carr.  niath.  ft  phys.  T.  l.  J^, 
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LETTRE    CXXXV< 


EULER    à   GOLDBACH. 


Son  M  AIRS.    Th^rimes  de  stëreomëtiie. 


Berlin  d.  14.  Norember  1750. 

J^cnlicli  kam  niir  in  Sinn  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Côrper,  welclie  hedris  planis  eingeschlossen  sind ,  zu  be- 
stinimen^  wcil  kein  Zwcifel  ist^  dass  sich  in  denselben  iiicht 
eben  dergleichen  «illgemeine  Eigenschaften  finden  soUten^  als 
in  dcn  figurîs  planis  rectilineis^  deren  Eigenschaften  darin 
bestehcn,  dass  1.  in  einer  jeglichen  figura  plana  der  nu- 
mcrus  laterum  dem  numéro  angulorum  gleich  ist,  hcrnacli 
2.  dass  die  summa  angulorum  omnium  gleich  ist  bis  tôt 
rectis  quot  sunt  latera,  denitis  quatuor.  Wie  aber  in  den 
figuris  planis  nur  latera  und  anguli  zu  betrachten  vorkoni- 
mcn,  so  mûssen  bei  den  Gôrpem  mehr  Stûcke  in  Betracli- 
tung  gezogen  werden^  als 
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I.    die  hedrae,  deren  Ansahl  sey  ^  //; 
II.    die  anguli  solidi,  deren  Anzahl  %ej  ziiS\ 

III.  die  Fiigungen,  wo  zwey  hedrae  secundum  latera  zu- 
ftammenkonimen^  so  ich  aus  Mangel  eincs  recipirten 
Worts,  acies  nenne,  deren  Anzahl  «ey:rzJ; 

IV.  die  latera  sîngulanim  hedrarum,  quorum  omnium 
simul  sunrtorum  numerus  sit  tu  L  ; 

V.    die  anguli  plani  singularum  hedrarum,  quorum  om- 
nium nnmerus  sit  zn  P. 

1.  Bei  diesen  fùnf  Stûcken  ist  nun  erstlich  klar,  dass 
PzzlL,  weil  in  allen  hedris  der  numerus  angulorum  =  nu- 
méro laterum. 

2.  Ist  auch  immer  Azi:  ^L,  oder  Aziz^P,  weil  immcr 
zwey  latera  diversarum  hedrarum  zusammenkommen^  um 
eine  aciem  zu  formiren. 

3.  Dahero  ist  der  numerus  laterum  sen  angulorum  pla- 
norum  omnium  hedrarum  corpus   includentium  allzeit  par. 

4.  Semper  est  vel  X=:  3  H  vel  L>3H  ) 

5.  Semper  est  vel  Pzz:3S  vel  P>35  \ 

Dièses  ist  klar,  weil  keine  hedra  aus  weniger  als  drey 
Seiten^  und  kein  angulus  solidus  aus  weniger  als  drey  an- 
gulis  planis  bestehen  kann.  Folgende  Proposition  aber  kann 
ich  nicht  recht  rigorose  demonstriren  : 

€.  In  omni  solido  hedris  planis  incluso  aggregatum  ex 
numéro  hedrarum  et  numéro  angulorum  solidorum  binario 
superat  numerum  acierum,  seu  est  H-|- iSm^ -j-2,  seu 
ff+5  =  4L-h2  =  |P  +  2. 

T.   Impossibile   est   ut  sit  ^  +  6  >  3  H  vel  ^  +  6  >  3  5. 

8.  Impossibile  est  ut  sit   ff-f  *>2  5  vel  5  +  i>2H. 

9.  NuUum  formari  potest  solidum^  cujus  omnes  hedrae 
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sint  sex  pluriumve  laterum,  necr  cujus  omnes  anguli  solidi 
ex  sex  pluribusye  angulis  plani»  sint  conflati. 

10.  Summa  omnium  angulorum  planorum,  qui  in  am- 
bitu  solidi  eujusque  occurrunt,  tôt  angulis  rectis  aequatur 
quoi  8unt  unitates  in  k  A  —  k  H. 

1 1 .  Summa  omnium  angulorum  planorum  aequatur  qua- 
ter  tôt  angulis  rectis^  quot  suut  anguli  soUdi^  demtis  octo, 
seu  estzz:.kS  —  8  rectis. 

Exemplo  sit  (Fig.  39)  prisma  triangulare,  ubi  est 

1.  numerus  hedrarum  ii  =  5; 

2.  numerus  angulorum  solidorum  5rz:€; 

3.  numerus   acierum    (cb,  ac,  bc,  ad,  be,  of,  de, 
df,ef)  A  =  9', 

\.  numerus  laterum  et  angulorum  planorum  Z=:P=i  18. 

Includitur  enim  corpus  duobus  triangulis  et  tribus 

quadrilateris,  unde  Zzz:P=:2.3-f-3.4'Zi:l8.   Nun 

ist  nach  dem  theor.  6'^  H+5(ll)iz:^-|-2(ll). 

Ferner  summa  omnium  angulorum  planorum  (aui 

den  bciden  triangulis  =:  k  rectîs,  aus  den  drey  qua- 

drilateris  rz:  12  rectis)  erit  zz  16  rectis  zz  h  (^A — //) 

zizk  S  —  8  rectis. 

Es   nimmt   niicli   Wunder,    dass   dièse    allgemeinen    pro- 

prictates   in   der   Stéréométrie    noch    von   Niemand^    so   viel 

mir  bekannt,  sind  angemerkt  wbrden;  doçh  viel  niehr  abcr, 

dass    die    fùrnclimsten    davon    aïs    thcor.    6   et   theor.   1 1  so 

scliwer  zu   bcweiscn    sind,    denn   ich    kann    dieselben   noch 

niclit  so  bcweiscn,  dass  ich  damit  zufrieden  bin. 

Um  die  soliditatcni  cines  Côrpers  zu  bestimmen,  so  wollte 
ich  nach  Bclicben  inners  dcsscibcn  cin  Punct  annelimen, 
und  daraus  nach  allen  angulis  solidis  grade  Linien  ziehen. 
Hierdurch  wird  der  Gôrper  in  lauter  Pyramiden    zerdieilt, 
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deren  vertices  im  angenommenen  Punct  sind  itnd  die  hedras 
zu  basibus  haben.  Welche  Pyramiden  nicht  triangulares  sind, 
kônnen  ferner  leicbt  in  triangulares  zerschnitten  werden. 
ÂUes  kommt  also  darauf  an^  dass  man  die  soliditatem  py- 
raniidis  triangularis  bestimmen  kônne^  welches  also  ex  eog- 
nitis  lateribus   geschehen  kann: 

Sit  (Fig.  ^0)  ABCD  pyramis  proposita,  în  qua  habeantur 
AB—a,  AC—b,  BC  —  c,  ADznd,  BDzne,  CD—f, 
erit  hujus  pyramidis  soliditas  = 

/  i-\-aaff{bb-\-cC'\-dd-\'ee — aa — ff)  —  aabbcc  \ 
_L  1  /  ^-\'bbee{aa'^cc-\-dd-\-/f — bb  —  ee)  —  aaddee  f 
'^   Y    l-\^ccdd{aa'\-bb'\-ee -{-//— ce— dd)  —  bbdd/f} 

—  cceeff) 

Euler. 
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LETTRE    CXXXYI. 


GOLDBÀCU     à    ËULER. 


S  o  u  M  A  1  R  £.     Encore   sur  la   dëconipositîon  des  nombres  eu   quatre   quarrés. 


Su  Petersburg  d.   ^^  Junî   1731. 

Ew.  bin  ich  fiir  die  mir  communicirten  schônen  theoreinata 
von  den  Eigenscluiften  der  Côrpcr,  welchc  hodris  planis  ein- 
geschlossen  sind,  schr  verbiindcn;.  ich  bcklage  aber,  dass 
bey  mir  die  gehorigc  Attention  zu  dergleichen  Betrarhtiiniron 
je  langer  je  mchr,  und  zwar  per  seriem  valde  ad  nihilinn 
convergentem  widcr  meinen  Willen  abnimmt,  ausser  dass 
ich  noch.  biswcilen  an  das  theorema  Fermatiannm  gedcnkc, 
wovon  ich  ûber  Vermuthen  nachfolgende  casns^  darin  qua- 
tuor quadrata  -|- 8  aequalia  fîunt  qiiatnor  quadratîs,  bemcr- 
ket.  Sint  a,  /3,  y,  S  numeri  integri  permiitabiles  sive  affir- 
mativi  sive  negativi,  erunt  cta  t|-  /:i/3  -\-  y  y  -f-  SS  -]-  8  aequa- 
lia   quatuor   quadratis  si   fuerit  5z^7-|-a4-/9-l-y,  vcl  — 


3  .casu 


quo  hic  numerus  fit  integer),  vel  zz3a-}-2/3-4-2y,  vel  zzza^ 
vel  m  3  y  -j-  8  *  ^"^  welchen  allen  Fâllen  die  quatuor  qua- 
drata  gar  leicht  angegeben  wcrden  kônnen;  ingleichen  wenn 

g_  (37y-H)y-2y(y-hi)(«+/?+y) 

3qq  —  2q—  1 

numéro  integro^  ubi  et  2^  sit  numerus  integer  quicunque. 
Ich  habe  schon  langst  in  dcn  Zeitungen  gclesen^  dass  der 
Herr  Philidor  sich  in  Berlin  bei  den  grôssesten  Schachspie*' 
lern  fûrckterlich  gemacht^  woraus  ich  vermuthe^  dass  er  Ew. 

auch  nicht  unbekannt  seyn  wird. 

Goldbach. 


I 
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LETTRE   CXXXVII. 


EULER     à    GOLDBACH. 

S  o  M  M  A  I  B  E.    Suite  des  recherches  sur  U  décomposition  des  nombres.     Le  célèbre 
joueur  a|ix  échecs  Phîlidor.    Nouveau  mémoire  sur  Jupiter  et  Saturne. 


Berlin  d.  8.  Joli  1751. 

bekiage  von  Herzen,  dass  bey  Ew.  die  Lust  zu  mathe- 
matischen  Speculationen  abzunehmen  beginnt,  woran  ohne 
Zweifel  der  Mangel  cines  vertrauten  Umgangs  ùber  der- 
gleichcn  Untersuchungen  grossen  Antheil  haben  wird.  Denn 
die  mir  gutigst  uberschriebenen  Anmerkungen  ùber  das  theo- 
rema  Fermatianum  zeigen  nichtg  weniger,  al»  eine  Vermin- 
derung  in  der  Kraft  dergleîchen  Sachen  nachziidenken  an. 
Dieselben  haben  mir  Ânlass  gegeben  dièse  Bestimmung  all- 
gcmeiner  zu  machen  und  den  Werth  von  8  zu  bestimmen, 
dass  aa-\-^^-\-yy'\-SS-\-e  cine  summa  quatuor  quadra- 
torum  werde.     Setze  ieh  nun 

aa4-/S/î+yy4-ôô+e=(a-*x)^+(/î-mx)*+(y-nap)*+(54-x)*, 
80  wird 
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8zz:ka-\-m^-\-n'y  —  ^x{kk-\~mm-\-nn-\-  i)-\-K-' 
Damit  nun  dièse  Formul  in    ganzen  Zahlen   bestehe^  setze 
ich  e{kk-\-ram'\-nn'^\)'=z,ah,  oder  ich  resolvire 

în  zwey  factores^  die  entweder  beyde  grad  oder  beyde  un- 
grad  sind^  so  wird 

5zi:  Aa-f-m^-|-ny-| — ^  und  xzz  — 

Ist  nun^  wie  bey  Ew.  czz8,  so  kônnen  în  génère  die  vîer 

quadrata^  deren  Summ  ii:aa-f-^^-j-yy-|-5S-["^*  ange- 
geben  werden ,  wenn  5  n:  A:a  -f-  m^  -|-  n y  -f-y,  und  f  «o 
angenommen  wird,  dass^izic  —  rf,  exisfente 

2  (A: A:  •\-mm'\-  nfi-}-l)ii:crf; 

und   da  wird   flczn — >  oder  ajzz r» 

Fur  A:,  ni  und  n  kônnen  nun  Zablen  nach  Belieben  an* 
genommen  werden ,  da  immer  fiir  f  ein,  zwei  oder  mehr 
taugliche  Werthe  herauskommen.     Âls  setz't  man 

« 

^  =  1, /»  =  0, 11=0,  80  wird  c</=   4  undy= 0,  oder /"=  3;^=    a-J- 

X:  =  2,  m=:0,  »=:0,        „       a/=10    „  /=3,     „   /=   9;«=r2«-|- 


A:  =  3, /n  =  0, /i  =  0,  „       crf==20    „  /=1^=8^/=19;  «  =  3a+ 

A  =  l,m=:i, /i  =  0,  „  C£/=  6    „/=l,/=5;             «=   a+  /34.. 

A:  =  2,  m  =  2, /i  =  0,  „  c£f=:18    „' /=3,        7,       n;«  =  2a+2p  + 

A:  =  3,  m=:l,  n  =  0,  „  C£/=22    „  /=9,      21;             *=:3a-f-    5  + 

A=3,  m  =  2,/ir=0,  „  c</=:28    .,  /=3,      12,       2l;«  =  3«+2p+ 


0* 
3 

3 
9 

1 

8* 
19 


n 


5 

1 

4 

11 

3* 
7 
17 

9 


hî 


3 
12 
27 
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X  =  3,  m  =  3,  n  =  0,  so  wird  ed=3S  widj'=  tl,31; 
k=i,m=i,m  =  U  »  cd=  a  „  /=  2,  1; 
A=%m  =  i,n  =  i,      „      ed=ii  „  /=   5,13; 


»  =  3«+3/J+.....^J] 
»=    «+   ?+  j+\  l 


A=a,m=a,»=<, 


» 


cif=20  „  /=   I,   8,19;        »  =  2«+Q/5+  7+)  8 


19 
>t  =  2,m  =  a,/i  =  2,       „      C£/=  26    „/=  11,25;  dz=2a+ip-\-27+\l^ 

A=s3,m=l,/i«l,      „      ci/=24   „   /=2,5,10^25;     *=3a+   /5+  7+^^^, 

23 
I 

^  =  3,m  =  2,«  =  l,       „    .crf=50   „  /=n7,13,29;    *  =  3a+2/5+   r+^i] 

29 

0« 
5 
„      ci/=3e  ,^  /c=0,fi^9,l6,35^as=3a4-2f5+27+^  9 

16 
35 


Ar  =  5,m=:2,/i=2, 


wo  ich  die  von  Ew.  ùberschriebenen  Formeln  mit  einem  * 
bemerkt.  Man  kann  auchy*]iach  Belieben  annehmen^  um 
daraus  k,  m  und  n  zu  bestimmen^  als,  wenn  seyn  8oliy*=0 
oder  8:=zka-\-m/3-\-ny,  80  wird  czizd^  folglich  cd  eîn  Qna- 
drat.  Dasselbe  sejzzikpp,  so  wird  kk-]-mm-\'nnzzL2pp — !• 
Hier  ist  klar,  dass  wenn  p  ein  numerus  par,  2pp  —  1  un^ 
môglich  die  Summ  von  drey  Quadraten  seyn  kann;  aiso 
mùssen  fur  p  nur  ungrade  Zahlen  genommen  werden,  da. 
dann  fur  k,  m,  n,  folgende  Werthe  hcrauskommen  : 


2pp^i  = 


1 

A 
m 
n 


1 

17 

49 

97 

1 

4,3 

1,6 

9,6 

0 

^,2 

0,3 

4,6 

0 

0,2 

0,2 

0,5 

161 

241 

337 

2,11,10,9 

15, 14, 13, 12 

18, 16, 12 

4,    6,    6,8 

4,    6,    6,    9 

3,    9,12 

1,    %   5,4 

0,    3,    6,    4 

2,   0,7 

Da  nnn  solchergestalt^  wenn  a,  /?,  y  gegeben  sind,   unend- 
lich  vielerley  valores  fiir  S  gefunden  werdcn  kônnen,  nach- 
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dem  entweder  y  oder  k,  m,  n  nach  Belieben  angenommen 
wird,  und  auch  die  Zahlen  ,k,  m,  n  und  J'  négative  genom- 
men  werden  kônnen^  so  wâre.  nun  zu  beweisen^  dass  auf 
solche  Art  aile  môgliche  Zahlen  fur  8  herauskommen  ;  und 
bieraus  wùrde  man  einen  sehr  schônen  Bewcîs  fur  das  tbeo- 
rema  Fermatianum  erbalten,  welcher  gewiss  nocb  zu  andem 
wicbtigen  Entdeckungen  leiten  wùrdc. 

Den  grossen  Scbachspieler  Pbilidor  habe  ich  nicht  ge- 
sehen^  weil.  er  sîch  mebrentheiU  in  Potsdam  aufhielt.  Er 
soU  nocb  ein  «ebr  junger  Menscb  «eyn,  fùbrte  aber  eine 
Maîtresse  mit  sicb,  wegen  welcber  er  mit  einigen  Officiren 
in  Potsdam  Verdriesslickeiten  bekommen^  welcbe  ibn  genô- 
tliiget  unvermutbct  wegzureisen;  sonsten  wùrde  ich  wohl 
Gelegenbeit  gefunden  baben  mit  ihm  zu  spielen.  Er  bat 
aber  ein  Buch  vom  Schacbspicl  in  England  drucken  lasseo, 
welcbes  ich  bâbe^  und  darin  gewiss  selxr  schône  Axten  zu 
spielen  entbalten  sind.  Se;ine  grossie  Stârke  bestebet  în  Yer- 
theîdiguiîg  und  guter  Fûhrung  seiner  Bauern,  um  dieselben 
zu  Kôniginnen  zu  macben^  da  er  dann,  wenn  die  Ânstalten 
dazu  gemacbt,  pièce  fur  pièce  wegnimmt  um  seine  Absicht 
zu,  erreicben  und  dadurcb  das  Spiel  zu  gewinnen. 

Seit  einiger  Zeit  habe  ich  mich  wiederum  mit  dem  Jupi- 
ter und  Saturnus  gequàlet,  und  darûber  verscbîedene  Sacben 
entdecket^  welcbe  mir  zu  einer  nâbern  Erkenntniss  ibrer 
Bewçgung  den  Weg  gebabnet.  Weil  dièses  wieder  die  Preis- 
frage  bey  der  Pariser  Akademie  auf  kûnftiges  Jàbr  îst,  so 
habe  ich  dariiber  eine  neue  Abbandltmg  dabin   abgescbickt. 

Ëuler. 
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LETTRE    CXXXVIII 

GoLDBÀCH    à     EULER. 
SoMMAlEl*    Suite  des  recherches  numërîqaes  prëcëdentes. 


St.  Petersburg  d.   17.  Joli   1751. 

T  on  der  acquatione 

3*  +  5*-f  a*  +  8  =  tttt+*2=  tribut  quadratît 
will  ich  nur  bemerken,  dass  u  infinities  infinitis  modis  de- 
terminiret  werden  kann,  davon  ein  casus  ist 

3*  +  5^  +  (4pp  _  lOp  -I-  7)*  +8  = 
(*PP-i0p  +  3)*  +  (4p-9)-+(*;,-l)*; 
was  ich  aber  in  meinem  vorigen  Schreiben  von  dem  valore 
3  per  a,  /3,  y  et  q  expresso  erwàhnet  habe,    ver«tebe  ich 
jetzo   selbst  nicht  mehr  und   zweifle  an  detsen   Ricbtigkeit, 
docb  ist  dicses  gewiss^  dass 

aa-|-/3^-|-yy  +  «-f  8=3»  +  (l-a  +  ^)*-f 

si  q  determinetur  per  banc  aequationem 

Goldbach. 


I 
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LETTRE    CXXXIX, 


GoLDBÀCH   à   EULER. 


SoMMAimE.    Ifltônie  Mijet. 


St.  Petersbarg  d  8.  Ai^ast  1761* 

Ejw.  sage  ich  schuldigsteii  Dank  vor  die  Communication  der 
yiclen  casuum  pro 

Es  ist  allerdings  wahr,  wie  Ew.  vermuthet,  dass  ich  ausser 
Deroselben  Niemand  habe.  mît  dcm  ich  von  dergleichen  dé- 
couvertes  schriftiich  oder  mûndlich  conferiren  kônnte.  Ich 
glaube,  man  kann  die  Sache  etwas  kûrzer  fassen^  wenn  man 
nur  drey  quantitates  indeterminatas  annimmt  und 

/3^-^yr'^dS-\-S  =  bb^cc-\-dd 
setzet,    denn  es  ist  gewiss,    dass  wenn  b  in  einem  casu  be- 
kannt  ist,    selbiges  auch   in  iiifinitis  aliis  angegeben  werden 
kann ,  wie  ich  in  meinem  letztern  Schreiben  angezeiget  habe, 
(woselbst  aber  unnôthig  2p  anstatt/)  gesetzt  worden),  indem 
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es  leicht  zu  demonstriren  ist,  dass  alsdann  auch  sejn  wird 

si  ponatiir  u  zzz(S  —  b)  p  —  [c  -\-  d).  Ich  weiss  gar  wohl, 
dass  u  noch  auf  unzâhlige  andere  Ârten  determiniret  werden 
kann,  ich  bin  aber  ein  grosser  Liebhaber  y  on  solchen  for- 
mulis^  welehe  an  sich  selbst  kurz,  und  auf  cine  leichte  Art 
immer  generaler  zu  machen  sind;  denn  wenn  z.  Ex.  allhie 
8  -f^  pu:=:J,  b  -{-pu^zB,  c-f-2wi=:C,  d-{-2uz:zD,  so 
entstehet  daraus  dièse  aequatio  infinities  generalior 

(B4-  PU)*  -f  (C  +  2Uy-\-  {D^2U)\ 

yrenn  P  numerum  integrum  quemcunque  bedeutet  und 

U=z(J^B)P-{C-\-D) 
gesetzt  wird. 

Es  folget  auch  ex  theoremate  Fermatiatio >  dass  Sn-^-k 
allezeit  in  quatuor  quadrata  imparia,  quorum  summa  radi- 
cum  est  i=:2,  aber  nicht  allezeit  in  quatuor  quadrata  imparia^ 
quorum  summa   radicum  est  =  0,    resolvirt  werden  kann. 

Ferner  hat  auch  dièses  seine  Richtigkeit,  dass  eine  summa 
quatuor  quîidratorum,  quorum  summa  radicum  est  rzO,  in 
tria  quadrata  resolviret  werden  kann^  ob  aber  quinquc  qua- 
drata, quorum  summa  radicum  zz  0,  allezeit  in  quatuor  qua- 
drata die  man  angeben  kanp,  resolviret  werden  kônnC; 
weiss  ich  noch  nicht,  jedôch  gibt  es  unendiich  vicie  casus, 
da  solches  angehet,  ohngcachtet  die  sunmia  radicum  nicht 
HZ  0  ist,  also  ist  z,  Ex. 

((2  4-/>/7)6  — c  — c?  — e)^  +  rc  — 2Z^)*-f  (e/  — 26)^  + 

(e  — 2i)^-f  4p/)6iz= 
bis  quatuor  ((4  '{-pp)b  —  c  —  d  —  «)*  +  ^^  "f  dd-{-ee, 

Goldbacli. 
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LETTRE    CXL. 


EULSR   à   GoLDBACH^ 

SoMMAims*    M^e  sujet.  Kedienîhe  sor  le  nombre  des  manières  dont  un  poly^ne 
peut  ^tre  parta^  eo  triangles  par  des  diagonales. 


Berlin  d.  4.  September  1751. 

9o  gros8  daft  Yergnûgen  auch  ist,  welches  ich  in  Betrach- 
tung  der  Eigenscbaften  der  Zahlen  finde^  80  wird  mir  doch 
dicfte  Materie^  wenn  ich  einîge  Zeit  mit  ganz  andern  Unter- 
suchungen  umgegangen  ^  so  fremd^  dass  ich  mich  ftobald 
nicht  mehr  darin  finden  kann.  Âlso  konnte  ich  den  Grund 
des  schônen  theorematis^  dessen  Ew.  Meldung  tlinn^  dam 
eine  summa  quatuor  quadratorum  aa-\-bb  '\'  ce  -{-  dd,  quo- 
rum somma  radicum  a-^6-hc-|'^^=^0,  allzeit  in  drey 
quadrata  resolvirt  werden  kônne^  sogleich  nicht  einsehcn^ 
da  doch  derselbe  ziemlich  oflfenbar^  indem  , 
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Doch  lâsst  8ich  auf  gleiche  Weise  nicht  darthun,  dass  eine 
8umma  quinque  quadratorum  aa -|- i6-f- ce -f- ffff-|- ee  in 
quatuor  quadrata  resolvirt  werden  kônne,  80  oft  die  sumina 
radicum  a-]-b'-{-C'^d'\-ezziO.  Allein  aus  dem  Vorigen 
erhellet^  dass  dicse  Resolution  Statt  findet^  so  oft  die  ftinf 
radiées  a,  b,  c,  d,  e  90  beschaffen  sind^  dass  yier  derselben 
zusammengenommen  nichts  werden^  welchesaufso  yielerley 
Art  geschehen  kann,  da  es  erlaubt  ist  eine  jede  radieem 
sowohl  affirmative  als  négative  zu  nehmen^  dass  es  schwer 
seyn  wùrde  fiinf  solche  Zahlen  anzuzeigen^  davon  nicht  vier 
zusammengenommen  auf  0  gebracht  v^erden  kônnten.  Oder 
die  summa  quinque  quadratorum  aa -f-è 6 -|- ce -f-(/rf-|-ee 
lâsst  sich  in  vier  quadrata  resolviren  in  folgenden  Fâllen 

a  .  .  b  .  .  c  .  .  d  znO 

a  .  .  b  .  .c.  .ezziO 

a..c,.(/..cr=0 

6..c..(2..ezzO 

wo    das  Zeichen    .  .    statt  ZJZ  gesetzt   ist.     Dahero  jede  von 

dicscn  fùnf  Aequationen  acht  in  sich  schliesst^    und  foiglich 

vicrzig  darin  enthalten   sind. 

Wenn  also  die  radiées  a,  b,  c,  d,  e  aile  affirmative  ge- 
nommcn  werden,  und  unter  dicsen  vierzig  Formuln  nur 
eine  enthalten  ist,  die  zz  0,  so  kann  man  sicher  schliessen, 
dass  die  summa  quinque  quadratorum 

aa  -}-  bb  -\'  ce  -{-  dd  -\-  ee 

sich  in  summam  quatuor  quadratorum  verwandeln  lasse. 

Dièses  folget  nun  ans  dem  einigen  Satze,  dass 

aa  4"  ^6  + ce -f- û?d  zz  D  +  D  -j- a, 

wenn  û-|-6-f-c-|-Jrz:  0.    Weil   nun  eine  summa  quatuor 

quadratorum  in  unendlieh  viel  andern  Fàllen  auch  in  drey 
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quadrata  resolvirt  werden  kann^  to  kônncfn  daher  noch  un> 
endlich  viel  tnehr  Conditionen  angezeigt  werden ,  unter  wel- 
vhen  summa  quinque  qnadratorum  in  quatuor  quadrata  re- 
solvirt  werden  kann. 

So  oft  die  quatuor  quadrata  aa-^-bb  -\-  ce  -{-dd  %o  be- 
schaffen ,  dass  a-\'b'^C'\'dir.2,  so  ist 

aa-|-664-cc-hdrf=(a4-6— l)*4-(c-hC-l)*4-(6-4-c  — 1)*  +  1; 
folglich  ist  aa -^-bb -^-cc-^- dd — 1  in  drey  quadrata  re«o- 
lubel.  Da  nun  8n-l-3  in  drey  quadrata  resolubel^  wenn 
man  setzt 

8n+3  =  (o  ^6-t)»-|-(«  +  c-l)»  +  (6-l-c-l)«, 
go   wird  Sn-^k-inaa  -(- 66 -j- ce  -{-  dd  dergestalt^  dass 

a^-i-l-c  +  rfrr  2; 
und  dièses  ist  das  schône  theorema,    welches  Ew.  aus  dem 
theoremate  Fermatiano  hergeleitet  haben. 

Ich  bin  neulich  auf  eine  Betrachtung  gefallen^  wclche 
mir  nlcht  wenig  merkwûrdig  vorkam.  Dieselbc  betrifft^  auf 
wie  vielerley  Arten  ein  gegebeneé  polygonum  durch  Diago- 
nallinien  in  triangula  zerschnitten  werden  kônne. 

Âlso  ein  quadrilaterum  abcd  kann  entweder  durch  die 
diagonalem  aCy  oder  durch  bd,  und  also  auf  zweyerley  Art 
in  zwey  triangula  resolvirt  werden. 

Elin    Fùnfeek    abcde    wird    durch    zwey    diagonales   in 
drey   triangula    getheilet,    und    solches    kann    auf   fùnferley 
verschiedene  Arten  geschehen,  nehmiich  durch  die  diagonales 
r.  oc,  ad.  IL  bd,  be.  III.  ca^  ce.  IV.  db,  da,  V.  ec,  eh 

Ferner  wird  ein  Sechseck  durch  drey  diagonales  in  vier 
triangula  zertheilet,  und  dièses  kann  auf  \k  verschiedene 
Arten  geschehen. 

Nun  ist  die  Frage  generaliter:  da  ein  polygonum  von  n 
Seiten  durch  n  —  3  diagonales  in  n  —  2  triangula  zerschnit- 

Corr  math,  tt  phy^.  T.  I.  jç 
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ten   wirdj    auf  wie^  vielerley  verschiedene  Arten  solches  ge- 
schehen  kônne.  Setze  ich  nun  die  Ânzahl  dieser  verschiede- 
nen  Ârten  =a;,  so  habe  ich  per  inductionem  gefunden 
wennnmS,  V,  5,    6,     7,      8,      9,       10 
80  ist  x=  1,  2,  5,  1*,  *2,  132,  *29,  IMO. 
Hieraus  habc  ich  nun  den  Schiusg  gemacht,  dass  generaliter  sey 

,  2.6.10.14.18.22 (4/1—10) 


X 


2.3.4.5.6.7 (i  —  l) 


oder    es    ist    «=4*    ^  =  *-T'    ^  =  2.-,     U  =  5.Ç, 

*2  zi:  H  .  —  j  132  =  42.  -=-;   dass  aiso  ans  einer  jeden  Zahl 

die  folgcndc  Icicht  gefunden  wird.  Die  Induction  aber^  se 
ich  gebraucht,  war  ziemlich  mûhsam,^  doch  zwcifle  ich  nicht^ 
dass  dièse  Sach  nicht  sollte  wcit  leichter  entwickelt  werden 
kônnen.  Ueber  die  Progression  der  Zahlen  1^  2,  5^  ik, 
k2,  132^  etc.  habe  ich  auch  dièse  Eigenschaft  angemerket, 
dass    1  -}-2a  4-  Sa^  +  lVû'  +  *2a*  +  132a*  -[-  etc  = 

S — ^^ ■•  Also  wenn  Qz:^--r9  so  ist 

laa  4 


.     ,     2      ,     5     ,    14     ,    42     .       .  . 

*+4"+P  +  4^+4^  +  etc.  =  h. 


Euler. 
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LETTRE    CXLI. 


GOLDBÀCH    à    EULER. 
S  o  M  M  A  I  fi  B.    Suite  des  recherches  numériques. 


St.  Petersburg  d.  16.  October  1961. 

Au8  Ew.  werthem  Schreiben  vom  k.  Sept,  habe  ich  mit 
Vergnûgen  die  leichte  legem  progressionis  yon 

i-j-2a  +  5aû4-l*fl*-|-ete. 
ersehen.  Wenn  mir  wâre  aufgegeben  worden  die  coefficient 
te8  incognitos  b,  c,  d  etc.  in  série 

A. .  A  -f-6a-f-caa-[-da*-|-ea*-|-etc.  iz:    ""  ^^^^  "^ 

zu  determiniren  ^  so  wurde  ich  die  Solution  kaum  unter- 
nommen  haben,  da  ich  aber  dièse  coêfficientes  bereits  ex- 
primiret   gesehen^    so  habe  ich  zwey  Methoden  zur  Solution 

gefunden :  1 .  Weil  aus  der  sununa  ""  ^T  ^  *"  ^^  _.  ^ 
folget,  dast  1  -^aÀzizA^,  oder  dass 


B.  .  .1  -j-  a-^baa  -^  ca*  -^da*  -f-^*^' 
in  se  multîplicata  =  A  seyn  muss,    so  wird 

I -f  a-f  6aa-+-ca* -f"    ^^*- 

da\ 


BBzz 


nehmlich  6r^2,  czzS,  rfzzi*  etc.     2.  Wcnn  in  der  série 
A  gesetzt  wird   azza  —  a  a,    so  wird  die  summa  seriei  zi 

— -rjrz  E. .  .1  +  2»  4"  5"^  "t"  *""*  H"  ^*c-  ""^  d*®  séries  -4 
verwandelt  sich  in 


-j-  6a  —  baa 

-f- caa-7}^2ca* -f    ca* 

I      +    ea* .  .  . 
rr  E.  ..1  -f-2«  +  3aa4-*«*  ■\-  5a*... 

Comparatis  singulis  terminis  seriei  A  transmutatae  cum  sîn- 
gulis  seriei  E,  fit  b  zz.2,  czziS,  dzzzih',  etc. 

Ich  hatte  in   mcinem  Bricf  vom  15.  Juni  unter  andern 
auch  des  casus  Erwàhnung  gethan,  wenn  in  der  aequatlone 

aa-|"/^/^+yy  +  ^^+8=:  quatuor  quadratis,  3zi    ^    3       • 

numéro  integro.  Selbigen  casum  haben  Ew.  in  Dero  Ant- 
wort  mit  Stillschweigen  ûbergangen;  es  sind  aber  die  qua- 
tuor quadrata  invenienda  in  solcbem  Faite 


—    *iW    — 

3»  T         .32  -1  32  r 

(2a-/3+2y)^ 

und  der  valor  8  kann  noch  generaler  angenommen  werden^ 
wen    man    setzet  S  zi  ^"^^  ^.^f  "^  ^^  =^  numéro  intecro,  und 

zuglcicn  a  zz ^^ /T  '  ^  ^^ ^  zz  numéro  mtegro ,   qui- 

bu8  positis  erunt 

aa  4- /9/9-i-y y+*55+8  =  (5+2f  -f  (5-2)*  +  (5-a4-i«)*+€«. 
Hinc  «equitur  pno  q^o^umue  ,Qfiiu  ata4-/5^^-yy+*'55-[-8 
assignari   posse    quatuor   quadrata    intégra    si 

yy  +  2(/94-5)(a.-5) 
sit  numerus    quadratus^    ubi  et,  fi,  etc.  sunt  numeri  permu- 
tabiles  sive  affirmativi  sive  negativi^ 

Imgleichen  positis  tribus  quadratis  imparibus 

aa4-/9/3-|"yy=^8^  +  3   et  8z:z{uu  —  u  —  kn  —  1), 
ubi  u  sit  numerus  quicunque  integer^  erunt 

Unter  die  problemata^  zu  deren  Solution  es  an  einer  si- 
chern  Méthode  fehlet,  rechne  ich  auch  dièses:  Determinare 
numerum  e  permet  constantes  hac  lege,  ut  2ee — ff'\'^ 
fiât  quadratnn.    Solutio:  ponatur  er:id3!*y*±  239. 

Goldbach. 
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LETTRE    CXLII 


EULER    à    G  OLDBACH. 


Son  M  A  IRE.    Même  sujet.  Réponse  à  la  précédente. 


Berlin  d.  4.  December  1751. 

Ew.  Schwierigkeit,  bctrcfFend  die  Auswickelung  der  Formul 
9  wird  sogleick  gchobcn,  wenn  man  die  For- 
mul V^(l  — ka)'Zii{i  — kaY  nach  gcwohnlicher  Art  in  eine 
seriem  verwandclt.  Denn  da 

2.4.6.8  'i.'i.6.8.10     *  "  ^^^* 

oder  wcnn  ein  jeder  coëfficien»  nuinericiis  des  termini  ante- 
cedentis,  die  potestatem  von  4*  mit  eingeschlossen^  durcli  P 
angedeutet  wird^  so  wird 


—   isi  — 

/(l-*a)=l-2a--iPo»-ÇPa»-fPa*-^Pa*-etc. 
oder 

foiglich 

»    2.6.10.14    . 

Dahero  bekommt  man 

1— 2a  — y(l— 4a)  2     ,    2.6        ,    2.6.10  ,    2.6.10.14     .   . 
2ra =  T+2r3«+2T^X^««+-2X4— «+^*^- 

wobey  merkwùrdig  îst,  dass  aile  dièse  Goëfficienten  ganze 
Zahlen  werden,  welches  zu  besondern  Betrachtungen  Anlass 
geben  kaiin. 

8 

Also  gibt  auch    k(1  — 9  a)  eine  scriem^  deren  aile  Goëf- 
ficienten  ganze  Zahlen  werden^  nehmlich 

V^(l-9a)  =  l-3a-34a>-3.^*a'-3.5^«*_ 

^     6.15.24.35    . 

und  generaliter  geschiehet  dièses 

lYu  «\ â  («/i  — n)    «  (/i/i— n)(2/i/t  — n)    « 

(nu  — «)  (2/1/1— n)  (3/1/1  — nV  4  . 

n  •  ^ ^^   ^  ,-7-^ ■  û  —  etc. 

2.3.4 

Ew.  casus^  quo  a^-f/^^H"  y*-l-^*-|-8  :=:  quatuor  D,  nehm- 
lich 8  HZ  — "^^ — '  l*2it  allerdings  etwas  Besondcres  an  sîch, 

\velches  ich  sogleich  nicht  bemerket^  und  noch  jetzt  nicht 
sehe,  wie  derselbe  in  den  von  mir  angefiihrten  Fiillen  ent- 
halten  ist.  Nun  sehe  ich  zwar^  dass  derselbe  herauskommU 
wenn    von   den  gesuchten   k  quadratis  zwey  dergestalt  an- 
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genommen  werden  :  (3  -[-  2)*  -f-  (5  —  2)*,  cU  daiin  noch  ûbrig 
ist  tf*  -}■  ^  "4"  y*  —  ^  ^^  zwey  quadrata  zu  resolvîren.  Setzl 
man  nun  dieselben  {S  -|-  p)*  "f"  (^  "h  ?)*  >  ^  ^^^ 

««4-/9^+ yy  =  35.3  +  2  (p  +  ^)  a +PP  +  ^^ 
und 

33  +  p  +  7=V(3aa+3/?^-|-3yy  — 2pp— 2^^  +  2p(7). 
Es  sey  nun  ferner  p  rz:  y  -|-  m,  ^  zi:  y  -f-  n,  80  wîrd 

334-2y  +  m  +  n=: 

V(yy  — 2(m4-  n)y  +  3aa-f  3/9/9~2mm  — 2nri-|-2inn)- 

Damit  nun  dièses  radicale  gleich  werde 

y  {y  y  —  2  (m  4-  n)  y  +  (m  +  n)*), 
oder 

3aa-f  3^^  =  3mm-4-3nn, 

so   darf  man  nur  setzen  m=:a  und  nn:^,    und  bekomint 

33  +  2y +a  +  /?=  ±  (y— a— /9)  oder  3rr— (^^"^3^"^) 

Wenn,  um  die  Sach  generaler  zu  machen,  zwey  von  den 
gesuchten  vier  Quadraten  angenommen  werden 

(^5^-2)^-f  (7Ô~2)*  =  2<3^^33-f  8, 

so  muss 

das  ist 

aa-^^/3-\-yy-{2qq-\-i)88-\-2i/-{-8)d-{-f/-\-gg, 
oder 

V{2/g-2qq{f/^gg)^{2qq-\-l){aa-\-^^-^YY)}- 
Nun  sey  ferner  y  ~^^_^  und  gzz.~^f    so   kommt  eine 

weitlàufige  Formul  heraus^  welche  ich  nicht  der  Mùhe  wertb 
achte  zu  cntwickeln^  weil  ich  nun  sehe^  dass  daraus  £w. 
zwey  te  Formuln   nicht  entspringen.     Es  scheînt  aber,   dais 


—     5S9    — 

unendlich  viel  dergleichen  Operationen  angestellt  werdeii 
kônncn^  welche  immer  andere  Formuln  hervorbringen  ;  und 
deswegen  kônnen  unendlich  yiel  Relationen  zwischen  den 
Buchstaben  a,  fi,  y,  8  angegeben  werden^  damit 

in  vrer  quadrata  resolvirt  werden  kônne.  Da  nun  dies  ohne 
einige  Restriction  wahr  \%t,  so  sehe  ich  nicht^  was  derglei- 
chen Determinationen  zur  gesuchten  Démonstration  beytragen 
kônnten.  Ich  habe  rigorosissime  bewiesen^  dass  wenn  N 
ein  numerus  integer  ist,  allezeit  sejn  musse 

wo  aber  A,  B,  C,  D  sowohl  numéros  fractos  aïs  integros 
andeuten.  Es  wâre  aiso  nur  noch  ùbrig  zu  zeigen ,  dass  wenn 
quatuor  quadrata  fracta  eine  summam  integram  haben^  die- 
selbe  Summ  sich  auch  nothwendig  in  quatuor  (vel  pauciora) 
quadrata  intégra  musse  zerlegen  lassen.  Ich  kann  nun  wohl 

be weisen ,    dass    wenn  ^  -^ zz.  N  numéro    integro ,   auch 

seyn  miisse  Nz^Laù-^bh  in  integris;  allein  jenen  Beweis 
kann  ich  nicht  auf  gleiche  Art  bewerkstelligen. 

Wenn  2e e — ff-\'2  ein  Quadrat  seyn  soll,  und  dazu 
e  gesucht  wird,  ohne  darauf  zu  sehen^  ob  t  ein  nunierus 
fractus  oder  integer  wird^  so  habe  ich  dièse  solutionem 
generalem  gefunden: 

{mm  —  2mn-}-2/in)y-j-mm  — 4/iiii-}-!ln/i 

2/t/t  — mm 

wo  man  for  m  und  n  numéros  quoscunque  annehmen  kann. 

Will  man  aber  nur  die  valores  integros  for  e  haben^ 
damit  2ee  — ^+  2  ein  Quadrat  werde^  so  dienen  dazu 
folgende  formulae  in  infimtum: 
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t 

e=:  y  ±        I    . 

e  =         5/  ±        7 
e  —      29/  ±      k\ 
e  —     169/  ±    239 
e  =:     985/  ±  1393 
e  —  5741/  ±  8119 
etc. 
Die  lex  progressionis  ist  diese^  dass  wenu  zwej  derglei- 
chen  formulae  se    immédiate  insequentes  sind 

e  —  Mf  ±  m 
e  =:  N/±  n 
die  folgende  seyn  muss 

e  —  (6iV—  M)f±  (6n  —  m). 
Inzwischen  kann  man  doch  aile  dièse  Formuin  durch  eine 
einige  Generalformul  ausdrûcken  :  Sit  q  numerus  împar  qui- 
cunque,  dico  fore 

^  —  272  /  ±  l,  2 ) 

und  es  ist  auch  gewiss,  dass  aile  Fâllc,  in  welchen  e  durch 
ganze  Zahlcn  ausgedrùckt  werden  kann,  in  diescn  Formuin 
entlialtcn  sind.     Gleichcrgestalt,  wenn 

{bb  ±\)eez^  ^aaff±  *cc  {bb  ±  \) 
ein    Quadrat  seyn  soU,  so  ist: 

^  —  y(J>b±i)  '"^J  — 

{{y{bb  ±  1)  +  b)'  ^  {V{bb  ±  1)  -  b)'^  c; 

also  in  dicscm  Fall  See-f-^^—  3 1^  quadrato ,  wird 

_  (^3  +  2)9  +  (^3  -  2)y  ^  _^  ((^3  +  2)9  -  {Vz  -  1)9) 

Eulcr. 
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LETTRE    CXLIIL 


Goi,DBÀCH   à   EULER. 
SoMMAiBS.   Même  sujet.    Question  de  syntaxe  de  la  langue  française. 


St.  Petersburg  d«  9.  Mai  I753« 

Wiw.  Dissertation  de  summis  divisornm^  welche  Sie  an  die 
hiesige  Akad.  der  Wiss.i  ûbersandt  haben^  ist  mir  von  dem 
Hm.  Prof.  Grischow  communiciret  worden.  Ich  befînde  mieh 
jetzo  nicht  im  Stande  davon  pro  dignitate  zu  urtbeilen, 
allein  Dero  bckannte  Einsicht  in  dergleicben  Sachen^  lâsset 
mich  an  der  Richtigkeit  ailes  dessen^  was  in  bemeldter  Dis- 
sertation enthalten  ist^  nicht  zweifeln.  Insonderheit  habc 
ich  mit  Vergnûgen  gesehen^  dass  in  den  numeris  1^  2^  5^  7, 
\2,  15,  22,  etc.  eine  so  schône  Ordnuiig  von  Ew.  bcmerkt 
worden,  und  glaube  gânzlich,  dass  es  séries  gibt,  aus  deren 
mehr  als  hundert  terminis  consequentibus  die  lex  progrès- 
sionis,    ob   sie,  gleich    an    sich   selbstkurz    und  leicht  ist« 


—  s«a  — 

dennoch  nicht  zu  ersehen  seyn  wird,  aU  z.  Ex.  sit  séries 

l       Z       8        4        s        6  7 

a...  1,  1,  5,  7,  1,  23,  43,  etc. 
cujus  progressio  haec  est,  ut  dato  termino   quocunque  A  et 
exponente    termini  n,  fiât  ^±^(2.3" — 2^-4)  zu  termino 
proxime  scquenti  B,  sumendo  signum  -|-  vel — ,  ita  ut  B  non 
fiât  divisibilis  per  3 ,  ex  quo  sequitur  seriem  a  habere  sororem 

12         3         4  5  6  7 

/S...  1,  2,  1,  4,  11,  10,  13,  etc. 
ita  coiuparatam ,  ut  duplum  quadrati  termini,  cujus  exponens 
est  n  in  série  /?^  additum  ad  quadratum  termini,  cujus  expo- 
nens est  idem  n  ia  série  a,  det  3*^  unde  simul  apparet  legem 
progressionis  seriei  fi  esse  A  ±  Y  {3"  —  2ÂA)  zu  B^  su- 
mendo -f-  vel  — ,  ita  ut  B  non  fiât  divisibilis  per  3. 

Sit  ex.  gr.  nznk,  erit  terminus  huic  exponenti  respon- 
dens  in  série  a,  7 ,  quadratum  ejus  49,  et  duplum  quadrati 
termini  huic  exponenti  respondentis  in  série  j3  eril  2 .  4^  ergo 
7^-h2.4*=3*  =  81. 

Similiter  quadratum  termini,  cujus  exponens  est  5  in  série 
a,  estl^,  duplum  quadrati  termini  respondentis  exponenti  5  in 
série  /3,  est  —  2.11^  ergo  1-f  2.11^  =  3*=;:243  et  iu  porro. 
Hinc  patet  solutio  problematis:  Dividere  numerum  3""^*  in 
tria  quadrata,  quorum  nonnisi  duo  sint  aequalia. 

Ich  habe  auch  obser viret,  dass  D 4-  D -h D ^^^^  D+  D4-  D^ 
oder  dass  in   der  Aequation 

datis  a,  b,  c,  integris,  die  numeri  p^q,  r  allezeit  per  inte- 

gros  exprimiret  werden  kôanen. 

Goldbach. 

P.  5.  Dass  ein  jeder  numarus  (2mm-|-l)''  in  drej  qua- 
drata, quorum  duo   sunt  aequalia,  resolviret  werden  kann, 


—  »»»  — 

3*  "^  3*  ""^  32  •" 

(2a-/3+2y)^ 
3* 

und  der  valor  8  kann  noch  gencraler  angenommen  werden, 
wen    man    setzet  S  zz  ^~.  ^.  o"^  ^^  z=^  numéro  inteç^ro.  und 

zugleicn  a  =: ^ V]  '      ^^ ^  :=i  numéro  mtegro,   qui- 

bus  positis  erunt 

aa 4- /3^-{-yy+k8S+S:=  (5+2)*  -f  (5-2)*  +  (5-a4-i«)*+€e. 
Hinc  sequitur  pr»  qvo^uni^uc  .Cfiiu  aa4"/^/^^"yy+*^^-h8 
assignari    posse    quatuor   quadrata    intégra    si 

yy  +  2(/3+a)(a-5) 
sit  numerus    quadratus^    ubi  a,  /3,  etc.  sunt  numeri  permu- 
tabiles  sive  affirmativi  sive  negativi. 

Imgleicben  positis  tribus  quadratis  imjparibus 
aa-j- /3/9-|-yyrz8n-f-3  et  d^z(uu  —  u  —  kn  —  1), 
ubi  u  sit  numerus  quicunque  integer^  erunt 
a«+^/î+yy+455+8=:(5+2)V(5-2)*+(5-M)»+(5+«-l)». 
Unter  die  problemata^  zu  deren  Solution  es  an  einer  si- 
cbem  Méthode  fehlet,   rechne  ich  auch  dièses:    Determinare 
numerum  e  permet  constantes  hac  lege,    ut  2ee — /f-^  2 
fiât  quadratum.    Solutào:  ponatur  e  =  d3!*y*±  239. 

Goldbach. 
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LETTRE   CXLII 


EULER    à    G  OLDBACIi. 


Son  M  A  IRE.    Même  sujet.  Réponse  à  la  précédente. 


Berlin  d.  4.  December   1751. 

Ew.  Schwîerigkeit,  betrefFend  die  Auswickelung  der  Formul 
""   ^"" —    ""      9  wird  sogleich  gchobcn,  wenn  man  die  For- 
mul V(l  — ka)zii{i  — ia^  nach  gcwohnlicher  Art  in  eine 
scriem  verwandelt.  Denn  da 

oder  wcnn  ein  jeder  coefficient  numericus  des  termiiii  anle- 
cedentis,  die  potestatem  von  k  mit  eingcschlossen  ^  durch  P 
angedeutet  wird,  so  wird 


—     565     — 
Fulglicli  ist  kraft  der  Natur  dieser  serierum 

p  _  -  ( 1 4-  ^  -  ^y  -  (<  -  >"  -  ^/' 

tind 

foiglich  2.3''=:Q*  — 2PQ  +  3P^  und  aiso 

Q  —  P+ 1^(2.3"  — 2/^). 
Eine  gleîche  BcschafTenheit  hat  es  mît  der  andern  série  sorore, 
welche  mit  den  gehôrigen  signîs  dièse  Form  bekommt 

123456  7  n        fH-1     ra4«2 

+  1+2+1— *  — 11— 10 -4- 13  etc.  jj  +  ^  +  r, 
da  auch  r:zz2q — 3p,  und  also 

Was  aber  die  schône  Vewandtschaft  dieser  beyden  serierum 
anlangt^  so  habe  icb  ùberhaupt  gefunden^  wenn  man  zwey 
solche  séries  hat 

a.  ...  1^  a^  aa  —  b,  o*  —  3ab,  o*  —  6aab'-\-bb, 


.  •  •  •  «  .  ^^^ 


/S.  ...0,  1,      2a,       3aa—b,        ka'  —  hab, 

(a+y-fc)»-(a-y-6)"_  „ 

welche  beyde  récurrentes  sind  von  der  Natur,  dass 

C  =  2aB  — (ao  +  6)^, 
wenn  nehmiich  A,  B,  C  très  termini  successivi  sind,  so  ist 
immer  XX -f-  b  YYzzl  [aa-^-bf.   Setzt  man  nun  azi^i,  bziz2, 
so  kommen  Ew.  beyde  séries  heraus. 
Dero  Anmerkung,  dass   allezeit 

ûû  +  66+cc=^£±Hî±îiI, 
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genommen  werden  :  (3  -j-  2)*  4~  (^  '^  2)*,  da  daun  noch  ûbrig 
ist  tf*  -f"  i^  4"  y*  —  ^  ^^  zwey  quadrata  zu  resolviren.  Setzl 
man  nun  dieselben  {8  -|-p)*  -f-  (^  "f"  9)*>  ^  ^"^ 

aa-l-^/S-f  ry  =  35-a  +  2  (p  +  ^)  a +PP  +  (717 
und 

38^p-^q—V{daa+Z/3/S^Zyy  -  2pp  —2q(f'^2pq). 
E»  »ey  nun  ferner  pzzy-|-m,  qzz^y  -\-n,  so  wîrd 

354-2y  +  m  +  n=:i 
y  (y  y  _  2  (m  +  n)  y  -f  3aa  -f  3/9/9  —  2ifim  —  2nn  -f-  2mn). 

Damit  nun  dièses  radicale  gleich  werde 

y(yy  _  2  (m  +  n)  y  +  (m  -f  n)*), 
oder 

3aa-f  3^i5=:3mm  +  3nn, 

so  darf  man  nur  setzen  m=ia  und  n':zi/3y  und  bekommt 
3a  +  2y+a  +  /î:z:±  (y— a— /8)  oder  5  =  — (îî±|j^') 

Wenn,  um  die  Sach  generaler  zu  machen,  zwey  von  den 
gesuchten  vier  Quadraten  angenommen  werden 

{q8^2)^'\-{q8^2f  =  2qq88-{'8, 
80  muss 

das  ist 

aa  +  /S/?  +  yy  =  (a^9  + 1)55  +  2  (/+g)5+^-|-gg, 

oder 

2(99+l)Ô+/+g  = 

V{^/8  -  2(/9  (//•+  gg)  4-  (2(79  +  1  )  («a  +  /«^  H-  y  y)}- 
Nun  sey  ferner  fzzV     ^^  und  gi:^^^     ?■>    so  kommt  eîne 

weitlàufige  Formul  heraus^  welche  ich  nicht  der  Mùhe  wertb 
achte  zu  entwickeln^  weil  ich  nun  sehc;»  dass  daraus  Ew. 
zwey  te  Formuln  nicht  entspringen.     Es  scheînt  aber^    dass 
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unendlich  viel  dergleichen  Operationen  angestellt  werdeii 
kônncn^  welche  immer  andere  Formuln  hervorbringen  ^  und 
deswegen  kônnen  unendlich  yiel  Relationen  zwischen  den 
Buchstaben  a,  fi  y  y,  d  angegeben  werden^  damit 

aa'+/S/?-f  yy  +  55  +  8 

■ 

in  vi'er  quadrata  resolvirt  werden  kônne.  Da  nun  dies  ohne 
einige  Restriction  wahr  ist^  so  sehe  ich  nicht^  was  derglei- 
chen Determinationen  zur  gesuchten  Démonstration  beytragen 
kônnten.  Ich  habe  rigorosissime  bewiesen^  dass  wenn  iV 
ein  numerus  integer  ist^  allezeit  seyn  musse 

iV=^*  +  B»  +  C^  +  />% 

wo  aber  A,  By  C,  D  sowohl  numéros  fractos  aïs  integros 
andeuten.  Es  wâre  aiso  nur  noch  ùbrig  zu  zeigen ,  dass  wenn 
quatuor  quadrata  fracta  eine  smmnam  integram  haben,  die- 
selbe  Summ  sich  auch  nothwendig  in  quatuor  (vel  pauciora) 
quadrata  intégra  musse  zerlegen  lassen.  Ich  kann  nun  wohl 

beweisen ,    dass    wenn  ^  -|-  —  zi  iV  numéro    integro ,   auch 

seyn  musse  Nzz:aa^  bb  in  integris;  allein  jenen  Beweis 
kann  ich  nicht  auf  gleiche  Art  bewerkstelligen. 

Wenn  2ee — ff^^  ein  Quadrat  seyn  soU,  und  dazu 
e  gesucht  wird^  ohne  darauf  zu  sehen^  ob  e  ein  numerus 
fractus  oder  integer  wird^  so  habe  ich  dièse  solutionem 
generalem  gefunden: 

{mm,  —  2mii-}-2nn)y-}-/iim  —  4m/i-|-2t/i 

g  — j 

Inn  -^  mm 

WO  man  fur  m  und  n  numéros  quoscunque  annehmen  kann. 

Will  man  àber  nur  die  valores  integros  fur  e  haben, 
damit  2ee  —  ^+  2  ein  Quadrat  werde^  so  dienen  dazu 
folgende  formulae  in  infinitum: 


/^" 
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beruhet  auf  diescm  Grund^  dass  pzi:2o-4*^ — ^^  qzna  —  6-|-c, 
und  rzzib  -\-  c.  Dieselbc  hat  mir  aber  Ânlass  gegeben  zu 
suchon,  in  welcheii  Fàllen  es  môglich  »ey,  dass 

(irt  4-  fr^  +  ce  =3:ypp  -{-ffqg  +  ^''^« 
Zu  diescm  Ende  setze  ich 

pzzzaa-^/Sb-^-yc,  ^inSa+ct -f-fc,  rzzif^a-^&b-^-ic, 
und  da  muss  folgcnden  sechs  Aequationen  ein  Genùge  ge- 
leistet  werden: 

deren  Resolution  nicht  wenig  Mûhe  kostet.  Ich  babe  die- 
selbc folgendcrgestall  herausgebracbt :  Fur  /?,/,€,?  kann 
man  annehmen»  was  man  will>  und  ausser  denselben  noch 
nach  Belicbcn   die  Zahlen  m  und  n,  so  wird 

i9^  zz  mmy +  n/iC(/if  +  7^ C);  izn —  mm/3  —  nns{/3e  -{-  yy): 

dgt                jr. mm                                                       nn 
terner  /  zz tt^x — rn 73 — i — t^  \  S  — î 1 — ttt; 

und  hzzi  -^ —  Also  ist  aa'\'bb--\'CCZ=L  ^^T-J9:t'''^  wenii 

mmnn  *i 

piz.3a-|-2Z>— c 

q  zu    a  —     b-\-c 

rzz  —  a4-*^  +  5c. 
Dcrgicichen  theorcniata  kônnen  also  unendlich  viel  aus  die- 
sen  Gcneralformuln  herausgebracbt  werden. 

Wcgcn  dcr  ùberschricbenen  passage  des  P.  Boubours 
habc  ich  crstlîch  den  Ilrn.  De  Maupertuis  als  un  des  qua- 
rante de  r Académie  française  befraget^  welcher,  nacbdem 
er  dieselbc *nebst   dcr   critique   etlicbemal  ûberlesen^   g^^^^ 


—     567     — 

dass  er  olinc  eîniges  Bedcnken  sich  sowohi  des  devrais  aU 
des  devais  bedienen  wùrde,  und  fùgtc  liinzii:  ^^il  est  plaisant 
qu'on  a  critiqué  le   Père  Bouhours  sur  ce  mot." 

M.  Achard  lâsst  Ew.  wegen  des  in  ihn  gesetzten  guten  Zu- 
trauens  sein  gehorsamstes  Compliment  vcrmelden,  und  nacli- 
dem  er  die  Sache  wohi  erwogen,  so  vermcînt  er,  dass 
devrais  besser  sey:  doch  wîll  er  das  devais  nicht  verwerfen. 

Icli  habe  darùber  auch  den  Hrn.  Beguelin^  Hofmeister 
bey  dem  Prinz  Friedrich  von  Prcusscn,  welcher  fur  unge- 
mein  stark  in  der  franzôsischen  Sprache  gehalten  wird^  be- 
fraget,  und  dieser  approbirt  die  critique  vollkommen. 

M.  de  Maupertuis  batte  wohI  noch  diesen  Einfall,  dasè 
man  untersuchen  mûsste,  ob  man  auf  Latein  sagen  soll 
,^quos  légère  non  debcbam''  oder  ,,non  deberem'S  und  die 
Décision  im  Lateinischen,  welchc  weder  er  noch  ich  zu  ge- 
foen  uns  getraueten,  wùrde  auch  im  Franzôsischen  gelten. 
Hieraus  werden  also  Ew.  selbst  die  Sache  am  besten  dc- 
cidiren. 

Mir  kommt  des  Hrn.  Bcguelin's  Entscheidung  deswegcn 
am  grundlichsten  vor,  weil  er  die  Reguln  der  franzôsischen 
Sprache  mit  allem  Fleiss  studirt  bat,  welche  M.  de  Maupertuis 
und  Achard  nur  ex  usu  wissen,  und  beyde  sagen  mir^  dass 
sie  oft  der  Sache  einen  andern  tour  geben  mùssen,  weil  sic 
in  Zweifel  stehen,  ob  gewisse  Expressionen ,  die  sie  brauchen 
wollten^  recht  sind  oder  nicht. 

Neulich  bin  ich  auf  curieuse  Integrationen  verfallen.  Dcnn 
gleich  wie  von  dieser  Aequation    .  m:  r^jrz — î^^*  *"" 

tegrale  ist  jj  -+-  ajx  zz  c c  -f-  2.Ty  >/  (1  — ce),  also  ist  von  dieser 

Aequation  y^^l^^^  =  V(J^y^~)  ^^*  in^^S^^^^c • 

jjr  -j-  acac  =:  ce  -f-  2xy  )/  (1  —  c*)  —  ccxxyy. 

Corr,  matk.  et  phyâ,  T.  /.  3g 
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Ferner  ist  von  dieser    Vcquation    ,,--   ^zZZl    -■—    ,^  Jas  in- 

tegrale  : 

xX'\'yy'\'Ccxxyy^^.hç  —  \cQ{x-\-y)  -\-  2.r  >* —  2c.'rv  (:r-[->  ■• 

Au»  solchen  Foiinuln  habe  icli  folgeiides   tlieoreina    Iut- 
gelcilet  (Fîg.  M): 

In  quadrante  elliptiro  ACB,  si  ad  punctum  quodvis 
Mducatnr  tangens  FMT,  alteri  axi  CB  occurren»  in  T, 
caque  capiatur  TTzz^CA,  et  ex  V  ipsi  CB  agatur 
parallela  FN\  îtemque  ex  centre  C  in  tangenteni  per- 
pendiculum  CP^  dico  fore  differcntiam  arcuum  BM  et 
AN  rectiticabilem^  scilicet  Bill — ANz=,MP. 

Dièses  Jahr  habe  ich  wîeder  den  auf  den  Saturnum  ge- 
setzten  Preis,  welcher  doppeit  war,  nemlich  von  5000  tk, 
allein  erhalten. 

Euler. 
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LETTRE   CXLV. 


EULKR     à    GOLDBACH. 

S  o  M  y  A  I  R  E.  Dëveloppement  ultérieur  du  théorème   de  géoniëlrie  prëc<^dent.     Opi- 
nion fie  Forme  y  Mir  la  question  de  syntaxe. 


Berlin  d.   5.  Juni   1753. 

%^\i  dem  vorigen  Posttag  hat  niîr  auch  M.  Formey  seine 
Meynung  ûber.  die  gemeldtc  Stellç  des  F.  Bouhours  zuge- 
geschickt^  welcbe  aiso  Ëw.  nicht  habe  ermangcln  wollen  zu- 
zustellen. 

Die  Eigenscbaft  der  ellipsis,  dass  darin  zwey  arcus^  deren 
diflferentia  rectificabilis  ist,  konncn  angegeben  werden^  scbei- 
iiet  um  8o  viel  mehr  merkwùrdig  zu  seyn^  da  bisher  die 
arcus  elliptici  auf  keinerley  Art  haben  unter  sich  verglichen 
werden  kônnen.  Seitdeni  habe  ich  aber  angemerkt,  dass 
wenn  man  das  problema  umgekehrt  vortragt  iind  diejenige 
krumme  Linie  sucht,  welcher  die  gedachte  Eigenschafl  zu- 
kommt^  die  Solution  durch  die  gewôbniichen  Methoden  ge- 
funden  werden  kann. 
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e—         J  ±        I 

c  =    5/  ±    7 

e  =   29/  ±  h\ 

e  =     169/  ±  239 

e  =  985/  ±  1393 

e  =   57*1/ ±8119 

etc. 

Die  lex  progressiouis  ist  dièse,  dass  wenu  zwey  derglei- 

chen  formulae  se    immédiate  insequentes  sind 

e  z=:  M/  ±  m 
e  z=i  Nf±  n 
die  folgende  seyn  muss 

e  —  (6iV—  M)f±  (6n  —  m). 
Inzwischen  kann  man  doch  aile  dièse  Formuln  durch  eine 
einige  Generalformul  ausdrûcken:  Sit  q  numerus  impar  qui- 
cunque,  dico  fore 

^  —  272  /  ±  V  2 ) 

und  es  ist  auch  gewiss ,  dass  aile  Falle ,  in  welchen  e  durch 
ganze  Zahlen  ausgedrûckt  werden  kann,  in  diesen  Formuln 
entbalten  sind.     Gleichergestalt,  wenn 

{bb  ±  1)  ee  ij=  kaaff±  4cc  {bb  ±  1) 
ein    Quadrat  seyn  soU,  so  ist: 

(y(bh±\)-\-h)nJf-(y(bb±\)-hyi      ^  , 
^  = yibb±i) ''J  - 

Ç{y{bb±i)  +  bf^{V{bb±i)~b)'^cx 

also  in  diesem  Fall  ^ce-^jy — Srzquadrato,  wird 

—  (>^3  +  2)9  +  (V3  -  Tfi  ._^  ((y5-[-2)y-0/5-2)y) 

E  u  I C  r. 


—    56t     — 


LETTRE    CXLIII. 


Go^DBACH   à   EULER. 
SoMMAiBE.    M^e  sujet.    Question  de  syntaxe  de  la  langue  française. 


St.  PetersbuTf  d.  9.  Alaî  1752. 

£w.  Dissertation  de  summis  divisomm^  welche  Sie  an  die 
Hiesige  Âkad.  der  Wiss.«  ûbersandt  haben,  ist  mir  von  dem 
Hm.  Prof.  Griscfaow  communiciret  worden.  Ich  befinde  mich 
jetzo  nicht  im  Stande  davon  pro  dignitate  zu  urtbeilen^ 
allein  Dero  bekannte  Einsicht  in  dergleicben  Sachen^  lâsaet 
mich  an  der  Richtigkeit  ailes  dessen^  was  in  bemeldter  Dis- 
sertation enthalten  ist^  nicht  zweifeln.  Insonderheit  habe 
ich  mit  Vergnùgen  gesehen^  dass  in  den  numeris  1^  2^  5^  7, 
12^  15^  22,  etc.  eine  so  schône  Ordnuiig  von  Ew.  bemerkt 
worden^  und  glaube  gânzlich^  dass  es  séries  gibt^  aus  deren 
mehr  als  hundert  terminis  consequentibus  die  lex  progrès- 
sionis,    ob    sie^  gleich    an    sich   selbst  kurz    und  leicht  ist. 
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dennoch  nicht  zu  ersehen  seyn  wird,  als  z.  Ex.  sit  séries 

12       3        4        5        6  7 

a...i,  1,  5,  7,  1,23,  43,  etc. 
CUJU8  progressio  haec  est^  ut  dato  termino   quocunque  A  et 
exponente    termini  n,  fiât  A±V {2.y — 2 ^J)::^  termino 
proxime  scquenti  B,  sumendo  signum  -|-  vel — ,  ita  ut  B  non 
fiât  divisibilis  per  3,  ex  quo  sequitur  seriem  a  habere  sororem 

1         2         3         4  s  6  7 

/9...  1,  2,  1,  4,  11,  10,  13,  etc. 
ita  comparatani,  ut  duplum  quadrati  termini,  cujus  exponens 
est  n  in  série  /j,  additum  ad  quadratum  termini,  cujus  expo- 
nens est  idem  n  in  série  a,  det  3*,  unde  simul  apparet  legem 
progressionis  seriei  /3  esse  ^  ±  V^  (3"  —  2AA):iz:B,  su- 
mendo -|-  vel  — ,  ita  ut  B  non  fiât  divisibilis  per  3. 

Sit  ex.  gr.  nziz.k,  erit  terminus  huic  exponenti  respon- 
dens  in  série  a,  1,  quadratum  ejus  49,  et  duplum  quadrati 
termini  huic  exponenti  respondentis  in  série  j3  erit  2 .  4^  ergo 
7^+2.4^=3*  =  81. 

Similiter  quadratum  termini,  cujus  exponens  est  5  in  série 
a,  estl^,  duplum  quadrati  termini  respondentis  exponenti  5  in 
série  /î,  est  =  2.U^  ergo  1+2.11^  =  3^=243  et  ita  porro. 
Hinc  patet  solutio  problematis:  Dividere  numerum  3""^*  b 
tria  quadrata,  quorum  nonnisi  duo  sint  aequalia* 

Ich  habe  auch  observiret,  dass  D  +  D  +  D :^  ^"^  ^'^^^, 
oder  dass  in   der  Aequation 

datis  a,  A,  c,  integris,  die  numeri  p,q,  r  allezeit  per  inte- 

gros  exprimiret  werden  kômien. 

Goldbach. 

P.  S.  Dass  ein  jeder  numerus  (2mm-f-l)''  in  drcjr  qua- 
drata, quorum  duo   sunt   aequalia,  resolviret  werden  kann, 
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ist  gar  leicht  auf  folgende  Art  zu  demonstriren  :  Sit 

erit 

(2mm-^i)'"^^  =  {p±2mmqf  -\-2mm{pifqf; 
nun  aber  ist  die  propositio  antecedens  wahr  in  casu  nzz,i 
(denn  es  wird  pzizqzizi),  also  ist  auch  die  propositio  con- 
sequens  wahr^    weil    auf    gleiche    Art    aus  jedem  casu  der 
proxime  sequens  demonstriret  werden  kann. 

(Feuillet  annexé). 

Der  p.  Bouhours  saget  an  einem  Orte:  Gomme  ces  mes- 
sieurs m'ont  reproché  plusieurs  fois  que  je  lisois  ce  que  je 
ne  devrois  point  lire,  je  me  suis  attaché  plus  que  jamais  à 
la  lecture  du  Nouveau  Testament. 

Hierùber  hat  ein  gewisser  Autor  nachfolgende  critique 
gemacht:  ^,Je  ne  de^^rois^'  est  là  une  faute  de  temps^  il 
lalloit  avoir  mis:  ^^que  je  lisois  ce  que  je  ne  de^^ois  point 
lire/'  autrement  il  faudra  supposer  que  cet  auteur  lit  encore 
les  livres  qu'on  lui  a  reproché  de  lire. 

Ich  môchte  gern  wissen,  ob  dièse  critique  >  die  sehr 
subtile  ist,  von  M.  Achard  oder  von  M.  Formey  vor  rich- 
tîg  erkannt  wird,  im  Fall  EXv.  Gelegenheit  hâtten  sich  dar- 
ùber  zu  informiren. 
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LETTRE    CXLIV. 


EuLER  à  Goldbâcu 


Sommaire.    Même  sujet.  Question  de  synuxe  de  la  lettre  précédente.   Inté^tîoiu 
et  théorème  de  la  géométrie  des  courbes. 


Berlin  d.  30.  Mai   17S3. 

Ilie  séries 

1         t         s         4         6  «  7 

1,  1,  5,  7,  1,  23,  43,  etc., 
von  welcher  Ew.  dièse  schône  Eigenschaft  angemerkel,  das» 
B:iz.A±y{2,Z" — 2A'^),  ist  dem  ersten  Anblick  nacL  so  irre- 
gular ,  dass  sie  nach  keinem  gewissen  Gesetz  fortzugehen 
scheinet.  Weil  aber  die  bemerkte  Eigenschaft  Statt  findet, 
die  termini  môgen  affirmative  genommen  werden  oder 
négative,  so  kann  man  denselben  solchc  signa  vorsetzen, 
dass   eine  sehr  regelmâssige  séries  herauskomme,  nehmlich: 

1284567  8  9  n         «4-1     «4-»  • 

—  14-1+5  +  7— 1—23— 43— 17-+-215etc.-fP-h(>-|-/l 
als  Tvelche  recurren»  ist  von  der  Eigenschaft^  daujR  2=2(^—3/*. 
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Folglich  ist  kraft  der  Natur  dieser  serierum 

p  _  -  (  1 4- 1^  -  ^y  -  ( <  -  y"  -  ^/' 

und 

foiglich  2.3''=:Q*  — 2PQ  +  3P*  und  aiso 

Q  —  P+ 1^(2.3"  — 2/^). 
Eine  gleiche  Beschaffenheit  hat  es 'mit  der  andern  série  sorore, 
welche  mit  den  gehôrigen  signis  dièse  Form  bekommt 

123456  7  n        fH-1     ra4«2 

+  1+2+1— 4  — 11— 10 +  13  etc.  p  +  9  +  r, 
da  auch  r:zz2q — 3p,  und  also 

Was  aber  die  schône  Vewandtschaft  dieser  beyden  serierum 
anlangt^  so  habe  icb  ùberhaupt  gefunden^  wenn  man  zwey 
solche  séries  hat 

a.  .  .  .  i,  a,  aa  —  b,  a*  —  3ab,  o*  —  Gaab-\-bb, 


•   •    •   •    «         '  '  *^* 


(0)     (»î  l«)  (»)  ,      (*) 

/9.  ...0,   1,       2a,       3aa—b,        ka'  —  kab, 

welche  beyde  récurrentes  sind  von  der  Natur  ^  dass 

C  =  2aB^{aa-\-b)A, 
wenn  nehmiich  A,  B,  C  très  termini  successivi  sind,  so  ist 
immer  XX-^bYY-^L [aa-^-bf.   Setzt man  nun  aziLi,  bzz2, 
so  kommen  Ew.  beyde  séries  heraus. 
Dero  Anmerkung^  dass   allezeit 

ûû  +  66+cc=££±Hî±?i:, 
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beriihet  auf  diescm  Grund^  dass  pii:2o-4*^ — ^^  ifzria  —  6-|-c, 
und  rnzb  -\-  c,  Diesclbc  hat  mir  aber  Ânlass  gegeben  zu 
siichen,  in  welchen  Fallcn  es  môglich  sey,  dass 

ûrt  4-  66  -h ce :=^/pp -{-ft^jg  +  hrr. 
Zu  dièse  m  Ende  setze  ich 

und  da  muss  folgenden  sechs  Aequationen  ein  Genûge  ge- 
leistet  werden: 

faa  +  gSd  -f-  Ajyjy  =:  1  ;  /j8j3  +  gse  +  h&»  =:  1  ; 

deren  Resolution  nicht  wenig  Mùhe  kostet.  Ich  habe  die- 
selbe  folgendergestall  herausgebracht :  Fur  /?,  y,  a,  f  kann 
man  annehmen»  was  man  wilU  und  ausser  denselben  noch 
nach  Belieben   die  Zahlen  m  und  n,  so  wird 

lerner  /  m jj-—. — —. r-r — -. — -ô  ;  s  zz 


und  //  =:  -J^—  Also  ist  Qa-\-bb--\'Cc  =  ^/'"t-  ^-^-TlZ'*  ^enn 

mmnn  4i 

p:=.3a-|-26— c 

^  zu    a  —     6  -|-c 

riz:  —  a4-*6-(-5c. 
Dergleîdien  theoremata  kônnen  also  unendiich  viel  aus  die- 
scn  Gcneralformuln  herausgebracht  werden. 

Wegcn  der  ùberschriebenen  passage  des  P.  Bouhoun 
habc  ich  erstlich  den  Hrn.  De  Maupertuis  als  un  des  qua- 
rante de  r Académie  française  befraget,  welcher,  nacbdem 
er  dieselbe'nebst   der   critique    etlichemal  ûberlesen^   gcsagt, 
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dass  er  olint;  eînîges  Bedenken  sich  sowohi  des  devrais  uU 
de»  devais  hedienen  \\ixrde,  und  fiigtchinzii:  ^^il  est  plaisant 
qu'on  a  critiqué  le   Père  Bouhours  sur  ce  mot/' 

M.  Acliard  lâsst  Ew.  wegen  des  in  ihn  gesctzten  guten  Zu- 
trauens  sein  gehorsamstes  Compliment  vermelden,  und  nach- 
dem  er  die  Sache  wohi  erwogen,  so  vermcint  cr,  dass 
devrais  besser  sey:  docli  will  er  das  devais  nichl  verwerfen. 

Ich  habe  darûber  auch  den  Hrn.  Beguelin^  Hofmeister 
bey  dem  Prinz  Friedrich  von  Preussen,  welcher  fur  unge- 
mein  stark  in  der  franzôsischen  Sprache  gehalten  wird^  be- 
fraget,   und  dieser  approbirt  die  critique  vollkommen. 

M.  de  Maupertuis  hatte  wohI  noch  diesen  Einfall,  dasè 
man  untersuchen  mùsste^  ob  man  auf  Latein  sagen  soll 
,^quos  légère  non  debebam"  oder  „non  deberem'S  und  die 
Décision  îm  Lateinischen,  welchc  weder  er  noch  ich  zu  ge- 
ben  uns  getraueten^  wùrde  auch  im  Franzôsischen  gelten. 
Hieraus  werden  also  Ew.  seibst  die  Sache  am  besten  de- 
cidiren. 

Mir  kommt  des  Hrn.  Beguelin's  Entscheidung  deswegen 
am  grûndlichsten  vor^  weil  er  die  Reguhi  der  franzôsischen 
Sprache  mit  allem  Fleiss  studirt  hat,  welche  M.  de  Maupertuis 
und  Achard  nur  ex  usu  wissen^  und  beyde  sagen  mir^  dass 
sie  oh  der  Sache  einen  andern  tour  geben  mûssen,  weil  sie 
in  Zweifel  stehen,  ob  gewisse  Expressionen ,  die  sie  brauchen 
wollten^  recht  sind  oder  nicht. 

Neulich  bin  ich  auf  curieuse  Integrationen  verfallen.  Dcnn 

gleich  wie  von  dieser  Aequation    .  :z:  Trrrzi — \  ^^*  ^'^" 

tegrale  ist  jj  -+-  aja?  zz:  c  c  -f-  2.tj }/  (1  — ce),  also  ist  von  dieser 

Aequation  ^^^^^,^  =  ^^^LyC^  ^^^  intégrale  : 

77  -j-  acac  =:  ce  -f-  ^xy  )/  (1  —  c*)  —  CQXxyy. 

Corr,  matk.  et  uhyi.  T.  i.  3({ 
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Ferner  ist  von  dieser    Vcquation    /,/—    grzz    ;-—     .;,  das  in- 

tegralc  : 

xx-j-yy-^-ccxxyy^zkc  —  hcc(x-{-y)-^2xy —  2cxy  {x~\-y'. 

Au8  solchen  Formuln  liabo  icli  folgeudes   theorciiia   lier- 
geieitet  (Fig.  41): 

In  quadrante  elliptiro  4CB,  si  ad  piinctum  qnodvis 
Af  ducatur  tangens  FMT,  altrri  axi  CB  occurrens  in  T, 
eaque  capîatur  T/''iz:Cyl,  et  ex  F  ip»i  CB  agatur 
parallela  VNi  itemque  ex  cenlro  C  in  tangentem  per- 
pendiculum  CP^  dico  fore  differcntiam  arcuum  BM  et 
AN  rectificabilem,  scilicet  BM — AN=lMP. 

Dièses  Jahr  habe  ich  wieder  dcn  auf  den  Saturnum  ge- 
setzten  Preis^  weleher  doppelt  war,  neinlich  von  5000  1t, 
allcin  erhalten. 

Euler. 
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LETTRE   CXLV. 


EULRR     à    GoLDBACH. 

Son  MAIAE.  Dëvelopperoent  nltërieur  du  tMorènie  de  géoinëtrie  précédent.     Opi- 
nion de  Forme  y  sur  la  question  de  syntaxe. 


Berlin  d.   5.   Juni   1752. 

Seit  dem  vorigen  Posttag  hat  iinr  audi  M.  Foiiney  aeine 
Meynung  ùber.  die  gemeldtc  Steilc  des  F.  Boubours  zuge- 
geschickt,  wclche  also  Ew.  nicht  habe  ermangeln  wollen  zu- 
zustellen. 

Die  EigenBcbaft  der  ellipsis,  dass  darin  zwey  arcus^  deren 
differentia  rectiBcabilis  ist»  kônncn  angegeben  werden^  schei- 
lU't  um  8o  viel  inebr  merkwùrdig  zu  seyn^  da  bisber  die 
arcus  elliptici  auf  keinerley  Art  baben  untcr  sicb  verglicben 
werden  kônnen.  Scitdem  habe  ich  aber  angemerkt,  dass 
wenn  man  das  problcma  umgckebrt  vortragt  und  diejenige 
krumme  Linie  sucbt,  welclier  die  gedachte  Eigenscbaft  zu- 
koiTimt^  die  Solution  durch  die  gewôhnlichen  Metboden  ge- 
funden  werden  kann. 
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Quaeratur  gcilirct  (Fig.  M]  curva  .4AfB  liujus  indoUs>  ut 
iliiL'ta  in  quovis  puiKtto  /li  tangente  TMF,  axi  CB  \n  T  oc- 
«'iirrentc,  indeqne  sunita  TVzz.CA^  si  ex  f^  ad  axem  CA 
j^erpendirularis  agatiir  VNq  curvam  in  IS  secans^  différent ia 

arcunm  BM  et  .4  A' fiât   rectîfioabîlis,   sciliret  n^       u^  ' 

Solulio.  Pro  puncto  M  sit  abscissa  CQzz.x,  arcus  BMzzj?; 
pro  puncto  auteni  A"  sit  abscissa  CqznX  et  arcus  BNzzSy 
et  ob  rurvac  continuitatcm  relatio  in  ter  ,V  et  S  similis  essr 
débet  relation!  inter  x  et  s.  Ponatur  totus  arcus  AMB^A, 
erit  arcus  ANzi:A-^Sy   idcoque  oportet  sit 

BM-  AN=s--A^Sz=i'^', 

hincquc  difierentiando  ds -^dS'^i — ^y^^ — •     Deinde  quia 
TTz^C Az^a  est  tangens  curvae  in  M,  erit 

ds  :  dxzz:  TV:  Cqzz.a:  X,  ergo  dsz=L  -rp- 
Cum   autem  puncta  M  et  N  sint   inter   se   permutabilia  ob 

curvae  continuitatem ,  erit  pari  modo  dS:^: ;  sicque  ha- 

bebitur  ds  -4-  dS  zn  ^^^  -\ •    At  in venimus  i 

'  A       '       .r 

as-^-dSziz -f- ,    unde  fit  -—  -4 zn 7 » 

'  0  X      ^       X  if 

seu    ab{xdx-^  XdX):zzXx{Xdx-\-xdX) ,    quae    aequatio 
intcgrata  dat  (ib(xx-\-XX)ziLXXxx±  c*,  ideoque 

^rv        abxxlûlc*         -4-c* — abxx      .     ^^        i/c*  —  ahxx 

XXzzL 7~iz:=^-; et  Aiz:  V — -, 

XX  —  ab  au — xx  ab — xx 

Consequenter 

,     adx  alxVifib  —  xx) 

^^  —  T—    Vic^-abxx)  ' 

Sit   applicata  QM:=zy,  ob  d)"=:V {ds'^  —  dx'^)  erit 

7 dxV(a^b^aaxx  ^c^^abxx) 

^  Vic^—abxx)  * 
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Gum  nunc   constans  c  pro   lubitu    aecipi  qucat^   dantur  in 
finitae  curvae  problemâti  satisfacientes^  inter  quas  erit  curva 

algebraica^  si  c*rz:o*6,  quo  casu  fit  dy'ziL^,^,/'^ ^ ^^^ , 
et  integrando  yiZLV  i  —r~)  (« ^  —  xx)^  quae  est  aequatio 
pro    ellipsi^    existente   CAzz.a  et   CJBniaV    "T^;    hineque 


a} 


b 

bzz:.  — Z"c5*"    ^^  vicissîm  ellipsis  proprietas  ante  memorata 

hinc  coIHgitur.  Scilicet  suinta  tangente  TMVzz^CAy  unde 
punctum  N  definitur^  erit 

cujus  expressionis  valor  reducitur  ad  portionem  tangentis 
inter  punctum  M  et  perpendiculum  ex  C  in  eam  dimissum 
interceptam. 

Ruler. 

(Billet    de   Formey  annexé   à   cette  lettre). 

La  critique  qui  concerne  le  P.  Bouhours  ne  paroit  point 
fondée^  et  son  expression  est  grammaticale^  aussi  bien  que 
convenable  à  ce  qu'il  veut  exprimer.  Je  devais  n'aurait  pas 
exprimé  une  simple  convenance^  mais  une  obligation  étroite. 
Or  ce  n'est  que  par  raison  de  convenance  que  le  P.  Bouhours 
auroit  dû  ne  pas  trop  s  enfoncer  dans  la  lecture  des  auteurs 
profanes.  Et  sa  façon  de  parler  suppose  qu'il  les  lisoit  bien 
encore^  mais  moins  qu'auparavant.  Dans  le  cas  où  il  y 
auroit  tout  à  fait  renoncé ^  l'expression  propre  seroit:  ,,ve 
que  je  n'aiurois  pas  dû  lire.''     Berlin  ce  30  mai  1752. 

Formev. 
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djc         _  djr 


Von    den    iniegralibus    aequationîs    ,    _  ^  :r:    .^   ^^^ 

mochtc  icb  ^vissen^  ob  Ew.  nur  alleiii  die  casus  nziz2, 
n  m  3,  n  zn  k  entdecket,  oder  ob  Sic  dereii  noch  mehr 
in   potestate  haben?     Sonst  ist   inir   zwar  die  integralig  von 

—   bckannt^    ich    mag    aber    dieseibe   nicht 


—  ^dx    mjr 


hcrsetzen^  weil  ich  besorgc^  sie  môchte  Ew.  gar  zu  einfal- 
tig  vorkommen.  Ilingegen  gestche  ich  gern^  das»  ich  audi 
selbige  jetzo  nicht  hiittc  finden  kônncn,  wenn  ich  sie  nicht 
^hon  làngst  in  ci  nom  Buclic  annotirt  batte. 

Zu  dem  abermal  crhaltenen  Preise  aiu  Paris  gratuiire 
ich  von  Herzen.  Die  crste  Nadiricht  davon  bekam  icb  aut 
der  franzôsischen  Zeitung^  allein  das  cigentliche  quantum 
des  pracniii  war  mir  entrallen.  Dafern  Ew.  vÀn  Ëxempkur 
von  dcr  pièce  an  Un.  Prof.  Grischow  schicken  môchten, 
werde  mir  selbiges  auf  einige  Tage  ausbitten. 

Was  endlich  die  ùbcr  eine  gewisse  expression  des 
P.  Bouhours  entstandene  difficulté  betrifft^  habe  ich  grosse 
Ursach  Ew.  zu  danken^  dass  Sie  darùber  die  éclaircissemens 
von  vier  so  berùhmten  Miinnern  mir  communiciren  wollen, 
hedaure  aber  auch  zugleich^  dass  Ihnen  dadurch  niehrere 
iVIùhc,  als  ich  gcdacht  hîittc,  vcrursachet  worden.  Indesscn 
halte  ich  ganziich  dafûr,  dass  wenn  die  difficulté  von  denen 
Ouarante  selbst  liiittc  dccidiret  worden  sollen,  die  sentimem 
nicht  wcnigcr  partagiret  gcwcscn  seyn  wùrden ,  so  dass  man 
bey  dicser  Gclcgcnhcit  cbcn  dus  sagen  kônnte,  was  der  P. 
Bouliours  in  der  Suite  des  remarques  nouvelles  gesaget  hat: 
,,J*ai  consulte  sur  cette  question  de  fort  habiles  gens^  et  j'ai  été 
surpris  de  voir  que  leurs  scntiuicns  ne  s'accordent  point," 
woriu  (»r  aber  wiedcruni ,  nach  dcr  Meynung  desselben 
Critici,  einen  Fchler  bcgangcn,  indem  cr  hiitte  sagen  sollen; 
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l-f-^-l+A+l -1  ^1  +  1+1  1  etc. 

die  signa  -\-  und  —  werdcn  allhic  so  abgewechselt,  dass  in 
terminis^  qui  locis  imparibus  cxstant^  die  signa  alterniren, 
nehmlich 

T'      «  "^  10       u  "^   18        ^^^*- 
in    terminis    vero^    qui    locis   paribus  cxstant^    eadem  signa 
occurrunt^    quibus    dupla   eorum  affecta  sunt;    also  bat  der 

terminus  —  das  signum  +,   weil  —  das  signum  -f    bat;   — 

bat  das  signum  — 9  weil  —  das  signum  —  bat  etc. 
Was  ûbrigens  Ëw.  von  den  zwey  seriebus^  adwo 

imgleicben  von 

melden^  zeiget  ailes  von  der  grossen  Fertigkeit^  welcbe  Sie^ 
fur  unzabligen  Ândern^  erlanget  baben,  derglcicbcn  calculos 
einzuseben  und  uncndlicb  generaler  zu  macben. 

Icb  babe  vorber  nicbt  gewusst^  aucb  vielleicbt  niemals 
daran  gedacbt^  ob  es  môglicb  sey^  den  quadrantem  ellipsis 
in  aliquot  partes  aequales  zu  theilen.  A  us  demjenigen  aber, 
was  Ew.  in  Dero  Schreiben  anfûbrcn^  lâsst  sicb  leicbt  scblics- 
sen  !•  dass  es  zwar  môglicb^  diesen  quadrantem  in  zwey 
gleicbe  Tbeile  zu  tbeilen,  wenn  PMzzlO  genommen  wird^ 
aber  2.  schlecbterdings  unmôglicb  sey^  den  quadrantem  in 
mebrere  partes  aliquotas  zu  tbeilen ,  ohne  zuglcicb  eine  par- 
tent assignabilem  bujus  quadrantis  zu  rectificiren.  Denn  es 
scy  nacb  Ew.  Figur  (Fig.  M)  ANzilBE  oine  pars  aliquota 
quaecunque  totius  quadrantis,   so   wird  der  arcus 

EM  —  BM  ^  Bt:  —  rcftac  PM. 
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LETTRE   CXLVII 


ËULEn     à    GOLOBACII. 
Sommaire.    Mcmc  sujft.   Réponse  à  la  pr^'c^^deme. 


Berlin  d.   5.    August    1753. 

Irli  criniierc  lukli  nocli    gaiiz  wohi  \oii   Ew.  gehort   zii  Iki- 

beii>   dass  all(*  nioglichc  Zahlcii  diirrli  clic  scrieni 

,11111       . 

*  •   i       3      4       5      6     ^"^^ 

ausgcdrùckt  wcnlen  konncn,  woferii  niir  stiitt  der  Punctc 
dîe  gchorigeii  Zeichen  -|-  odcr  —  gesetzt  werdcn.  Ew.  Iiat- 
leii  inir  aiich  cinigc  solche  séries  erôffnet,  iind  wo  ich  nicht 
irre,    so    hefiind   sich  darunter  auch  die;  lelzt  ùberschriebeno 

2     ^     fi  G  ^  8      "^  10         n         14 

I)a   iiuii   jonc   scrics  m-V'    wcnii  ii  die  pcriphcriani  circuli, 
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,,ne  s'accordoient  point^*.  Und  auf  dièse  Weise  sollte  es 
fast  das  Ansehen  gewinnen^  dass  die  Quarante^  welclie  in 
ihrer  Observation  ùber  die  Remarque  201  de  Vaugelas  ge- 
sagt  haben:  ^^On  a  décide  d'une  voix  qu'il  faut  dire'^... 
vielmehr  hâtten  sagen  soUen:  ^>  qu'il  falloit  dire  etc.^^ 

Von  M,  Achard,  welchen  unter  den  vier  Gelehrten,  de- 
ren  Ew.  Erwâhnung  gethan  haben,  nur  allein  persônlich 
kenne^  bin  ich  ein  alter  admirateur.  Ich  habe  denselben 
schon  vor  27  Jahren  mit  ungemeinem  Vergnùgen  gehôrct, 
und  erinnere  mich  noeh  eigentlich  zweyer  Predigten,  deren 
eine  von  der  médisance^  die  ^ndere  von  der  dritten  Bitte 
im  Yater-unser  handelte. 

Wenn  Ew.  mir  die  zwey  oder  drey  kurze  formulas^  wo- 

durch    die  leges  motus  von  dem  Herrn  de  Maupertuis  ex- 

primiret  werden,    und   wie  selbige   von  den  formulis  Leib- 

nitianis   unterschieden    sind^    communiciren    oder  auck  nur 

melden    woUten,    ob   sie  den   erstern  gânzlich  beypflichten^ 

wûrden  Sie  mich  obligiren;    ich  weiss  wohl,  dass  dièse  for- 

mulae  in  einem  gewissen  tomo  der  Miscellaneorum  befindlich 

sind^    woselbst  ich  sie  auch  im  Durchblàttem  gesehen;   ich 

erinnere   mich  aber  nicht  mehr,  von  wem  ich  damais  den- 

iielben  tomum  bekommen  hatte. 

Goldbach. 
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als    au8    welchen    unendlich  viel  andere  hergeieitet  werden 
kônnen. 

AU  multiplicetur  prima  per  -^tiz:z2,  erît 


n 


'o-"^)o-i)(^-i)a+*)o+-A)o— ïVctc. 

et  resolutione  in  seriem  facta 

.1,1,1,1,1        11,1,1         1, 

''  =  »-^T+T  +  T  +  T  +  ¥-T-t  8+¥  +  ûi-Ti^»*'- 

ubi  2  habet  signiim  -(-,  numeri  prîmi  formae  k^n —  1,- ex- 
cepte temario,  signum  — ,  numeri  primi  in-j-  •  signum  -[-. 

Hemach,    da    <>  =^(,+j)(,_|..)(i+.)(,+^)(,+^.^)(,4, jj)etc.' 
kônnen  auch  unendlich  viel  séries  =  0  gcmacht  werden^  als 

0=:! r- —A ïr"l"fi^  —  T ^^^*  ^^  omnes  numeri 

primi  habent  signum  — . 

Noch  mehr^  als  in  meinem  Briefc  befindlich^  kônnen  auch 
noch  aus  den  daselbst  gegcbenen  Formuln  gefundeii  werden, 

als    da r-7- -=: ..  .  ,^.    ,  ,.  .^ — ,. .    ,   ,  ..^ — r^rr  >    ^^*    numeri 
primi    6n — 1    habent  -|-,    numeri   primi   Gn-f-*    sign.  — . 

1  3 

Multiplicetur  per-; — r-=:— erit 

1  —  ^        i 


2^3— (t+i)(l-4)(l+i)(i-*)0-A)a-l^*)<^*<^• 
und  also 


2^3 


+  Î9.  +  7:i  — Txetc. 


12    '    13        14 

ubi  2  habet  —  ;  3,  -f;  6n— 1,  — ;  et  Gn-f-l,   -f-. 

Vermittelst  dieser  Méthode  abcr  kann  irh  keinc  andere 
séries  von  dieser  Art  herausbringen ,  als  deren  siimmac  enl- 
wcdcr  :izO,  oder  a  quadratura  circuli  pendent. 
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dcssen  diamctor  =.  I,  andeutet.  so  Ut 

iind  folfi;lich 

^ j^         1,1,1         I  I,, 

welche  seriem  icli  aiich  in  meiner  Introdurtioue  in  Analysin 
pag.  24*  angebraclit.  Daseibst  beKnden  sich  noch  viel  an- 
derr   séries  von  diescr  Art,   aïs 

--1:^1-1-1  +  1+  1  +  1-1- 1+1-1  + etc 

ubi  binarius  habet  signiim  — ,  numeri  primi  formae  in — 1 
signum  — ,  et  numeri  primi  formae  4n  +  1  signum  +;  nu- 
meris  autem  compositis  id' signum  convcnit^   quod  iis  ratione 

multiplicationis    ex    primis    competit ,    aiso  ^  ob  2.2.3.5 

60 

hat  das  Zeichen    —  .  —  .  —  .  +  zm:  — .     Ferner  ist 

.,1,1,1     1,1,1,1,1    1, 

ubi  binarius  habet  signum  -\-,  numeri  primi  formae  kn — 1 
signum  +,  cl  numeri  primi  formae  4/i  + 1  signum  — . 
Ferner  ist 


3;r 


+  -^ i  +  —  «te. 


12         13    '    14 

iibi  binarius  habet  signum  +^  numeri  primi  hn —  1  signum 
-\-^  numeri  primi  4n-|-l,  excepto  quinario^  signum  — . 
Aile  dergleichcn  séries  folgen  aus  diesen  beiden  Formuln^ 
\\o  die   factores  nacli   den   numeris  primis  fortgehen: 


X 


II.  Z-  ' 


3  —  0+i)(i-  |)(i+!)0-D(<-A)0+iV«'=' 
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welohai    die    intf^CTatio    compléta    isf   vmi   dicser   jeqnatione 
differentiali    ~ — ^  ru  ^?^ ^ • 

Es  ist  ncKrh  sehr  zweifclhaft,  ob  ich  von  mâner  pièrr 
ùber  den  Satumam  aus  Paris  exemplaria  bekoaunen  werde: 
denn  bbher  habe  ich  keine  erlialten,  imd  es  ist  lo  schwcr 
dergleichen  Saciicn  von  Paris  zu  bekommen,  <lajs  auch  ein 
Bach,  so  M.  Boii(^er  mir  zam  Prisent  çeschickt,  untcr 
Wef^  verloren  gegangen.  Soilte  ich  aber  bekommcn  kôo- 
nen^  so  werde  nicht  ermangein  damit  Ew.  auCmwarten. 

AU  irh  letztens  l>ey  M.  de  Maupertuis  speisete,  so  habe 
ich  die  von  Kw.  angefûhrten  Passagen  auf  die  Bahn  gebracht. 
Die  Meinuii;^  ticl  dahin  aus,  dass  snranunaticaliter  sowohl  das 
Praescns  als  Iinperfectum  recht  scy,  aliein  der  Sinn  sey  un- 
terschieden.  Also  scy  es  recht:  ,,0n  a  décndê  d'une  voix 
qu'il  faut  dire  . .  .''  weil  man  nicht  nur  so  hâtte  laçen  sol- 
len,  sondcrn  aurh  imraer  so  sagcn  soll.  Stiinde  aber  ,,qall 
falloit  dirc/S  «<>  wùrdc  solrh«*s  nicht  niehr  anzeisen.  aU 
dass  man  bcy  dem  vorgeic^ten  ('ail  aliein  so  hutte  reden 
sollen,  und  wiirdc  also  nirht  als  cin  bestanili^es  Geset/  an- 
gcsehcn  wcrdcn  konnen. 

Was  Ew.  wejçcn  der  von  M.  de  Maupeii:iiis  sçegebenen 
Forinuin  ùber  die  loges  motus  zu  fragen  belieben^  wird 
ohne  Zweifol  diejenîgcn  antreffen,  wodurch  er  die  régulas 
(!onimunicationis  motus  in  ronflictu  corporum  tam  eiasticorun) 
quam  non  elastiroruni  bestimmt:  weil  dieseiben  mit  den 
sclion  làns^st  l>ekannteii  vollkommcn  einerlcv  sind.  so  kom- 
mcn  sic  aurh  mit  <lcn  Leibnizianis  ùherein.  Was  aber  das 
principium  selbst  anianget,  woraus  der  H.  v.  Maupertuis 
dièse  régulas  liergelcitet^    solchcs   ist  allerdings  vollkommen 
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dx       dy 


Von  den  integralibus  accfuationi» -^r- — ■^r'^^  -,     "^      kanu 

icii  kcine  andcre  angeben^  als  die  Fâlle  nui 2,  azr3, 
n  HZ  h  nnd  ri  :n  6.  Wenn  ich  dicsen  letztcn  Fall  Ew.  zu  be- 
richten   vergessen   habe^    so   ist  von  dieser  aequatione  difle- 

"'♦^■^*î»'»  y (1  J!;r<^  —  y(/- jt)  ^*^  aequatio  integrali» 

x^  -4"  >"*  —  kcx*y*  -f-  ^ccxxjj  (^^  "h  Jj)  —  2xaj)*j  + 

2^:  (aîx  +  yy)  +  ce  zz:  0, 
wo    c    die    consfantem  andeutet^   so    durch  die  Intégration 
dazugekonunen  ^    und    nach   Belieben    angenommen    werden 
kann,  so  dass  die^s  intégrale  completum  ist. 

Die  Intégration  dieser  Aequation   .^       "^  zz:  J^^_  ^  fellt 

auch  nicht  sogleieh  in  die  Augen^  wîe  Ew.  scheinen  zu  sa- 
gen:  allcin,  da  ein  jedes  Glied  fur  sich  integrabel  ist  per 
logaritlimos^  so  kann  davon  eine  aequatio  integralis  alge- 
braica  gegeben    werden,   welcher  Umstand  sich  bey  obigen 

dx  dx 

Formuln  nicht  bcfindet,  da  weder-7- ^9   noch    -7- rr» 

dx 

noch  -; j-  ullo  modo  sive  per  circulum^  sive  logarithmos 

intfjçrirt  werden  kann  ;  dahero  um  so  viel  merkwiirdiger  ist, 
dass  doch  fur  jene  aequationes  differentiales,  aequationes  in- 
tégrales algebraicae  angegeben  werden  kônnen.  Fur  Ew. 
Formuln    aber,    wenn    ich    setze  y(l — a;'')  =  (^,    so    wird 

^  ndx         ^2vdv        .  dx  1        dv 

und  integrando 

Ebenfalls  ist 

/L_^_  ^  ^  / .  l±^(^  +  Go„,t. 

folglkh 
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mn 


1  -  /(l  - t")  —  "^  Vl  -  yd  -yP,) 
welches   die    integratio    compléta    ist  von  dicser  acquatione 

differentiali  ^^I^  =  W=?k 

Es  ist  noch  sehr  zweifelhaft,  oh  icii  von  meiner  pièce 
ùber  den  Satumum  aus  Paris  exemplaria  bekommen  werde; 
denn  bishcr  habe  ich  keinc  erhaltcn,  und  es  ist  so  sehwer 
dergleichen  Sachen  von  Paris  zu  bekommen^  dass  auch  ein 
Buch^  so  M.  Bouguer  mir  zum  Prasent  geschickt,  unter 
Wegs  verloren  gegangen.  Solltc  ich  aber  bekommen  kôn- 
nen^  so  werde  nicht  enmangein  damit  Ëw.  aiifzuwarten. 

k\%  ich  letztens  bey  ]\1.  de  Maupertuis  speisete,  so  habe 
ich  die  voii  Ew.  angefùhrten  Passagen  auf  die  Bahn  gebracht 
Die  Meinuiig  fiel  dahin  aus,  dass  grammaticaliter  sowohl  das 
Praesens  als  Imperfectuni  recht  scy,  allein  der  Sinn  sey  un- 
terschiedcn.  Also  scy  es  recht:  ,,0n  a  décidé  d'une  voix 
qu'il  faut  dire  ..."  weil  man  nicht  nur  so  hâtte  sagen  sol- 
leUi  sondern  auch  imraer  so  sagen  soll.  Stunde  aber  ,,  qu'il 
fa  II  oit  dire*',  so  wùrdc  soh^hcs  nicht  mehr  anzeiii;en.  als 
dass  man  bey  deni  vorgelcgten  Fall  allein  so  halte  reden 
soUen,  und  wùrde  also  nicht  als  oin  hestandip;es  Gesetz  an- 
îïcsehen  werden  konnen. 

Was  Ew.  wegcn  der  von  M.  de  Maupertuis  gegcl)enen 
Fonnuin  ùbcr  die  loges  motus  zu  fragen  hclieben,  wirJ 
ohne  Zvveifel  diejenigen  antrcffen ,  wodurch  er  die  régula* 
communicalionis  motus  in  conflictu  corporum  tam  elasticoruni 
quani  non  clastiooruui  bestinimt;  weil  dieselben  mit  dcn 
schon  liingst  bekanntcn  vollkonimcn  einerlcy  sind,  so  kom- 
incn  sic  auch  mit  dcn  Lcibnizianis  iibcrein.  Was  aber  das 
principium  selbst  anlanget,  woraus  der  H.  v.  Maupertuis 
dièse   régulas  hergoleitet^    solches   ist  allerdings  voUkommeit 
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neu.  Denn  ungeachtet  man  schon  vorlângst  behauptet^  dass 
die  Natur  via  facillima  wùrke,  so  hat  doch  weder  Leibniz 
noch  Jemand  anders  gezeigt,  welchc»  eigentlich  dicjenige 
Quantitât  %ej,  welche  in  den  operationibus  natiirae  ein  mi- 
nimum ist.  M.  de  Maupertuis  nennet  dièse  Quantitât  die 
quantitatem  actionis^  und  bestimmt  dieselbe  durch  das  Pro- 
duct  au8  der  massa  >  dcr  Geschwindigkeit  und  dem  spatio^ 
und  leitet  daraus  nicht  nur  die  régulas  motus,  sondem  an- 
dere  Sachen  gar  schon  her.  Ich  batte  auch  schon  làngst  ge- 
wiesen^  dass  in  motibus  corporum  coelestium  inuner  die 
Formul  yMvds  ein  minimum  sey,  wo  M  die  massam,  v  die 
celeritatem  und  ds  das  spatiolum  percursum  andcutet.  Also 
ist  Mi^ds  die  quantitas  actionis  elementaris  und  fMi^ds  die 
totalis,  welche  folglich  nach  M.  de  Maupcrtuis  ein  minimum 
seyn  muss. 

Eulcr. 
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LETTRE    CXLVIII. 


GOLDRACII     à      EULKR. 

S  O  M  y  A  I  B  e.    Mêmes  sujets.     VYînslie  îni    et    le    P.  Mcrsenne   Mir  les  nomliiT* 
parfaits. 


St.    Pelershurg  d.    7.   October    1752 
2  2,7 


Ml  1  ^  1 

cine  Démonstration ,   class    —  —  —  -f-  -r  —  "^  ~h  ^'^*'-  — 

ist  ein  casus  parficularis  von  dioscr  proposîtionc   generali 

/^. . . r  +-       ■    7  H ^'tr. 

a  />      '     c  a      *     e 

sunt  enini  «eriei  ^  tcrmîni  impares  zz  — >  et  ejusdeni  «eriei 

4    termini    pares    et    termini    impares    simul    sumti    nempe 

"T     iz:  i4,  crgo  /lniR     Es  sind  zwar  allhie  in   dcr  série 
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B  die  signa  -|-  ^  •"  altemantia  angenommen  worden ,  e« 
kônnen  aber  auch^  wenn  niir  die  siimma  ipsius  fi  finita  ist, 
aile  termini  affirmativi  oder  qiiacunque  lege  variantes  an- 
genommen  werden;  wenn  man  also  die  Condition^  dass  in 
der  série  A  die  termini  continuo  decresciren  sollen  (non 
attenta  variatione  signorum  -j-  et  — )  bey  Seite  setzct,  so 
kann  eine  jede  séries  B  \n  A  verwandelt  werden:  bingegen 
sehe  ich  nicht,  wie  eine  einzige  von  denen,  welche  Ew.  gc- 
funden  haben^  hieraus  dcduciret  werden  kônne;  dass  aber 
aile  solche  séries  entweder  mO  sind,  oder  von  der  quadra- 
tura  circuli  dependiren,  halte  ich  vor  eine  merk^\iirdigc 
Observation. 

Was  Ew.  von  den  casibus  integrabilibns  aequationis 

dx         ^_^         djr 

7(1  -  x"")  —  7(r-^) 

melden^  wird  ohne  Zweifel  nur  von  denen  zu  vcrstehen 
seyn^  wo  n  ein  numerus  integer  ist^  denn  dass  jede  aequatio 

dx  ady 

_  I      —  I      » 

y  (1  — [x^w-M)      v{i  —  j/"-m) 

posito  m  numéro  integro  affirmativo^  integrabilis  sey^  scheinet 
niir  ganz  gewiss  zu  seyn.  In  denen  von  Ew.  angegebenen 
casibus  aber,  wo  nrz:2,  vel  3,  vel  \,  vel  6,  finde  ich,  dass 
zwar  die  valores  von  y  etwas  vcrworren  aussehen^  wenn 
man  die  constantem  generatim  durch  c  exprimiret,  weil  sich 
alsdann  allezeit  quantitates  irrationales  mit  einmischen;  setzet 
man  aber  czzl  —  \ ,  so  wird 

Ck  A  O  (XX-X-X—l)^ 

pro  casu  nzi^2,  yy^^i  —  ocx\  pro  casu  rizi:3,  Jj:i:::  •    /  _  v4 

Corr,  math,  et  phys.  T.  t,  0"r 


—    5»    — 
worauft  man  siehet^  das»  aile  dièse  casus  în  der  formula 

«  jr* -4- fc *• -4- ex X -f- c  r -f-y 

begriiïen  sind;  so  dass,  Tvenn  Jemand  noch  mehrere  casus 
siichen  woUte,  derselbe  «ehr  wohl  thun  wùrde,  wenn  er 
gleich  anfangs  die  constantem  c  n^  —  1  setzete. 

Hîebey  lîegt  ein  Zcttel  von  Dero  eignen  Hand^  worauf  Sle 
«chon  vor  vielen  Jaliren  au»  der  aequatione  xx-\-yy — izzQ, 
dièse  xx —  l=z:2cj-4"^^  deduciret;  ich  zweifle  aber,  ob 
xdx  -|-  y  dy  zn  dy  V  {xx  -|-  y  y  —  1)  gesetzt  werdeii  kônne, 
wenn  gleich  beydes  ex  hypothesi  zizO  ist;  denn  sonst  wùrde 
aiich  folgen,  dass  positis  .Y  et  Y  pro  functionibiis  quibii»- 
cunque  ipsarum  x  et  y,  xdx-^-ydyzzzXYdyv  {xx-^-yy  —  1) 
seyn  kônnte. 

Als  ich  vor  wenigen  Tagen  eînîge  tomos  Gommentario- 
nim  tam  antiqiioriim  quam  novorum  von  der  Akad.  der 
Wiss.  zum  Prasent  bekam ,  bat  sicli  mir^  sobald  ich  den 
fonuim  II  der  Ictztern  crôffnet,  des  Hm.  Winsheim's  Di»- 
sertatio  de  niinieris  perfectis  praesentiret,  woselbst  er  p.  77 
die  von  Ew.  anj:;egebencn  numéros  perfectos,  «ibsondcrlkh 
aber  den  ncunten,  cum  salutari  clausnla  „douec  contrarium 
fuerit  probalum*^  anniinnit;  ich  zweifle  aber,  ob  Ew.  das 
schone  excerptum,  so  cr  aus  dem  Mersenno  anfùhrct,  sclion 
gclesen  baben,  welches  meines  Eracbtcns  sebr  lesenswùrdig 
ist.  Ob  die  cogitata  iMcrscnni  odcr  des  Leuneschlos  para- 
doxa  eber  bckannt  geinacbt  wordcn^  ist  niir  zwar  uiibc- 
kannt ,  ich  sche  aber,  dass  sie  bcyde  sich  in  Betrachtimg 
der  noch  rûckstandigen  10  odcr  11  numerorum  perfec  tornm, 
einer  gleich  lautenden  Expression  bedienet.  >,Qui  urnle- 
cim    alios    invenerit  —  sagt   Merscnnus  —  noverit    se  aiia- 
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lysim  omncm^  quae  fuerit  hactenus,  siiperasse'S  er  hait 
abcr  doch  die  Erfindung  derselben  niclit  iinmoglîch;  und 
Leuneschlos  sagt  paradoxo  46  et  47:  ^^Vastissima  et  in(inita 
niimeroriim  multitudo  capit  duntaxat  decem  numéros  per- 
fectos;  qui  decem  alios  invenerit,  noverit  se  analysin  om- 
nem^  quae  fuerit  hcictenus^  superasse",  welchcr  Zusatz  aber 
ùberflùssig  ist^  wenn^  nach  des  autoris  Vorgeben^  nur  10 
nmneri  perfecti  in  rerum  natura  sind. 

Goldbacb. 
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LETTRE  CXLIX. 


EULER    à   GOLDBACH. 


S  o  M  M  A  I  n  I.    RechercYiM  sur  les  nombres  premiers.  R^nse  à  la  précédente. 


Berlin  d.  28.  October  1751. 


m 


Ew.  Méthode   eine   iedc  seriem ^  -1 y  -4-  etc.  i 

J  a  b     *     c  a     * 

eine  andcre,  als  —  4-  ;^ «r  "h  â~  -"I itl  ^^c.   zu  vcr- 

wandeln,  erinncre  ich  mich  noch  sehr  wohl,  und  es  kônnen 
allerdin{i;s  durch  Hiilfe  derselben  solche  Verwandelungen  ge- 
funden  werden,  die  sich  au»  der  von  mir  gebrauchten  Méthode, 
als  welche  niir  auf  eine  gewisse  Art  von  Zahlen  einge- 
schrânkt  ist,  nicht  herleiten.  Hingegen  gibt  auch  meinc  Mé- 
thode solche  séries,  welche  mit  jener  keine  Gemeinschaft 
hahen.  Da  meine  Méthode  nur  eine  gewisse  Art  von  Varia- 
tion in  den  signis  in  sich  schliesst,   so  folgt  daher^  dass  die 
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Summ  aller  daraus  entopringenden  serierum  entweder  0  îst, 
oder  a  circuli  quadratura  dependirt.  Wenn  ich  aber  im  Staiide 
"wâre  andere  variationes  signonim  anzubringen^  so  zweifle 
ich  nicht>  dass  nicht  quaelibet  quantitas  pro  summa  heraus- 
gebracht  werden  kôDute. 

Da  die  numeri  primi  in  Ansehung  ihrer  gedoppelten 
Form  von  4  n  -f- 1  und  kn  —  i,  so  «ehr  von  einander  ver- 
schieden  sind,  und  die  Menge  von  beyden  Gattungen  infi- 
nita  ist^  so  habe  ich  die  summam  folgender  seriei  proxime 
untersucht 

j_i._±    .   JL4.1_J._JL4._L4.J l^± 

—    3  5       "^    1      "^  11  13         n    »^  19  ~  03         29    »^  31 

1  ^      I     ^      I      ^     f 

~   37~  «"T^W"""  47^^^' 

wo  die  numeri  primi  formae  kn —  1  das  signum  -j-,  die 
formae  i-n-j-l  aber  das  signum — haben^  in  der  Hoffnung^ 
ob  etwa  die  summa  nicht  rational  seyn  môchte.  Ich  fand 
aber  dièse  summam  =:  0>33<i'9S0  und  also  etwas  grôsser  aïs  |. 
Wâre  accurat  §  herausgekommen ,  so  batte  die  Sach  aller- 
dingft  Nachdenken  verdient. 

Da  die  Anzahl  aller  numerorum  primorum  unendlich 
ist^  aber  doch  ein  infinitum  infimi  ordinis^  weil  ich  gezcigt» 
dass  ivenn  die  Zabi  omnium  numerorum  zizn,  die  Anzahl 
der  numerorum  primorum  seyn  werde  ir  In,  es  ist  aber  In 

kleincr  als  n'^,  so  gross  auch  immer  die  Zabi  m  seyn  mag: 
so  wàre  die  Frage,  ob  auch  die  Anzahl  der  numerorum 
primorum^  so  z.  Ex.  in  dieser  Formul  aa  -j-  1  enthalten 
sind^  auch  unendlich  sey,  weil  dieselbe  gewiss  unendlich 
mal  kleiner  ist^  als  die  Anzahl  aller  numerorum  primorum. 
Ilernach^    wenn   auch    dièse    unendlich    wâre,   kônnte  man 
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chcn  dièses  fragen  de  numeris  primis  hujus  fortnae  a*  -f"  ^ 
oder  a'  -|-  1  etc.  Ich  liabe  die  numéros  primos  in  hac  forma 
aa-\-  l  contentes  untersucht  und  gefunden,  dass  aa  -\-  \  àa 
numerus  primas  wird  in  Folgenden  Fâllen:  4ir:r 

1.  2.  ï.  6. 10.  lï.  16.  20. 24'.  26.  36.  4^0.  5V.  56. 66.  Ik.  84-. 90. 9^. 
110.  116. 120. 12^.  126. 130.  id^t.  H6. 150. 156. 160. 170. 176. 

180. 18^. 

20Ï.  206.  210.  221^.  230.  â36. 24^0. 250. 256. 260. 26^.  270. 280. 

281^.  300. 

306.  3U.  326.  31^0.  350.  3Sk.  386.  396.  400. 

4-06.  420.  430.  436.  440.  444.  464.  466. 470.  474.  490.  496. 

536.  544.  556.  570.  576.  584.  594. 

634. 636.  644. 646. 654.  674.  680. 686.  690.  696.  700. 

704.  714.  716.  740.  750. 760.  764.  780.  784. 

81 6.  826.  844.  860.  864.  890. 

906.  910.  920.  930. 936.  946.  950.  960.  966.  986. 

1004. 1010. 1036.  1054. 1060. 1066. 1070. 1094.  1096. 

1106. 1124. 1140. 1144.  1146. 1150. 1156. 1174. 1176. 1184. 

1210. 1234. 1244.  1246. 1274.  1276.  1290. 1294. 

1306.  1314.  1316.  1320.  1324.  1340.  1350.  1354.  1366.137*. 

1376.1394. 
1406. 1410. 1416. 1420. 1430. 1434. 1440. 1456. 1460.  1494. 

Bis  1500  habe  ich  diosc»  Examen  getricben,  iind  liicrdiircli 
bin  ith  im  Stande  viel  numéros  primos  anzuzcigcn,  wcichc 
nicht  nur  grôsser  sind  aïs  100000,  aïs  so  weit  die  tabulât- 
numerorum  priniorum  gehen,  sondern  aiich  als  lOOOOOO. 
Sonsten  wùrde  es  gewiss  sobr  schwer  scyu  einen  nuwcruin 
primum  >•  1000000  anzugoben. 
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Soll  aber  a*  -^i  ein  numerus  primus  seyn ,  so  wcrden 
die  yalores  von  a  seyn  folgende  wenige 

a  =  1.  2.  *.  6.  16.  -20.  2k.  3*. 

Doch  bin  îch  noch  weit  entfernt  des  Fermatii  problemu 
zu  solviren:  invenire  numerum  primiim^  dato  quovis  nu- 
méro majorem.  SoIIte  man  eine  seriem  regularem  finden 
kônnen^  deren  aile  termini  in  jenen  valoribus  von  a  ent- 
halten  wâren^  so  wâre  das  problema  solvirt.  Jedoch  gibt  es 
gewiss  keine  séries  algebraica^  deren  omncs  termini  numeri 
primi  seyn  kônncn.  Denn  es  sey  X  der  terminus  indiçi  x 
respondens^  und  daher  A  der  terminus  indici  dato  a  respon- 
dens,  so  wird,  wenn  man  nimmt  x'^znA-^a,  der  termi- 
nus X  divisibilis  per  A  und  also  nicht  primus. 

Meine    integratio  aequationis  y^^^^^^^  =  y^a+by^  •^^^^ 

nicht  nur  zum  voraus^  dass  n  ein  numerus  integer  ist^  son- 
dern  ich  kann  auch  nur  die  integralia  angeben  in  diesen 
Fàllen:  nzz:2,  n:=:3,  nmi  und  nzr6.  Wenn  nzz:5,  so 
habe    ich  bisher  das  intégrale  nicht  finden  kônncn«     Wenn 

aber  n  nz  — r-r  f   so  wàren  die  formulae  allerdinp;s  absolute 

integrabiles^  dahero  dicselben  nichts  sonderbares  geben  wur- 
dcn.  Denn  dièses  kam  mir  fûrnchmlich  merkwûrdig  vor> 
dass^  da  die  Formuin  in  den  Fâlien  nzi:3,  oder  nzzzk, 
oder  nzzL&  auf  keinerley  Art  weder  ad  circuli  noch  hyper- 
bolae  quadraturam  gebracht  werden  kônnen^  doch  die  Âe- 
quation  sclbst  algebraice  und  das  generaliter  integrirt  wer- 
den kann. 

Beygclegten  Zettel  erinnere  ich  mich  noch  bey  Ew.  ge- 
9rhncben  zu  haben,  um  zu  zeigen,  dass  man  nicht  allezeit 
per  intégrât ionem  aile  fasus  findet^  quibus  aequationi  di£Fe- 
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rentiali  satisfit^  wovon  ich  in  meiner  Mechanic  einige  wich- 
tige  casus  angemcrket  hatte.  Ich  kann  den  Fali  noch  ûmpler 
niachen  und  dièse  aequationem  differentialem  adxiiz(a'-x)dj 
vorlegen,  welcher  augenscheinlich  ein  Genùgen  gesclûehet, 
wenn  x::z:a,  welcher  Fall  doch  durch  die  Intégration  nicht 

Pdz 

herausgebracht  wird.    Also  wenn  ich  habe  —^'^zdy,   oder 

Pdzzz^Zdy,  existente  Z  functione  ipsius  z,  et  P  quantitate 
ex  j  et  2  utcunquc  composita^  so  satisfacirt  ZzzlO,  denn 
daher  wird  z  zzz  certae  constanti  und  also  dz  ru  0.  Setzt 
man  nun  fur  z  eine  formulant  magis  compositam^  ak 
XX  -\-  yy  —  aa,  so  bekommt  man  ans  -Z  =:  0  solche  caw» 
intégrales^  welche  durrh  die  Intégration  nimmer  herausge- 
bracht werden.   Also  wenn   7> ,  **  "^        t  :=z  f^dr»  existente 

F  functione  quacunque  ipsarum  x  et  y,  so  satisfacirt  gewisi 
xx-j-yy  —  ûazzO. 

Den  tomum  II  Nov.  Comment,  habe  ich  noch  nicht  be- 
kommcn.  Ob  2*^(2^^  —  i)  wirklich  ein  numerus  perfectu* 
sey,  oder  nicht,  kann  ich  freylich  nicht  behaupten^  weil  ich 
nicht  weiss  ob  2'^  —  1  ein  numerus  primus  ist,  oder  nicht. 
Dass  es  aber  nicht  unendlich  viel  numéros  perfectos  gebcn 
sollte,  kann  ich  nicht  einschcn.  Weil  aber  um  dieselben  zu 
finden,  erfordcrlich  wird,  dass  man  aile  casus,  quibus  for- 
nmla  2^  —  1  lit  numerus  primus,  anzeigen  kônne,  so  sehc 
ich  nicht  ab,  wie  man  mehr  als  sieben,  nehmlich:  2^(2*  — 1), 
2^(2'— 1),  2^(2*  — 1),  2^(2'  — 1),2^^(2**-1),2^^(2^'— 1), 
2**  (2^^ — -i),  und  also  nicht  einmal  acht,  oder  gar  zehn 
angeben  kann.  So  viel  ist  gewiss,  dass  wenn  2"  —  1  ein 
numerus  prinms  seyn  soll,  auch  n  ein  numerus  priiims 
scyn  muss.  Allein  es  gibt  viel  numéros  primos,  die  fiir  n  gc- 
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setzt^  2"  —  1  nicht  priirium  machen,  alsnzull,  n=:23> 
n:zz  29,  nzndl,  etc.  Was  also  Mersenniis  oder  Lcunen- 
sohlofts  sagt^  als  wenn  die  Anzahl  der  numerorum  perfccto- 
mm  endlich  wâre^  halte  ich  fur  ungegrûndet,  ungeacht  ich 
nicht  glaube^  dass  mehr  als  sieben^  praeter  unitatem  mit 
Gewissheit  angezcigt  werden  kônnen.  Des  Leunenschloss 
Tractai  eriimere  ich  mich  bey  Ew.  gesehen  zu  haben;  ich 
kann  aber  von  diesem  auctore  in  kcinem  Lexico  die  ge- 
ringste  Nachricht  findcn^  dahero  ich  Ew.  um  einige  Um- 
stânde  seines  Tractats  und  wo  môglich  seiner  sclbst  gehor- 
samst  ersuchet  haben  woUte. 

Euler. 
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LETTRE    CL. 


GoLDBACII     à     EULER. 
SoMMAlBE.    Mcnies  sujets. 


St.  Petersbarg  d.    18.  P^orbr.    1753. 

Durch  was  fiir  compendia  Ew.  die  differentiam  scrieruni 

erhaltcn  haben,  ist  mir  zwar  nicht  bekannt.  Sollten  Sie 
abor  die  Méthode  schon  heraiisgcgeben  haben,  so  bitte  niir 
den  Ort,  wo  selbige  zu  finden  ist,  anziizeigen. 

Dass  der  niimerus  numerorum  primorum  onmiiiin  hiijiis 
formae  aa-f-  1  intinite  magnus  sey,  halte  ich  fur  gewiss, 
ohiigeachtet  ich  es  nicht  alsofort  demonstriren  kann,  iind 
finde  ich  die  rationem  dubitandi,  dass  die  Anzahl  niiineroruin 
primorum  hujiis  formîie  aa-^-i  uncndliche  Mal  klciner  ist^ 
al»  die  Anzahl  numerorum  primorum  omnium,  gar  nicht 
erheblich,  indem  kein  numerus  iniinitus  so  klein  genomincn 
werden  kann,  dass  er  nicht  inlinities  major  alio  iiiiinito  sey. 
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Mersennuft  hat  um  so  viel  weniger  gesagt^  dass  nur  zehn 
numeri  pcrfecti  môglich  sînd,  weil  er  deren  eilf  selbst  an- 
giebt^  darunter  abcr  der  octavus  von  Ew.  nicht  begriffen 
ist;  er  aagt  auch  nicht,  dass  die  Anzahl  der  numerorum 
perfectorum  endlich  sey,  wohl  aber,  dais  kein  so  grosses 
intervallum  numerorum  anzugeben  môglich  sey ,  welches 
nicht  absque  numeris  perfectis  seyn  kônne>  wie  solches  Ew. 
aus  der  von  dem  Hrn.  Winsheim  allegirten  praefatione  gêner, 
ad  Mersenni  cogitata  physico^mathematica  S  1 9^,  ^  weiin^der 
tom.  II  Gommentariorum  noch  nicht  angekommen  ist,  alien- 
faits  selbst  werden  erschen  kônnen. 

Was  des  Leuneschlos  paradoxa  mathematica  betrifilt^  so 
sind  selbige  zu  Ileidelbcrg  A.  1658,  8®.  gedruckt,  ich  habe 
aber  dièses  Buch  selbst  niemals  gehabt,  sondern  ich  hatte 
das  Exemplar,  welches  ich  A.  1716  gelesen,  von  der  alt- 
stiidtischen  Bibliothec  in  Kônigsbcrg  genommen,  welches 
derselben  auch  noch  vor  meiner  letztên  Abreise  A.  1718 
restituiret'  worden,  dahero  es  unmôglich  ist,  dass  Ew.  sel- 
biges  Buch  in  Petersburg  bey  mir  gesehen  haben  sollten; 
hingegen  crinncre  ich  mich,  jedoch  nicht  mit  vôlliger  Ge- 
wissheit,  dass  Sie  mir  vor  einigen  Jahren  aus  Berlin  ge- 
schrieben,  Sie  hâtten  sich  selbiges  nebst  des  Bungi  Budi 
aus  der  Konigl.  Bibliothec  geben  lassen*).  Von  diesem  Leune- 
schlos ist  mir  wciter  nichts  bekannt,  als  dass  ich  irgendwo 
gclesen,  er  habe  in  Heidelberg  als  Professor  gestanden;  er 
wîrd  auch  von  einigen,  ni  fallor,  Luneschlos  genennt^  und 
wai*e  also  dessen  Name  auf  beydc  Art  in  den  Lexicis  zu 
suchen.  Es  scheinet  y  dass  er  sein  paradoxum  de  numeris 
perfectis  in  dem  Mersenno  gefunden  und  nachgeliends,  da  er 


♦)  V.  Ie5  leltrcs  34«n»e  cl  suiv.  page  104  et  suiv. 
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68  memoriter  hingeschrieben^  von  dem  wakren  Sinn  des 
Mersenni  abgegangen  ist. 

Das8  keine  formula  algebraica  lauter  numéros  primot 
geben  kônne^  batte  ich  scbon  in  einem  meiner  vorigen 
Briefe   angemerket;   denn  es  sey  z.  Ex.  die  formula 

so  ist  offenbar^  dass  so  oft  x  ein  multiplus  des  termini  ab- 
solu ti  e  ist^  so  oft  aucb  (und  folglicb  infinitis  modis)  die 
formula  einen  numerum  non  primum  geben  wird^  soUte 
aber  ezizi  seyn^  so  setze  ich  nur  X'\-p  anstatt  x^  alsdann 
wird  die  formula  transmutiret  in 

x*-|-  3/1  xa?  -|-  ippx  -f-  p* 
-f-   bxx  -|-  2bpx  -f-  bpp 
+      c  X  -f-  cp 

und  so  oft  x  ein  multiplus  numeri  p'H~^PP~i~^P~~h  ^  î*^ 
so  oft  gibt  die  formula  einen  numerum  non  primum.  Da 
nun  dieser  casus^  wo  die  potestas  maxima  ipsius  x  =  3  itt^ 
auf  aile  andere  lusus  naturae,  quaecunque  fuerit  potestas 
ipsius  X,  appliciret  werden  kann^  so  ist  es  unmôglicb  eine 
seriem  algebraicam  anzugeben^  in  welcher  nicht  infiniti  ter- 
mini aus  numeris  non  primis  bestehen  sollten. 

Noch  habe  ein  kleines  ganz  neues  theorema  beyzuftigen, 
wclches  80  lange  vor  wahr  halte,  donec  probetur  contrarium: 
Omnis  numerus  impar  est  zz  duplo  quadrati  +  numéro 
primo,  sive  2« — liz:2aa+/?,  ubi  a  denotet  numerum  in- 
tegrum  vel  0,  y)  numerum  primum,  ex.  gr.  17zz:2.0*-|-17, 
21^:2, r  +  19,  27=2.2^  +  19,  etc. 

Goldbach. 
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LETTRE    CLI- 


EuLER   à   GOLDBACH. 

SoHMÂiBK*    Suite  deâ  recherches  nomëriques  et  autres  relatives  à  la  résolution  des 
équations  algébriques. 


Berlin  d.   16.  Decemher  1752. 

Ich  bin  weit  davon  entfernt^  dass  ich  die  wakre  Summ 
dieser  sériel 

JL_J     LJL   .  i._A_±-Lj.4J._±etc 

3  5      «     7      "^  11  13  17  ^^  19    '    23         23 

sollte  anzeigen  kônnen.  Ich  habe  dièse  Summ  nur  per  ap- 
proximationem  gesucht^  von  deren  Beschaffenheit  ich  mich 
nicht  mehr  erinnern  kann.  Meine  Absicht  war  dabej  nur^ 
zu  erforschen^  ob  etwan  dièse  Summ  simpel  seyn  môchte^ 
weil   ich   schon   vorher  gemerket  batte  ^    dass  dieselbe  bey- 

nahe  —  ist. 

Ew.  theorema,    quod  omnis   numerus  impar  2n — 1  sit 
aggregatum  ex  quadrato  duplicato  2a a  et  numéro  primo  p, 
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hat  h&Y  mir  aile  Âufmerksamkeît  verdienet^  und  nach  an- 
gestellter  Probe  habe  ich  dasselbe  fur  aile  numéros  2n  — 1 
unter  1000  wùrklicb  wahr  befunden.  Kraft  desselben  kann 
man  also  behaupten^  quod  dato  numéro  2n — 1,  semper 
detur  duplum  quadratum  2aa,  ut  2n — 1 — 2a a  évadât 
numerus  primu8« 

Um  die  Démonstration  davon  zu  finden^  fiel  mir  ein, 
ob  man  etwan  nicbt  beweisen  kônnte^  dass  je  grôsser 
die  Zabi  2n  —  i,  je  mehr  numeri  primi  aus  der  Form 
2n —  1  — 2aa  erwacbsen  mùssten.  Dennj  da  das  theoreroa 
wahr  ist  fïir  die  kleinen  Zablen,  so  wùrde  man  um  so  vid 
sicherer  auf  die  grossen  Zahlen  scbliessen  kônnen.  Ich  habe 
demnach  pro  quovis  numéro  non  primo  2n  —  1  bemerket, 
wie  viel  numeri  primi  daraus  entstehen^  allein  ich  habe 
befunden^  dass^  wenn  auch  2n  —  1  eine  sehr  grosse  Zabi, 
doch  bisweilen  nur  ein  einziger  numerus  primus  entspringt 

Also  wenn  2n — lin 785,  so  wird  785  —  2aa  unico 
casu  numerus  primus,  nehmlich  quo  ai=:18.  Eben  dièses 
geschiehet  auch,  wenn  2/i —  1  iz:  1703  =:  13. 131 ,  und  der 
casus  ist  1703  —  2.  21^  z:::  821;  wenn  also  821  kein  numerus 
primus  wàre,  so  fànde  hier  das  theorema  nicbt  Statt  Ich 
habe  auch  hier  noch  viel  andcre  und  grôsserc  Zahlen  unter- 
sucht,  von  welchen  ich  vorhersahe,  dass  die  daher  entste- 
henden  numeri  primi  sparsam  seyn  mùssen;  doch  habe  ich 
abcr  keine  Ausnahme  finden  kônnen.  Ich  glaubc  also  dièses 
tlieorema,  ungeacht  ich  nicht  darauf  schwôren  wollte. 

Es  fiel  mir  dabey  ein  zicmlich  âhniiches  theorema  ein. 
nehmlich  :  dass  a  numéro  impari  non  primo  2  n  —  1  allzeit 
einc  potestas  binarii  abgezogen  werden  konne,  dass  der  Rest 
ein  numerus  primus  sey.  Nach  angestellter  Probe  hat  sich 
dièses  auch  noch  bis  auf  sehr  grosse  Zahlen  wahr  befunden; 
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aïs  ich  aber  auf  959  =  7.137  kam,   so  fand  sich  eine  Aus* 
nahme>  indem  959  —  2^  nuUo  modo  primus  werden  kann. 

Ich  bin  letztens  auf  folgende  theoremata  negativa  gefallen. 

I.  Si  n  non  est  numerus  formae  D  -f"2A,  tum  in-j-  1 
certe  non  est  primus. 

IL  Si  n  non  est  numerus  formae  n  4~  ^>  '^™  8n-j-  i 
certe  non  est  primus. 

IIL  Si  n  non  est  numerus  formae  2  A  -^  A,  tum  8n~|-*  3 
certe  non  est  primus. 

Der  Grund  der  zwey  letztern  beruhet  darauf^  dass  wenn 
8n-|-l  oder  8n -|- 3  primus  ist,  so  sey  derselbe  auch  in 
bac  forma  2D  +  D  enthalten;  als  3=2.1  -f-1,  11=2.1  +  9, 
17  ;=  2. 4  +  9,  19  z=  2.9  +  1.  Dièses  aber  kann  ich  nicht 
beweisen^  ungeacht  ich  es  fur  eben  so  gewiss  halte,  aïs  dass 
kn-^-im  D  -^  D,  siquidem  i-Fi-j-l  sit  primus,  welches 
ich  bewiesen  habe. 

Ew.  bin  ich  fur  die  mir  gûtigst  ertheilten  Nachrichten 
ùber  d'en  Leunenschloss  gehorsamst  verbunden.  Ich  habe 
mich  geint,  wenn  ich  geglaubt,  das  Buch  selbst  bey  Ew. 
gesehen  zu  haben;  es  werden  nur  einige  excerpta  gewesen 
seyn,  so  Dieselben  mir  zu  communiciren  die  Gùte  gehabL 
Hier  habe  ich  dièses  Buch  nicht  finden  kônnen.  Des  Bungi 
Buch  erînnere  ich  mich  auch  nicht  gelesen  zu  haben;  ich 
werde  es  aber  auf  der  hiesigen  Bibliothec  aufsuchen.  Den 
II  tomum  Novor.  Comment,  habe  ich  noch  nicht  bekommen, 
um  darin  nachsehen  zu  kônnen,  was  der  seel.  Winsheim 
von  den  numeris  perfectis  geschrieben.  Ich  glaube,  dass  man 
keine  andere  numéros  perfectos  fur  gewiss  angeben  kônne, 
als  folgende:  I.  2^(2— lj  =  l;  II.  2^(2*  — 1)=  6; 
III.  2»(2*  — 1)  =  28;  IV.  2*(2*— 1);  V.  2«(2'  —  1); 
VI.   2'M2"— «)}    VII.   2"(2"  — 1);    VIII.  2"  (2"— 1). 
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weil  man  von  den  folgendeu  Formuln  2^  —  1  (existente  p 
primo)  nicht  gewiss  seyn  kann^  ob  dieselben  primi  tind, 
oder  nicht  Der  folgende  wàre  2'®  (2"  —  t),  wenn  nwr 
2'*  —  t  ein  numerus  primus  wàre,  welches  aber  wedcr  be- 
hauptet  noch  untersuchet  werden  kann«  So  viel  ist  gewiss, 
dasft  dièse  Zabi  2'^  —  1  keine  andere  divisores  haben  kann, 
als  welche  in  diescr  Formul  62fi-j-  1  enthalten  sind^  woraus 
ich  80  viel  gefunden^  da88  kein  divisor  unter  2000  Statt 
findet. 

Âus  Ânlass  der  aequationum  Moivreanarum  habe  ich 
noch  viel  âhnliche  formulas  gefùndcn^  deren  radix  angege- 
ben  werden  kann^  ungeacht  die  Âequation  keine  divisores 
rationales  bat. 

Als  von.  dieser  Âequation  œ*  zz  5axx  -f-  5/3x  -|-  — +^ 
ist  radix  a^mK— -+  r —•     Also  von  dieser  a:*zzlOaca;  + 

a      *  p  ' 

lOx-fG  ist  radix  ac  ziz  y  2 -|- k  *.  Ferner  von  dieser  ae- 
quatione  6*^  gradus 

x^  =  6ac*4-28x*-f  18x05— 12j5+ 2 

ist  xrziK  2  +  V2 -j- V2.  Dîese  casus  scneinen  um  so  viel 
mehr  merkwùrdîg  zu  seyn,  weil  dicse  Aequationcn  nicht  in 
factures  (rationales)  zergliedert  werden  kônnen. 

Hcrnach  habe  ich  auch  wahrgenommen ,  wcnn  einc 
solche  Formul  vorgegeben  wird 

welchc  von  den  signis  radicalihus  befreyt  werden  soU,  sol- 
ches  geschchen  kônne^  ohnc  dass  man  nôthig  hat  ùbcr  die 
fûnftc  Potestîit  des  x  herauf  zu  stcigen.  Dièses  s(^heint  des- 
wcgcn    paradox    zu    scyn^    da   vier  signa   radicalia  und  das 
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surde  solida  voriianden^  welche  durch  eme  einige  Elévation 
ad  5^^  dignitatem  nicht  gehoben  werden  kônnen.  Doeh 
komnit  nun  dièse  aequatio  rationalis  5^'  gradus  heraus: 

+  52>55(CC+JÎZ>)S        +5ss(j4C^+B*D) 

-^BjâBCDss 

--BJCss(jé*D  +  B^) 
+5jiBssijiBJ)'\-jiC^) 

+  5CD*s^iB*  +  JC) 

also   ist  auch  hinwiederum  die  radix  aus  dieser  Âequation 

x^Ay^s-\'Bi/s^^ci^s^  +  DVs\  Und  da  die  obige 
Âequation  gênerai  ist^  so  glaube  ich^  dass  in  dieser  Form 
aile  radiées  aequationum  5^^  gradus  enthalten  sind^  und  in 
einem  jeglicb  yorgelegten  Fall  kommt  es  nur  auf  die  Be- 
stimmung  der  Buchstaben  A,  B,  C,  D  und  s  dXi,  und  zu- 
letzt  wird  s  nur  per  aequationem  *"  ordinis  bestimmt  wer- 
den^ wie  ich  vermuthe.  Daraus  scbliesse  ich  ferner^  dass 
proposita  acquatione  quacunque 

die  radix  allzeit  dièse  Form  haben  werde 

und  es  ist  so  viel  gewiss^  dass  wenn  n=i2^  oder  3^  oder  k,  die 
Bestimmung  des  Buchstabens  s  von  einer  aequatione  l™^oder 
2^^  oder  3^^^  ordinis  dependire^  woraus  zu  schliessen^  dass  in 
génère  s  durch  eine  aequationem  [n  —  1)^^  ordinis  bestimmt 
werde. 

Corr,  mcUh.  et  phi/j.  7.  l  38 
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In  mcincn  Papifcren  habc  kk  uocb  ein  ander  theorema,  to 
Ew.  mir  vormaU  rommunicirt,  gefunden.  Nebmlich  dass  ein 
jeder  numerus  impariter  par  ka'\~2  allzeit  gleich  sey  einer 
Summ  von  zwcy  luimem  primis  forniae  kn-\-i,als6':^l-\'5, 
10  =  5  +  5,  1V=!  +  13,  I8:^i  +  17  =  5  -|"  13,  22i= 
5  +  17,  26  =  13  +  13,  30=1+29  =  13+17,  Uzz 
5  +  29zzl7  +  17,  wobey  ich  bemerke,  dass  nicht  nur  bey 
kicinen  Zabi  en  keine  Âusnahme  yorkommt,  sondem  bey 
grôsscrn  um  80  vicl  wenîger  eine  zu  vermuthen.  Denn  die 
Zahlen,  bey  welcben  cîne  solche  Zergliederung  nur  einmal 
angehet,  sind  2,  6,  10,  U,  22,  26,  38,  50,  62,  «6  und  von 
hier  bis  150  gibt  es  keine  mebr,  auch  nicht  bis  230,  daher 
auch  unter  den  folgenden  um  so  viel  weniger  zu  vermu- 
tlien,  indcm  die  Ânzahl  der  Resolutionen  immer  zuniinmt, 
aïs  210  lâsst  sich  auf  9  Arten  resolviren. 

Euler. 


j 
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LETTRE    CLII. 


GOLDBACH    à   EULER. 


i,     BéponM  k  U   précëdenu. 


Moscau  d.   12.  Mars  1763. 

liais  sich  das  theorema:  omnem  numenim  imparem  resolvi 
posse  in  duplum  quadrati  et  numerum  primum,  bis  auf  die 
Zabi  1000  wahr  befunden,  aucb  in  {i;rôssern  Zahlen  sich 
annoeb  keine  Ausnahme  geâussert^  ist  mir  sehr  lieb;  jedocb 
muss  es  bishero  fur  eine  blosse  conjecture  passiren  und  bat 
man  Ursacb  zu  zweifeln^  ob  die  Démonstration  davon^  ivenn 
sie  ja  possibilis  wâre,  jemals  gefunden  werden  wird. 

Weil  £w.  melden^  dass  Sie^  ob  a  numéro  impari 
non  primo  allezeit  eine  potestas  binarii  abgezogen  werden 
kônne^  so  dass  ein  numerus  primus  ùberbleibe?  hatten  ver- 
suchen  wollen,  so  scbliesse  icb  aus  der  Restriction  non  primo, 
dass  Sic  es  yon  den  numeris  primis  falscb  befunden^  und 


môdiie  woU  ■Wiin,  bej  wcklMBi  m 
eraAnï ,  denn  kli  Labe  «lion  tôt 
KiiMi  Ton  den  ntmiem  prîmis  sdkibt, 
weiter,  als  im  89  contÎBiiîrL 

Daci  aile  nomeri  primi  liajus  (brmie  8«  -^  1  siei-:^ 
soUen  2  ZI  -^  Z  *  liatfte  icb  Torkcr  nîfkt  bmhK^fciet ,  kfr 
nilieiTr  Beinditims  aber  kabe  scfoodcn,  â  %■ — 1 
mems  prîmiift^  este  eum  i=^i/z-^— Z>  dmotanlr  4/ 
nuique  «fivîforeni  nniDen  n.  wodorcb  koffmtlÂdk  £r  p»- 
mocrîa  der  tbeoianatain  de  noiBcrîf  pruais  in  nimfterM  «pa- 
dratos  resol vendis  in  etnas  werdfn  cnrcitert  werd^ 

Dass  Ew.  sowoU  des  Bimsi  Tractât,  als  des 
paradoxa  sidi  v.him  A.  I7%1  în  BcriÎB  ans  der  bâJîolk^v 
çeben  latsen  iind  seloen  Laben,  îst  sam  ^ewks.  iadein  >te 
mir  solcbcs  sellut  d.  9.  Sept,  ejiis  anni  mcsfiBdBf^  wesmtiiA 

Dero  nactlîtatîones.  mn  die  radk-em  qnintae  potertalîs  n 
finden.  sc-beinen  mir  so  srandlkli  nnd  znlânsiîc^,  da»  wcaa 
selbi«;e  auf  dièse  M  cisr  nie  bt  zn  erbalten  ist ,  sdi 
ob  jemand  in  dseser  découverte  réussiren  wîixL  £•  L 
allés,  wie  Ew.  beiiierken.  daraof  an.  ob  sîc4i  die  fjvmtila» 
s  per  aequafionem  quartie  pc«te»titis  determiniren  lâsMt.  n 
wel'ber  Intersu^bunj  aber  cjetnes  Era:btciis  eine  ferrei 
patîebtîa  erfordert  ^ifd. 

Vh  erinnere  mi*'b  nrar  woU.  dass  nian  ockIi  keinfi 
nnnK  rum  parem  anjesebcn ,  weiiber  nifiit  eine  fjbwêi 
diiorum  prîmoruni  wâre.  dx»  aber  c-în  jcder  ninnerus  p»- 
rîter  impar  eîn  a^^rre^atum  da<«rum  primorinn  bujus  (ormif 
%ii-^l  ist,  war  mir  entfallen.  ond  dans  zi«isd!ien  86  nnd  23^ 
keine  casus  nnifi  vorkommen,  balte  if4i  allerdins:»  hir  nieri- 
^ùrdii;.  da  bis  86  skb  deren  s  bon  zehn  betioden.  Hin- 
gegen  koiiimcn  in  dem  tbeorcœate  2n  —  I  z:::  2  aa  -^p  ^idt 
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casus  unici  vor^  wovon  einige  nnmeri  primi  selbst  nieht 
auige«chlos8en  sind  ^  also  ist  17  unico  modo  '=i2aa-\-p, 
wenn  azzO,  imgleichen  127,  wenn  anzO,  und  es  scheinet 
fart,  als  wenn  der  numeru»  pi  so  zu  einem  casu  unico  ge- 
hôret^  in  keinem  andem  casu  unico  wieder  Yorkommt,. 
ex.  gr.  57=i2.5*-f-7  îrt  ein  casus  unicus,  weil  in  der  for- 
mula 2aa-\'p  Yor  p  keine  andere  Zahl  als  7  angenommen 
werden  kann.  Ob  es  aber  ausser  diesem  nocb  andere  casus 
unicos  gibt,  wo  2n — l=:2aa-f-7,  lasse  ich  dahin  gestellt 
•ejn  und  môcbte  aocb  wobl  keine  weitere  Untersuchung 
Terdienen. 

Ich  faabe  in  meinen  annotatis  gefunden,  dass  ich  schon 
Tor  etwa  30  Jahren  observiret,  -wie 

^n*  — Bn*+Cn«— Dn'+etc-  =  n^^ 
seyn  kônne,  allwo  A,  B,  C,  etc.  per  séries  numerorum  ne 
tionalium,  quarum  singularum  summa  plus  quam  finita  est^ 
exprimiret  werden.  Ich  bin  aber  ungewiss,  ob  ich  solches 
nicht  etwa  schon  zu  anderer  Zeit  Ew.  gemeldet,  oder  ob 
es  nicht  gar  in  tien  Commentariis  gedruckt  worden. 

Ich  habe  zwar  znm  ôftern  das  Yergnugen  gehabt  aus 
den  franzdsischen  Zeitungen  zu  ersehen ,  dass  Ew.  den  Preis 
Ton  der  Parisischen  Âcad.  des  se.  erhalten  ;  da  ich  aber  nicht 
eigentlich  weiss,  wie  yiel  Mal  solches  gcschehen,  so  môchte 
gern  davon  benachrichtigt  sejn. 

Goldbach. 
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LETTRE    CLIII. 


EULCR    à   GOLDBACH. 

Sommaire.  Recherches  ultérieures  sur  les  nombres.  Prix  remportes  par  Ealer 
à  l'acadërnîe  de  Paris.  Trouver  un  nombre  qui  appartienne  à  dttifrcata 
séries  de  nombre  polygonaïkv. 


Berlin  d.  8.   April   1755. 

Bei  dem  Einfall^  ob  etwan  ab  omni  numéro  imparî  cine 
potestas  binarii  abgezogen  werden  kônne>  so  dass  ein  uu- 
merus  primus  ùberbleibe^  habe  ich  die  Condition  ^^a  numéro 
impari  non  prUno^^  beygefùgt,  weil  ich  gleich  befundeu»  dass 
solches  bey  dem  numéro  primo  127  nicht  angehet.  Da  nun 
solches  auch  bey  dem  numéro  non  primo  959  nicht  einti'iffl, 
80  fàllt  da»  ganze  vermuthete  thcorema  weg. 

Wenn  Ew.  bey  nàherer  Betrachtung  befunden^  dass  wenn 
in-f-l  ein  numerus  primus  und  d  ein  divisor  quieunque 
ipsius  n,  auch  allzeit  sey  kn-^izz:daQ-{'bb,,  se  bin  ich 
sehr  begierig  zu  vernehmen ,  ob  Ew.  diesen  Satz  demon- 
striren   kônnen^   indem   dadurch    die  pomoeria    der   tfaeore- 
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matum  de  nmneris  primis  in  quadratos  resolvendis  aller- 
dmgs  ungemein  wûrden  erweitert  werden.  Ich  habe  auck 
eben  diesen  Safz  schon  lângst  bemerkt  und  bin  von  der 
Wahrheit  dc99elben  so  ûbcrzeugt,  als  wenn  ich  davon  eine- 
Démonstration  batte.  Also  gleicb  wie  k  .i  m-^i  allzeit 
ist  zziao-^bb,  welehes  ich  demonstriren  karm^  so  ist  eben 
8o  gewiss  ^.2m-\-i:iz2aa'\-bby  *.3ni  +  l  rr  3aa-j- frô, 
h.5m-\'l:zz5aa'^bby  etc.  wovon  mîr  aber  dîe  Démonstra- 
tion noch  fehiet.  Docfa  ist  biebey  ein  besonderer  llmstand 
^obl  zu  bemerken»  dass  bisweilen  dièse  Resolution  niebt  in 
integris  gescheben  kann.  Als,  wenn  gleîch  trfm+l  ein 
numerus  primns  ist^  so  gibt  es  Fâlle,  wo  dièse  Zabi  ^^m-f-l 
unmôglicb  in  integris:  in  die  Form  daa-^bb  yerwandelt 
werden  kaniK  Dem  ungeacbt  aber  bleibt  is».  tbeoreMa- 
BÎcbt  weniger  wabr^  weil  die  Resolution  allzeit  in  fractis 
Statt  findfet^  welches  um  so  yiel  mehr  merkwùrdig  ist,  da 
keîne  Zabi  ia  fractis  auf  dièse  Formen  aa-^bb,  2a a -h^^» 
3aa-^bb  und  eiuige  andiere  gehracbt  werden  kann,  wenn 
dieselbe  niclit  in  integris  darin  entbalten.  Dergleieben  Falle 
sind: 

L  k.i2'f'i':zzS9  primus.;  folglicb  sollte  89  in  dieser 
Form  iiaa^bb  entbalten  seyn,  welcbes  aber  in  integris 
niebt   angeliet;    docb    ist    in    fractis  89=:  11(|)*  + (|/  oder 

auch=liaf+(V)^ 

II.    4'.28-)--^=^113  primus;  folglicb  sollte  113  in  dieser 

Form  ikaa^bb  entbalten  seyn,   so  in   integris  nicbt  môg- 

lîcb  ist.     In  fractis  aber  ist  1 13= U  (§)*  +  ( V)^- 

III..    *. 34- -|- 1:11.137  primus;  und  docb  nicbt   in  integris 

137=17aa-f  AA;   in  fractis  aber  ist  137=lTfî)*4-(Vr- 
rV.    4'.57  +  lzi:229  primus;  und  docb  nicbt  in   integris. 

229=l9ûa  +  è6;  in  fractis  aber  ist  229  =  i9(D*-t-(Vr. 
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BUher  waren  die  Nenner  nur  2  oder  3;  et  gibt  aber  auch 
Fiille ,  'wo  auch  solche  Bruche  nicht  Statt  finden ,  son* 
dern  noch  grôsgere  Nenner  zu  Hûlfe  genommen  werden 
mûssen.  ÂIs  ¥.3 .61-1- 1=733  primus;  und  ist  doch  nicht 
733i=:61aa-}-6^  in  integris.     Doch  ist  in  fractionibus  mi- 

mmis  733=:=61(|)^-f-(H~^)^*  Demnach  muss  dièses  theorema 
aiso  ausgedruckt  werden: 

Si  ^n-f-l   sit  numerus  primusi  et  d  diviser  ipsius  n, 
tum  iste  numerus  hn-^i  certo  in  hac  forma  daa-^-bb 
eontinetur^  si  non  in  integris^  saltem  in  fractis> 
und  dieser  Umstand  wird  auch  insbesondere  bey  der  Démon- 
stration mûssen  in  Betracht  gezogen  werden. 

Da  die  Fâlle^  wo  2n — izii2a^'\'p  unico  modo  so  spar- 

sam  vorkommen^  so  wurde  es  freylich  eine  mùhselige  Arbeit 

sejn  zu  untersuchen^  ob  noch  in  einem  andern  unico  modo 

pz:z7  seyn  kônnte^   ausser  5Tii:2.5*-|-7.     Zum  wenigsten 

habe  ich  bis  2500  keinen  solchen  gefunden.     Wenn  dièses 

behauptet  werden  kônnte^  so  folgte  daraus  dièses  theorema: 

Si  2aa-\'P  unico  modo  est  aggregatum  ex  duplo  qua- 

drato  et  numéro   primo,  tum  2bb-\-p  certo   plus  uno 

modo   erit  ejusmodi  aggregatum,  dum  non   sit  bzz,a. 

Ich  konnte  mich  gar  wohl  erinnern,  dass  Ew.  mir  schon 
langst  die  Resolution  von  n^*  communicirt,  und  weiss  auch, 
dassTich  solches  unter  meinen  Papicren  finden  muss,  allein 
es  fâllet  mirjsehr  schwer  etwas,  daraus  hervorzufinden,  und 
ich  konnte  fast  nicht  mehr  auf  dcn  Grund  dieser  Resolution 
kommcn,  bis  mir  ungefàhr  die  Materie  von  der  Interpola- 
lion  wieder    einfiel.     Da  nun  proposita  série 

0         12         8        4 

a,  b,  c,  (f ,  e,  etc. 
der  terminus  indici  x  respondens  ist 
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(l_l)-».i(ir^JZl)rf+etc. 
so  îftt  der  terminus  indici  |  respondens  =: 

''>'(*-*)  +  â7(^ Lli_4-_Ll:f£_      etc. 

iy  U  -  1)        2.4(1  - 1)*        2.4.6(1  -  l)t 

Setzt  man  nun  nS  n^  n*,  n',  n^^,  etc.  fur  a,  b,  e,  d,  e,  etc. 
so  ist  n/^  der  terminus  indici  |  respondens^  folglick 

t/îi  /j        j\i    I        ^•'»*  1.1. n*        ,         1.1. 3n'  . 

2(t-.l)t         2.4(i-.j)t        2.4.6(1  —  1)* 

Setzt  man  nun^  ob  primum  terminum 

n(l  — l)i=0,  n^^^iz:^»*— Bn*+Cn*— i)n"+  etc. 
so  wird 

j=4-(i-ir*= 

2  V  ^  î  ^  2.4  ^  a.'i.fi  ^^  2.4.6.8  ^^  ^J 

2.4  V  ^  2    ^^  2.4  ^  2.4.6  ^  2.4.6.8  ^  ®**^V 

1.1.3  /-  j^  5     j^  5.7  _,     S.Tj^         5.7.9.11     ^^         \ 
274T6  V.    '^  T  "^  2:4  "T    2T4.6  ■!"   2.4.6.8"  +  ^^^ 

etc. 

i¥elches  ohne  Zweifel  Ew.    séries    numerorum   rationalium 
sind>  quarum  singularum  summa  plus  quam  finita  est 
Von  dieser  série 

^  a*— Bn*+ Cn*— Dn^^+ etc.  =  ii>'* 
Terdienet  angemerkt  zu  werden^  dass 
Jn*(2_l/2)— Bn*(^— y2)-fCn»(8— 1/2)— Dn^«(16->/2) 

+£ii"(32— T/2)  —  etc.  =  0, 
was  auch  inuner  n  fur  eine  Zabi  seyn  mag. 
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Bey  den  obigen  Betracktun^^en  ist  mir  auch  folgendes 
problema  beyge&Uen: 

Invenîre  summam  duorum  quadratorum  xx-^-yy,  quae 
simul  in  hac  forma  2aa-f-66  contineatur. 

Solutio.  Sumantur  xznpp  —  qq  et  yzizrrzt2pq,  eritque 
xx^yy—{pp  —  qqy-^{rr±2pqf—{pp'{'qq)'±kpqrr'\-r'z^ 
{pp  +  qq--rrf^2{p±qfrr.    Q.  E.  I. 

Ew.  haben  die  Gûte  sich  zu  erkundigen,  wie  viel  Mal 
ich  schon  bey  der  Akadeniie  zu  Paris  den  Preis  erbalten? 
Weil  ich  solches  nicht  aufgeschrieben  und  auch  Ton  meinen 
Piècen  keine  Copien  behalten^  so  kann  ich  weder  die  Jalire 
noch  den  Theil  des  Preises^  so  ich  jedesmal  bekommen, 
genau  melden.  Ich  habe  aber  bey  folgenden  Fragen  den 
Preis  davongetragen  :  I.  Sur  la  nature  du  feu.  II.  Sur  le 
cabestan.  III.  Sur  le  flux  et  reflux  de  la  mer.  lY.  Sur  la 
théorie  de  laimant.  V.  Sur  l'observation  de  l'heure  du  jour 
sur  mer.  YI.  Sur  les  inégalités  de  Saturne.  VIL  Sur  la 
même  question. 

Ich  fand  letztens  ^  —  weiss  aber  nich  mehr,  wo  ?  — 
dièses  problema:  Invcnire  numerum,  qui  sit  vel  duplîcî,  vel 
tripllci,  vel  quadruplici  modo^  nunierus  polygonalis.  Wollte 
iiian  das  problema  so  nehmen:  invcnire  numerum  qui  simul 
sit  trigonalis  et  tctragonalis^  oder  qui  simul  sit  trigonalis 
et  pentagonalis^  etc.  so  liesse  sich  dasselbe  wohl  solvireii. 
Kiunen  aber  drcy  Bedingungen,  als  invenire  numerum  qui 
simul  sit  trigonalis^  tetragonalis  et  pentagonalis,  so  %vure  das 
problema  vielleicht  unmôglich.  Bcstimmt  man  aber  den  nu- 
merum laterum  nicht,  so  ist  es  moglich,  so  viel  Mal  die 
Zabi  auch  ein  numcrus  polygonalis  seyn  soll,  und  die  So- 
lution  ist   artig.     Es  scy   z  die   gesuchte  Zabi,   x  die  radit. 
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und  n  die  Ânzahl  der  Seiten  der  Poljgonalzahl^  so  wird 

(«  — 2)xj:— (n  — 4)x 
Z= , 

hieraus  wird 

2a-f2xx  — 4x ^    ,    îs  — 2x ^        2»     ,    2(i  — 1) 

XX  —  X  'x^— X  x'       X —  1 

Also  mu88  sich  2z  durch  x,  und  2z — 2  durch  x  — 1  thei- 
len  lassen;  d.  i.  quaeruntur  duo  numeri  binario  différentes, 
qui  habeant  dii^isores  unitate  dlli'erentcs  (major  majorem^  mi- 
ner minorem)^  und  wenn  dièses  auf  vielerley  Art  gescbeben 
kann^  so  ist  z  auf  chen  to  yideriej  Art  ein  numerus  poly- 
gonalis.     Zum  Exempel: 

Numeri  binario  différentes.       Divisores  unitate  différentes. 

^50  3.         5.         9.         15. 

^ï8  2.         k.         8.         U. 

C  225  >  .  . 

(Die    divisores  v>^.  r  lasse    îch  weg,   weil   daraus   numeri 

digonales  entstandenj. 

Also  sey  2z=:ï50  oder  z  =  223^  so  ist  fol^endergestalt 

1.    „=2-'-^  +  ^«  =  J6;    ll.»=2-ÎJ?  +  îï'  =  2*; 

m.   n=2-^+^=»;    IV.»  =  2-?1°  +  *^'=H 

Dabero  ist  225  I.  tetragonalis ,  il.  octogonalis,  III.  2^-go* 
nalis  et  IV.  76-gonalis. 

Dergleichen  Zaiilen  nun  zu  suchen^  ist  gewiss  ein  pro* 
blema^  wo  es  insonderheit  auf  die  Natur  der  Zahlen  an* 
kommtj  und  welches  zu  schônen  Speculationen  Anlnss  geben 
kanii.  Eu  1er. 
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LETTRE  CLIV. 


GOLDBACH    à    EULER. 


Sommai  HE.   Dëveloppement  ultérieur  des  recherchet  sur  les  proprîélés  des  Dombres. 


Moscsu  d.  28*  Jimi   1755« 

'  £iiic  rigorosam  dcmonstrationem ^  dass  i+keJ^znP P+kQQ 
habe  ich  zwar  nicht  gefunden,  jcdoch  bin  ich  auf  einige 
observationes  affines  gerathen,  worinnen  Ew.  \ielleicht  fin- 
den  werden  quil  y  a  des  vues»  Ich  verstehe  aUo  in  Fol- 
gendem  durch  p  allezeit  den  iiumerum  primum  1  -|-  h  ef  und 
e>y,  imgleichen  setze  ich  aa-^-hh'ZiLf.  In  einem  gcgebencn 
casn  particulari  wollte  ich  mich  dieser  Méthode  bedienen: 
Zuvôrderst  suche  ich  numerum  Q  hujus  naturae,  ut 

wekhes  per  substitutiones  successivas  Qml,  Qzi:2,  etc. 
Icicht  zu  »eyn  schcinet,  indem  viele  numeri,  ad  hune  scopum 
non    idonei^    gleich»am  bey    dem   ersten   Ânblick    removiret 
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werden  kônnen^  ex;  gr.  es  Vf&re  der  gegebene  miniems  pri- 
mus  89  undy=r2^  %o  siehet  man  alsofort,  dass  yor  Q  kein 
numerus  desinens  in  1  angenommen  werden  kann,  weil  sicli 
das  gesuchte  quadratum  auf  7  endigen  wurde^  quod  est  ab- 
surdum;  sobald  nun  ein  solcber  numerus  congruus  pro  Q 
gefunden  ist^  seize  ich  die  radicem  quadrati  inventi  oder 

wo  if  entweder  afGrmatiya  oder  negativa  zu  nehmen  ist^  ut 
solutioni  satisfiat^  und  alsdann  findet  sich 

f 

Solchergestalt  wird  in  denen  yon  Ew.  angefiihrten  Zahlep 
in  casu  numeri  89|  Q=:2;  numeri  llS»  Q=:l;  num.  137» 
Qi=:2;  num.  229,  Q=:5;  num.  733,  Q— 3.  Hieraus 
folgt  auch  die  doppelte  Âequation 

Ich   bemerke   femer   1.  dass  'weil  die  numeri  a,  b,  e,/ 

cogniti  smd,  es  schon  genug  ist,  wenn   nur  p  !::i — =rr 

Statt  finden  kann,  so  dass  R  und  h  rationales  scjen,  es  mag 
2Qb  ein  numerus  quadratus  seyn  oder  nicht,  denn  es  wird 

2,  Habe  ich  beobachtet,  dass  wenn  i-^^ef-^-k/QQznn, 
der  numerus  Q  entweder  eines  yon  beyden  quadratis  aa 
oder  bb,  oder  doch  einer  yon  dererselben  factoribus  ist, 
als  in  89,  wo  azz8,  ôznS,  wird  Qui 5;  in  casu  numeri 
137  ::::  4*4~  **^  ^^^^  Qiz:2,  wiewohl  ich  yon  der  allge- 
meinen  Gewissheit  dieser  Observation  noch  nicht  convinciret 
bin.     Dagegen  kann  ich: 
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3.  in  Munino  rigore  demonttriren ,  dgiê  wenn  a  ein  nu- 
merus  hujus  fonnae  ist  j3/3'^eyy,  alsdann  auch 

a  (c  4- 3535)  (e -j- J j)  (^  +  ")  etc.  z=:PP-\-eQQ. 
k.  Dependiret   die  natura  numeroram  P  et  p  in  dieser 

apquatione  1  -f-  *  ^/^  — '  ^       allerdings  von  dem  numéro  e, 

denn  es  mûssen  PP  et  ui^  bejde  so  keschaffen  seyn^  da» 
sie^  divisa  per  e,  idem  residuum  hinterlassen ,  als  z.  Ex.  in 

dem  casu  89  =  ^^"^^  '^>  âHwo  e  =  H,  PP  =  8i,  vi^=k, 

folglich  das  reaiduum  commune  post  divisîonem  per  11 
estr^i.  Hingegen  mûssen  die  residua  quadratorum  PP  tt 
QQ  post  divisionem  per  i^if  so  beschaffen  seyn^  dass  wenn 
das  residuum  respectu  PP  aequale  a  wird^   das  residuum 

respectu  QQ  aequale  werde,  so  dass  u  ein  numéros 

integer  sey;  also  virird  in  eodem  exemplo 

«=1,  — --  =  -^  =  1 

(weil  25  per  k  divisum^  1  zum  residuo  lâsset)  et  aninu- 
mero  integro  3. 

5.  Will  i«  h  Ew.  fur  die  mir  communicirte  Solution 
des  problematis:  invenire  duo  quadrata  quorum  summa  s^ît 
PP-|-2QQ,  qualiscunque  hostimenti  loco  die  Solution  des 
nachfolgenden  problematis  oflFcriren:  invenire  duo  quadrata, 
quorum  summa  sit  PP-^eQQ,  dato  pro  e  numéro  quo- 
cunque.     Sint  n  et  e  numeri  quicunque,   erunt 

ï^       )      »     (e-l)«  \       ï^      )      '       (e  —  1)* 

vel 

(4/1/1 -f"  A*  _i_      ^eemm      /t^nn  —  e^  ^,         /^-(-/n/n\* 
in      /    ■»     "(ê  —  /»//!)*  V,      ïn      )       '  ^    Kfi  —  mm) 

positis  pro  e,  m,  n  numeris  quibusvis. 
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Meinc    Expression  fur  n'*  bestehet   in  Folgendem:    Sit 

.     ,         i  1.3     j       1.3.5 

a=l,b  =  ~,  c  =  ^^,  d  =  j^^,  etc., 

dîco 

n^*=:(a-h6-f  c4-t/-fetc  )nn         — {b-\-2c-^  Ïrf4-*e4-etc./i* 
-^(c4-3rf4-6e4-10/4-etc>*— (J+4e-f-t0/+20gr  +  etc.)n*' 
-+-(e-l-5/^15g-f  35A4-etc.)a** —  etc- 

uiid  differiret  nicht  von  dicser 

^^  (n^^-3a»+3n*— nfi)  +  etc. 

welche  den    terniinum   respondentem    exponenti  -^  î^    série 

1  *  *  * 

n*  -|-n*  -|- 'i*  -^n^  -f-etc*  exprimiret, 

Goldbach. 
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LETTRE    CLV. 


EULER   à   GOLDBÀCH. 

Sommaire.  Lettre  d*uii  Officier  de  la  flotte  russîenne.  Lettre  de  Frëdérîc  II. 
à  Ealer.  Observations  sur  les  problèmes  et  tbëorèmes  de  la  lettre  précé- 
dente.    Théofème  de  Fermât. 


Berlin  d.  4.  Aagnst  175S. 

Die  verlangtcn  exemplarîa  von  der  Lettre  d'un  Officier  de 
la  flotte  russienne  »ind  sclion  vor  einigen  Po»ttagen  von 
hier  weggcscliickt  wordcn,  und  werden  aiso  verhoffentlich 
8chon  bey  Ew.  eingelaufen  seyn.  Gedachte  Schrift  ist  mir 
aiif  ordre  de»  Hn.  Hettmanns  Hochgràfl.  Excellenz  zuge- 
schickt  worden,  um  solche  hier  drucken  zu  lassen^  wovon 
ieh  auch  die  deutsche  Uebersctzung  besorget.  Inzwi»chen 
kônnen  Ew.  versichert  seyn,  dass  ich  hievon  mit  keinem 
Wort  nach  St.  Petersburg  Mcidung  thun  werde,  aïs  wohin 
ich  mit  Niemand  mehr  corrcspondire,  als  an  den  Hn.  Ralh 
Schumacher,  an  wcichen  auch  niemals  einige  Neuigkeit  ùber- 
schrcibe.  Seit  der  Âbwcsenhcit  unseres  Hn.  Prâsidenten  sind 
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auch  meine  Geschâfte  so  angewachsen,  dass  ich  wcnig  Briefe 
mehr  beantworte^  weil  ich  nicht  nur  die  ganze  Administra* 
lion  der  Akademie  auf  dem  Haisc  habc^  sondern  auch  aile 
Posttage  ftn  den  Prâsideuteii  rapportire  und  ûber  alleu  nocb 
unmittelbar  an  S.  Kônigl.  Majestàt  Bericht  abstatten  muss. 

Weil  ich  yreM,  dass  Ew.  auf  grosser  Herren  Briefe  auf- 
merkftain  sind,  so  nehme  die  Freyheit  ein  Kônigl.  Iland- 
schreiben  zu  communiciren  ^  welches  ich  erhalten^  als  ich  im 
Frûhjahr  einige  Pfirsiche  aus  dem  akademischen  Garten  an 
S.  Kônigl.  Majestât  ùberschickt  batte; 

5,  J'ai  bien  reçu  votre  lettre  du  24*  de  ce  moig  avec  lea 
^jprésens  qui  Taccompagnoient.  Quelque  plaisir  que  la 
^^beauté  et  la  bonté  de»  fruits  que  Vous  M'avez  en- 
„voyé8  M'ait  causée  J'en  ai  encore  ressenti  davantage 
,de  l'attention  que  vous  avez  bien  voulu  Me  témoigner 
par -là.  Je  vous  en  remercie  et  Je  verrai  avec  satis* 
,fiaction  les  occasions  pour  vous  en  marquer  Ma  recon- 


» 


noissance.     A  Potsdam  le  26  mai  1753'^ 


Ew.  Manier  die  Formul  1  -f-  i  ^/^^  P  *  +  4»  Q  *  zu  ent- 
wickeln  scheinet  allerdings  ^veit  mehreres  in  ihrem  Umfang 
einzuschliessen  ^  woraus  vielleicht  gar  eine  bùndige  Démon* 
stration  herzuleiten  wâre.  Ich  getraue  mir  aber  kaum,  bcy 
meinen  gegenwârtigen  Zerstreuungen  ^  mich  an  dièse  Untcr- 
8uchung#u  wagen.  Die  Art^  um  die  Zabi  1  -[- 4  e/*  auf  dièse 

Form    — ^ — -  zu   bringen^    in    welchen  Fâllen  nehmiich 

dièse  Auflôsung  in  ganzen  Zahlen  nicht  geschehen  kann^ 
scheint  mir  auch  aile  Aufmerksamkeit  zu  verdienen.  Ich  habe 
gesocht  dièses  etwas  generaler  zu  bewerkstelligen  auf  foi- 
gende  Art: 

Corr.  maik.  et  phy§.  T,  /.  29 
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Es  «ey  1  -|-  \efzz, — niîîlîf.  ^eil  non  daher 

i/i;  — 55  =  eQQ  — *e/i^i;  =  e(QQ— 4/Vc;), 

so  sehe  ich^  dass  vv  —  SS  durch  e  théilbar  seyn  muss.  Ef 
sey  dahep  5=:ne  — f',  so  wird  2nei'— niieez:i6(QQ— ^/Vi;) 
oder  QjQ  —  i/^t'  -I-  enn  —  2nt^  :=  0  und  mit  \J  multiplicirt 
\^Jfvv\  %nfv-\-nn':=z\efnn  -}-  ^f(l(l'\'nn,  worausman 
erhàlt  a  +  4/^  =:  V^((l  -|-  ie/)  na  -j-  */QQ)-  ^^^^  S^^^ 
Sach  kommt  aiso  darauf  an^  dass  man  in  einem  jeglichen 
Fall,  da  die  Zahlen  e  undy*gegeben  sind,  solche  Zahlen 
fur  n  und  Q  suche,  dass  (1  -j-  ke/)nn  -f-  \fQQ  eîn  Qua- 
drat  werde. 

Will  man  sich  mit  Probiren  behelfen,  so  wird  et  niclit 
schwer  fallcn  in  jeglichcm  Fall^  wofern  nur  die  Zahlen  e 
undy*nicht  gar  zu  gross  sind^  n  und  Q  zu  finden;  allein 
wenn  e  und  J  grosse  Zahlen  sind ,  so  wird  man  mit  dem 
Probiren  schwerlich  zurecht  kommen.  Eine  sicfaere  Méthode 
aber  scheint  mir  kaum  môglich  zu  seyn^  weil  es  Fâlle  gibt, 
da  die  Âuflôsung  gar  nicht  einmal  Statt  findet,  nehmlicb 
wenn  i  -\'  ^ef  kein  numerus  primus  ist,  uud  ich  sehe  nicht 
aby  wie  dièse  Bedingung  in  die  Méthode  gebracht  werden 
kônnte. 

Dass  dergleichen  problemata  sehr  schwer  werden  kônnen, 
ist  au8  dicscm  zu  crmessen^  wenn  eine  ganze  Zahl  x  ge- 
sucht  wird,  dass  nxx-^-i  ein  Quadrat  werde,  wenn  nehm- 
lich  n  ein  numerus  integer  positivus  non  quadratus  ist 
Wenn  z.  Ex.  61  xx  +  1  ein  Quadrat  werden  soll ,  so  irt 
die  kleinste  ganze  Zahl  fur  x,  wodurch  dièses  erhalten  wird, 
a;  =  226153980.  Wie  sollte  nun  dièse  erstaunliche  Zabi 
durch  Probiren  gefunden  werden  kônnen. 
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Soll  aber  109(ta[^-|-^  ^^^  Quadrat  werden,  to  ist  die 
kleinste  Zabi  x=  151iih0<^24-ik^55100  und  die  Wurzel  des  daher 
entstehenden  Quadrats  l/(l  09 xoc  +  1  )  zn  1 58070671 9862*9. 
Dièse  grossen  Zahlen  habe  ich  vermittelst  einer  gewissen 
Méthode  neulich  in  etlicben  Minuten  gefunden. 

Wie  unendlich  viel  summae  duorum  quadratorumoa-f-M 
gefunden  werden  kônnen,  welcbe  zugleich  in  dieser  Fôrm 
i^î^  T  ezz  enthalten  sind^  babe  icb  aus  Ânlass  der  mir  von 
Ew.  gûtigst  communicirten  gebrocbenen  Formuln,  noch  dièse 
in  ganzeu  Zablen  gefunden.    Es  ist  nebmiich 

Nocb  generaler  kann  icb  aucb  solcbe  Zablen  geben^ 
welcbe  zugleicb  in  dieser  Form  aa  -\-  mbb  Utid  dieser 
vv-\~nzz  entbalten  sind;  nebmiicb  es  ist 

[nyy  —  mxx  -|-  uu)^  '\'m.kuuxx'zz 
[nyy  —  mxx —  uu)^  -^  n.kuuyy. 
Bey  der  scbdnen  série  ^    welcbe  Ew.  fur  n^*  gefunden^ 
irt  nur  scbad^  dass  dieselbe  immer  divergens  wird,  so  oft  n 
ein  numerus  >  1  isté  Diesem  kann  aber  leicbt  gebolfen  wer- 
den. wenn  man  fur  n  sctzt  —  ^  da  dann  m  eine  fractio  Uni- 

m 

tate  minor  wird  und  rv^  r^  — :rô-  Docb  aber  sind  die  summae 

serierum  a -j-ô  +  cH-ûf -|-  etc.  item  h'\-2c-\''id'\-ke -^-eXc. 
immei^  infinitae^  dass  also  aucb  mit  dieser  Beybûlfe  die 
practiscbe  Berecbnung  nicbt  crlcicbtert  wird.  Zu  diesem 
Ende  babe  icb  dièses  Mittel  gefunden  :  Man  sucbe  erst  diesë 

•^"6™    1(11+1)  +  3(/i+l)3  +•  5(n+l)^  +  %n+iy  +  ^^^'  —  ^' 

welcbe  allezcit  convergens  ist*  Hernacb  setze  man  25y  2=i/i^ 
•o  wird 
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Bey  Fermât  findet  sich  noch  ein  sehr  «ehônes  theorema, 
deisen  Démonstration  er  sagt  gefunden  zu  habcn.  Nehmiich 
bey  Anlass  der  Diophantaeischen  Aufgabe^  zwej  quadrata  zn 
finden^  deren  Summ  ein  Quadrat  ist,  sagt  er,  dass  es  un- 
môglich  sej  zwey  cubos  zu  finden,  dercn  Summ  ein  ciibi» 
tey,  und  zwey  biquadrata,  deren  Summ  ein  biquadratum, 
und  generaliter>  daM  dièse  Formul  a^ -^^  b"  ziz,  c"  allzeit 
unmôglich  $ey^  wenn  n  >  2.  Ich  babe  nun  wohl  Démon- 
•trationen  gefunden  dass  a*  -|-  fc* m c*  und  a*  -f-  6*  me*, 
wo  m  unmôglich  gleicb  bedeutet.  Âber  die  Demonstrationen 
fur  dièse  zwey  casus  sind  so  von  einander  unterschieden^ 
dass  icb  keine  Môglichkeit  sehe>  daraus  eine  allgemeine  Dé- 
monstration fur  a'^'^b^zjzc^  si  n>2  berzuleiten.  Doch 
siebt  man  quasi  per  transennam  ziemiich  deutlicb^  dass  je 
grôsser  n  ist,  je  unmôgiicber  die  Formul  seyn  musse.  In- 
zwiscben  babe  icb  nocb  nicbt  einmal  beweisen  kônnen,  dasf 
fumma  duarum  potestatum  quintarum  keine  potestas  quinta 
seyn  kônne«  Dieser  Beweis  berubet  allem  Ansebn  nach  nar 
auf  einem  glùcklicben  Einfall^  und  so  lang  man  nicht  da- 
rauf  verfâllt,  môcbte  wohl  ailes  Nachsinnen  vergebens  seya 
Da  aber  dièse  Aequation  aa-^-  bbzizcc  môglich  ist,  so  ist 
auch  dièse  môglich  a^  -^  b^  -\-ù^z=zd^,  woraus  zu  folgen 
scheint,  dass  auch  dièse  a*  -^  b*  -{-  c*  -\-  d*  zz,  e*  môglich 
ist,  doch  babe  ich  bisher  noch  keinen  Fall  davon  ausfindig 
machen  kônnen.  Es  kônnen  aber  fûnf  biquadrata  angegeben 
werden,  deren  Summ  ein  Biquadrat  ist. 

Euler. 
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LETTRE    CLVI 


GoLDBàCH   à   EULER. 


s  o  M  M  A  I  •  B.    Décomposition  d«s  nombres  premiers  en  qnarrés.  Suite. 


St.  Petersborg  d.  S6.  April  1Y85« 

l^enn  ich  mich  nicht  irre^  ist  mein  letztes  Schreiben  an 
Ew.  Yom  28  Junii  st.  n.  1753  gewesen^  und  folglich  eine 
geraume  Zeit  verflossen^  darin  mir  nichts  beygefallen^  dat 
ich  Deroselben  zu  communiciren  werth  gehalten  hâtte^  ohn- 
geachtet  ich  die  Proprîetat^  dass  ein  numerus  primus  hujus 
formae  i-^ke/  zu  dieser  PP-^eQQ,  allwo  P  et  Q  ra- 
tionales  sind^  gebracht  werden  kann,  ôfters  consideriret  und 
auf  unterschiedene  Formcn  reduciret  habe^  als  z.  Ex.  wenn 
i  -^ke/zzzRR  '\-2abe  SS,  so  kann  solcher  numerus  pri- 
mus allezeit  in  PP-J-eQQ  verwandelt  werden;  oder  auch 
wenn  zwey  numeri  irrationales  A  et  m  gefunden  werden 
kônnen,  so  dass  A  — m  und  hm  rationales  seyen  und  Ain; 
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LETTRE    CLVm. 


GOLDBACH  à  EuLEa. 


SovilAlBE.    MêoM  mict. 


Su  Petertbari  d.  6.  Aofust  17M. 

Ew.  wertlicstes  Schreiben  vom  17  Mai  habe  îch  d.  29.  ejuMl. 
wohl  erhalten  und  daraus  mit  vielem  Vergnùgen  ersehen, 
dass  Sie  meine  Anmerkungen  ùber  die  Yerwandlung  des 
numcri  primi  i-^kefin  PP -^  eQQ  richtig  befunden.  Sie 
fûhren  zwar  an,  dass  die  von  Ihnen  demonstrirte  Proposi- 
tion, numerum  i-^k/,  si  est  primus,  esse  znPP  -^  QQ, 
zu  wùrkiicher  Détermination  der  numerormn  P  et  Q  im 
Geringsten  nichts  beytràget,  allein  ich  bin  der  Meinung, 
quidqnid  per  certum  et  determinatum  numerum  tentaminam 
inveniri  potest,  iliud  pro  invento  habendum  esse^  aïs  z.Ex. 
wenn  cin  problema  ad  aequationem  quatuor  potestatum  re« 
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LETTRE    CLVII 


EULER    à    G  OLDBACH. 


Son  MA  iK  fi.   M^e  lu  jet.  Réponse  à  U  précédente. 


Berlin  d.  17.  Blai  1766. 

Ew.  Betrachtungen  ùber  das  theorema^  dass  die  Zabi  l-j-4'e/^ 
to  oft  sie  ein  numerus  primus  ist>  immer  in  dieser  Form 
P^-^-eQ^  enthalten  sey,  habe  icb  mit  dem  grôssten  Ver- 
gnûgen  zu  ergrùnden  gesucbt  und  darin  sebr  nvicbtige  Kunst- 
griffe  wabrgenommen  ;  nur  ist  es  scbad^  dass  dieselben  noch 
so  weit  von  einer  volUtandigen  Démonstration  entfemt  sind. 
Doch  ist  es  scbon  von  keinem  geringen  Nutzen^  dass,  da 
man  von  der  Wabrheit  des  tbeorematis  versicbert  ist,  auch 
aile  die  daraus  hergeleiteten  Formuln  gewiss  resolvirt  wer- 
den  kônnen^  welcbes  sonsten  sebr  scbwer  fallen  wùrde. 
Aus  allen  Bemùbungen,  die  icb  hieruber  angewandt^  deucbt 
mich  so  viel  sicber  scbliessen  zu  kônnen,  dass  man  niemàlâ 
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wenn   ich   vor  y  einen    numerum   quemcunque   rationalem 
annelmie,   ak  z.  Ex.  weil  89  =  ^  -| — ^— »  allwo  P^-^p 

Q  =  Y'  ezzil^    to  wird  posita  j=^2>   der  numerus  pri- 
mai S9  =: i  ' f   weldies  yielleicht  noch  su  andern 

Anmerkungen  Gelegenheit  geben  wird. 

Goldbach. 


_    €23    *-- 

Fftlle  mit  in  Betrachtung  gezogen  werden^  findet  man  etwas 
eher  Mittel^  zu  einer  allgemeinen  Démonstration  zu  gelangen. 

Dat  theorema,  dacti  wenn  ein  quadratum  per  numerum 
primum  pr:zl  -^  4n  getheilt^  das  residuum  r  lâsst^  ein  an- 
deres  Quadrat  das  residuum  p  —  r  zuriicklassen  musse ,  habe 
ich  tchon  lang  bewiesen.  Denn  wenn  1  -|-  4  a  numerus  pri- 
mu8  et  a  numerus  datus^  se  kônnen  immer  unendlich  viel 
Zahlen  aa^xx  gefunden  werden^  qui  per  i  '-\-  kn:^:p 
tint  divisibiles;  wenn  aiso  a  a  per  p  divisum  r  zurucklftsst, 
M  muss  XX,  p  — >  r  zuriicklassen. 

Ew.  ist  der  Btwen  bekannt^  dass  a^  ±  6^  m  p^.  Neulich 

bin  ich  auch  mit  dem  Beweis  zu  Stande  gekommen^   dast 

oF  ±  b^zizp^;    weiter   kann    ich    aber   auch  nicht  kommen. 

Fermât  hat  aber  nicht  nur  dies  bewiesen^  sondem  auch  dass 

a*  ±  6*  nzp*,  a'  ±  6'  zcp'  und  generaliter  dass  <f±:Wzn,p'', 

exceptis  casibus  n  =  i  et  n  =  2.  Allem  Anadin  nach  kommt 

es  hier  auf   einen  besondern  Einfall  an,    und  so  lang  man 

nicht  darauf  kommt  ^  ist  aile  Arbeit  yergebens.  Ohne  Zweifel 

wird  man  darauf  sehen  mùssen^    dass  a*-f-6'  ausser  a-j-^ 

keine  andere  dirisores   primos   haben  kann^   ait  hujus  for- 

mae  10m  -j-  ij  welches  ich  bewiesen  habe. 

Euler, 
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ist)  dessen  Démonstration  unmôglich  so  besehaffen  seyn  kann, 
dass  die  valores  P  und  Q  ^vùrklich  durch  J*  ausgedrûckt 
wùrden.  Mein  Beweis  davon  grûndet  sich  auf  folgendé  Sâtze: 

L  Numerus  2aa-\-bby  si  non  est  primus^  alios  non  ad- 
mittit  divisores  nisi  qui  ipsi  sint  formae  2pp  -^cjq  (posito 
scilicet^  quod  a  et  6  sint  numeri  inter  se  primi). 

IL  Si  1  +  ^y^  ^**  primus,  forma  a'-^ — b^-^,  quicunque 
numeri  pro  a  et  b  accipiantur,  semper  est  divisibilis  per 
1  4"  8/  (dummodo  neuter  numerorum  a  et  i  sit  per  1  +8/ 
divisibilis).  Gum  jam  sit  a^^  —  b^^  —  {a'J' —  b^^)  {a^/^b'^), 
alteruter  factor  a*-^ — ô*-^  vel  a*-^-}"^*^  P^^  l-f-Syerit 
divisibilis. 

III.  At  non  omnes  numeri  formae  a*-^ — fc*-^  per  1+8/ 
sunt  divisibiles;   nam  si  singuli  hi  numeri 

2*/_l,  3*^—1,  i*/— 1,  5*^— l,....(8/)*>'— 1 
per  1  -|-  8y*  essent  divisibiles,  eorum  quoque  differentiae  tam 
primae  quam  secundae  et  sequentes  omnes  essent  etiam  per 
1  -}-  8/  divisibiles:  at  differentiae  ultimae  seu  constantes  sunt 
2.3. 4». 5. .  ,4/,  quae  cum  non  sit  per  1 -["  8/"  divisibilis, 
sequitur  etiam  non  omnes  illos  numéros  per  1  -f-  Sf  esse 
divisibiles. 

IV.  Dantur  ergo  numeri  pro  a  et  b,  quibus  a*-^ — 6*^ 
non  est  divisibilis  per  1  -\-JiJ\  iis  ergo  casibus  numerus 
û*^-f-6*^  certe  est  per  1  -f-  8/  divisibilis.    At  est 

ideoque  numerus  formae  PP4-2QQ,  qui  cum  sit  per 
14-8/  divisibilis^  necesse  est  per  (I),  ut  divisor  1 -}- 8/ 
ipse  sit  numerus  ejusdem  formae  PP  "\'2QQ. 

Wenn  man  einen  einigen  casum  gefunden,  quo  formula 

XX  -f  eyy  fit  aequalis  dato   numéro  A,    so   kônnen   darau^ 

infiniti   alii    in  fractis  scilicet   gefunden    werden.    AU  wenn 
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LETTRE    CLIX. 


EULER     à    GOLDBACH. 

S  o  M  M  A  I  B  B.  Mdme  lujet.  DtfTeloppements  ult^îeart.  Intégration  d*ëqnatSon»  dif- 
férentîcllet  analogue!  à  celle  de  Rîccatî.  Sommation  d*£a]er  à  1* Aca- 
démie de  Pivis  et  lettre  da  comte  d*Argenion.  Sommation  d*unt  ttfrlt 
qui  ae  rencontre  dana  le  tome  II  de  la  Mécaniqae. 


Berlin  d.  29.  Aogint  17SS. 

£s  muss  allerdingt  die  reductio  numeri  primi  1  -f-  4/*  ad 
formam  PP  '\'  QQ  pro  possibili  gehalten  werden,  ungeacht 
keine  Regul  gegeben  werden  kann^  in  jedem  Fall  die  qua- 
drata  PP  und  QQ  selbst  zu  finden^  sondern  die  Sache  auf 
blosses  Probiren  ankommt  Ich  batte  aber  dièses  nur  ange* 
fùhrt  um  zu  zeigen^  dass  um  dièses  theorema  zu  beweisen^ 
quod  1  -f-  kfzzPP-\'  QQ,  die  Démonstration  nieht  aus  der 
wirklichen  Resolution  hergeleitet  werden  kônne.  Nehmlich 
dato  numéro  y  in  génère  ^  balte  ich  fur  unmôglich  die  Zah- 
len  P  und  Q  per  /  zu  bestimmen.  Eben  so  verhalt  sich 
auch  die  Sach  mit  diesem  theoremate,  quod  1  -f-  8/*= 
iPP-^QQ   (wenn    nehmlich  l-4*8/ein  numerus  prunus 
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Ut  Mt  pp^ieqq -^  1 

si  Mt 

erît 

et 

e  =  2 

^  =  2 

p-3 

*=3 

^=4 

p  =  2 

«  =  5 

^=* 

/»  =  9 

e  =  6 

7  =  2 

P  =  5 

e  =  7 

7  =  3 

p  =  8 

e  =  8 

7  =  1 

P  =  3 

e  — 10 

7-« 

p=l9 

e=U 

^  =  3 

p=:10 

e  =  12 

7-2 

p  =  7 

e_13 

^=180 

/»  —  69* 

etc. 

Dièse  Tabelle  entbâlt  die  klcinsten  Werthe  fur  p  et  q, 
welcbe  durch  die  sogenannte  Pellianische  Méthode  gefunden 
werden.  Dièse  Méthode  ist  aber  ziemlich  bescbwerlich,  wenn 
die  Zabien  fur  p  und  q ,  wie  bej  dem  casu  e  =:  1 3  geschiebt, 
gross  werden,  und  ich  babe  Mittel  gefunden  dîeselbe  sehr 
abzukûrzen.  Denu  es  gesobicbt  in  cinigen  Fàllen^  dass  die 
kleinsten  Zahlen  p  und  ^  ungebeuer  gross  werden,  aïs  wenn 
e  =  61 ,  so  ist  ^  =  226153980  und  p  —  17663190V9;  — 
wenn  e  =  109,  so  ist  ^  =  15U0<^2(h<^55100  und 

p=:  1580706719862*9. 

Ew.  baben  vormals  auch  solche  Zablcn  D  -[-  A  oder 
D-|-2A  in  Betracbtung  gezogen,  und  neulicb  haben  mich 
dieselbcn  auf  curieuse  tbeoreniata  exclusiva  geleitet.    Als 

I.  Gum  non  omnes  numeri  sint  aggregata  ex  quadrato  et 
trigonali,  seu  formae  D  -|-  A,  dantur  infiniti  numeri  in  bac 
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aa-Ji-ebbzizN,  ponatur  x-^za  -^^pz  et  y=:b  —  qz,  fietque 
aa  -}-  2apz  +  ppzz  +  ^bb  —  2ebqz  -|-  eqqzz  zn  iV;  at 
aa  -f  ebb  r=  N,  ergo  2apz  -f-  ppjzz  —  2ebqz  -|-  eqqzz  zn  0, 

unde  fit  2rz: q- ^»  Ergo  sumendo  pro  p  et  q  numéros 

..  eaqq-X'^ebpq'^app    .  bpp^ebgg-{-1apg 

quoscunque.  ent  xzzi — ^-^-^ — ,-^ ^et  r=:-^-^- r^--^^ — ^  • 

Wenn  aber  e  ein  numerus  negativus,  so  kônnen  aus  einem 
einigen  casu  aa  —  ebbzzzN,  in  integris  invento,  infiniti  alii 
etiam  in  integris  gefunden  nverden^  nvelches  ich  also  kûrz- 
lich  zeige: 

TTieorema.  Si  fuerit  aa  — ebb  zn  N,  tum  infiniti  easus 
in  numeris  integris  a;  et  j  assignari  possunt^  quibus  fiât 
XX  —  eyy  zn  N  (dummodo  e  non  sit  numerus  quadratus). 

Démonstration  Quicunque  sit  numerus  e,  dum  non  qua- 
dratus^ semper  assignari  possunt  numeri  p  et  q,  ut  sit 
pp  —  eqqzz:  i  ^eu  ppzzz^eqq-^l.  Gum  jam  sit  per  hypo- 
thesin  aa  -  ebb  zzz  N,  erit  quoque  {aa  —  ebb){pp — eqq)  zz:  N. 
At  est  {aa  —  ebb)  {pp  —  eqq)  zzz 

aapp  —  ebbpp  —  eaaqq^  eebbqqzzz 
{ap  ±  ebq)^  —  e  {bp  ±  aq)^. 
Gapiatur   ergo  x  zz:  ap±  ebq  et  yzzbp±  aq,  erit 

XX  —  eyy  zzz  N. 

Jam  quemadmodum  ex  primo  casu  xzza  et  yzzzb,  hinc 
duo  adeo  novi  sunt  inventif  ex  his  simili  modo  porro  novi^ 
ex  iisque  deinceps  alii  in  infinitum  elici  poterunt.  Q.  E.  D. 

Die  ganze  Sache  konimt  also  darauf  an,  dass  pro  quo- 
vis  numéro  e  die  Zahlen  p  und  q  angegeben  werden,  ut 
9it  ppzzzeqq-^  i,  welches  in  numeris  integris  allzeit  ge- 
scfaehen  kann,  wie  schon  Pell  und  Fermât  gezeiget.  Dazu 
kann  beygetetzte  Tabelle  dienen. 


Vt«-n  , 

,     ,         ,  2abx    »*     dx 


Porro  stt  n  =:  2 ,   et  i  =r  2,   integralnlw  erit  baec  aeqnatio 
(poncndo  a  =  l,  6r=i)  d y -{•  y ydx  z:z  .j-^ — rj»    e«t  vcro 

intégrale  y=(,_^^)(,+,^^^,^*)- 
m.dy^yydx=^<^'*±;^^:r''; 

TV.  dy^yydx  =  ^^^; 
V.  Haec  aequatio 

semper  est  integrabilU  quoties  sumto  pro  î  numéro  integro 
quocunque  fuerit 

fi  =  i{i  +  1) riri  —  (2i-|-  i)n{X—u)  -j-  A  -f  i^  —  2Xv. 

So  viel  ich  weiss,  geniesit  hier  Niemand  die  Postùreyheit 
und  so  lang  ich  hier  bin,  hat  mich  meine  Correspondenz 
jàhrlich  wohl  200  Rthlr.  gekostet  Ich  gebe  aber  for  keine 
Briefe  das  Postgeld  mit  groMeren  Freuden  aus,  aïs  die- 
jenigen^  welche  von  Ew.  zu  erhalten  die  Ehre  habe,  und 
wùnschte^  dass^  wofern  solches  ohne  Dero  Unbequemlichkeit 
gcschehen  kônnte^  ich  dièses  Vergnùgens  ôfters  theilhaftig 
werden  kônnte. 

Jùngsthin  hat  mir  die  Kônigl.  Pariser  Akademie  die  Ehre 
gethan  mich  unter  ihre  auswârtige  Mitglieder  aufzunehmen. 
Der  H.  Graf  v.  Argenson  hat  mir  dièse  Nachricht  selbst  îo 
einem  Schreiben  gemeldet,  wovon  ich  die  Freyheit  nehrac 
Ew.  eine  Copie  beyzulegen,  Euler. 


<! 
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forma    non   contentî,   ejusmodi    numerifs  si   fuerit  n,    tum 
numerus  8  n  -f-  i  certe  non  est  primus. 

IL  Infiniti  ilantar  numeri  in  forma  D  -|-  2  A  non  con- 
tentL  Sit  n  hujusmodi  numerus^  et  kn'\-  i  certe  non  erit 
numerus  primui« 

Letztens  bin  ich  ungefahr  auf  dièses  problema  gefallen: 

Inyenire  aequationem 'cubicam  x* — Axx-^-Bx — CrrO, 
quae  babeat  omne»  suas  radiées  rationales,  et  in  qua 
coëfficientes  A,  B,  C  sint  numeri  quadrati.  Vel  si  p, 
q,  r  sint  ejus  radiées^  eas  ita  eomparatas  esse  oportet^ 
ut  primo  p  -}-  7  •+-  r,  secundo  pq  -^-pr-^-qr  et  tertio 
pqr  sint  numeri  quadrati. 

Ich  bake  diètes  problema  um  so  yiel  schwerer,  da  ich 
glaube;^  dass  fur  p,  q,  r  nicht  wohl  kleinere  Zahlen  gefun- 
den  werden  kônnen,  als  dièse:  p  =  252782198228^  qzz: 
163378081H00,  r  =  3ï7lk7ïl 058973. 

Icb  habe  neulich  wieder  einige  Untersuchungen  uber 
solebe  IKffereiitialaeqttatioiïen ,  dergieicben  die  Riccatiana  ist> 
angettellt^  welche  sich  mir  in  gewissen  FâHen  integriren 
laMen.     Wenrt   nun    for  i  em"  numerus   integer  quicunque 

■ 

angenommen   wird,    so    sind   fo^etlde    aequationes    immer 
integrabel: 

U.  dy  -|-yjrfx=:^'''^*><'''  +  "^^y'""'^%   vel  W 

(a  — ix") 

aequatîo   dy  -{-  yydx-n  '^^^ ^  toties   est  integrabilis^ 

(a— ^x**) 

qmoties  fuent   n  n     ^  ^ — '  ^.     \^  *    Ita   si   1  rr  2, 

m  :=:  3   erit   n  =i  — -^^  ;    unde   integrabili»    haec    aequatio 

40 


,     .         ,  2abx    »»     dx 


Porro  sit  n  =  2  ,  et  i  =  2,  integrabili»  erit  haec  aeqnatio 
(poncndo  a  =  i,  6:=!)  <^/  + JJ*'^  ^^yT-:;^ — ^î»  e«t  voro 
intégrale  j=^.^__^^j-j-^__-^^. 

V.  Haec  aequatio 

;i(;i-i)M-M.«*x"+«'(«'-i)A*x*"    , 

rf/  4-  rr  ^^  =  - —     .x(a+5T"j> — ' ^*' 

semper  est  integrabilis  quoties  sumto  pro  i  numéro  integro 
quocunque  ftierit 

fi  =  i[i  +  1) riri  —  (2î-|-  1) n {X—u)  ^X^i^  —  2Xv. 

So  viel  ich  weiss,  geniesit  hier  Niemand  die  Pottfireyheit 
und  so  lang  ich  hier  bin,  hat  mich  meine  Corretpondenz 
jàhrlich  wohl  200  Rthlr.  gekostet  Ich  gebe  aber  fiiir  keine 
Briefe  das  Postgeld  mit  groMeren  Freuden  aus^  aïs  die- 
jenigen^  welche  von  Ew.  zu  erhalten  die  Ehre  habe,  und 
wùnschte^  dass^  wofern  solches  ohne  Dero  Unbequemlichkeit 
geschehen  kônnte^  ich  dièses  Vergnûgens  ôfters  theilhaftig 
werden  kônnte. 

Jùngsthin  hat  mir  die  Kônigl.  Pariser  Akademie  die  Ehre 
gethan  mich  iinter  ihre  auswârtige  Mitglieder  aufzunehmen. 
Der  H.  Graf  v.  Argenson  hat  mir  dièse  Nachricht  selbst  in 
einem  Schreiben  gemeldet,  wovon  ich  die  Freyheit  nehrae 
Ew.  eine  Copie  bejzulegen,  Euler. 
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werde^   wenn  er  die  Mûhe   nehmen    wird  seine  pièces  zu 
soickem  Ende  einzusenden. 

Yor  die  mir  communicirten  merkwurdigen  theoremata 
sage  ich  schuldigsten  Dank,  und  ob  ich  gleich  wenige  Hoff- 
nung  habe^  dass  ich  dieselben  jemais  pro  dignitate  werde 
betrachten  kônnen»  so  ist  es  mir  doch  sehr  Iieb>  dass  Ew. 
noch  immer  fortfahren  solche  schône  découyertes  zu  machen. 
Mir  ist  seit  meinem  ietztern  Schreiben  nickts  sonderliches 
eingefallen.     Was  aber  die  seriem 

*— xH--TT TTTi h  etc. 
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belrifil^  so  kann  ich  mich  zwar  nicht  erinnem  seibige  schon 
gesehen  zu  haben,  es  ist  aber  deren  summa  ganz  offenbar. 
Eine  andere  Bewandniss  hat  es  mit  den  seriebus^  deren  de- 
nominatores  in  certis  casibus  =  0  und  folglich  die  summa 
seriei  infinité  magna  werden  kann. 

Goldbach. 

P.  S.  Theorema:  Si  sit  aa'\'bb=:PP'\-eQQ,  ubi  P  et  Q 
rationales^  erit  etiam 

aa  +  ((2c+l)&— eP—eQ)*  =  AfJlf-l-«iViV, 
ubi  Met  N 
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LETTRE    CLX. 


GOLDBACH     à     EULER. 

SoMMAifti.    PëlkîutioBâ  à  Pooeafimi   de  U  nominadon  d*Eal«r,     Mb  fl»- 
porté  par  ton  fila.    Sommation  il*«n  atfria»    Thlarèma  ém 


St.  Petertbaïf  d.  0*  Docomber  17M. 

£w.  gratulire  ich  zuvôrderst  zu  der  erhaltenea  Stelle  einei 
Académicien  honoraire  bey  der  Parisischen  Acad«  d.  sciences 
und  danke  Deroselben  fur  die  mir  ubersandte  Copie  von 
dem  Briefe  des  Mr.  d'Argenson.  £s  fehlet  aber  dabey  dai 
Beste,  nehmiich  Ew.  Antwort,  welche,  wie  ich  gàiizlich 
glaube^  sehr  wohl  abgefasset  und  digne  de  l'approbation  des 
Quarante  seyn  wird.  Ferner  gereichet  e»  mir  zum  grossen 
Vergnûgen,  dass  Dero  âltester  Herr  Sohn*)  da»  praemium 
bey  der  hiesigen  Akad.  d.  Wiss.  erhalten  bat;  ich  zweifle 
im    Geringsten    nicht^    dass    solches  noch  ôfters   geschehen 

^)  Jean-Albert    Euler,  plus  tard  secrétaire  perpétuel  de  rAcadémie  de 
St.- Péter sbourg.  U  éUit  le  filleul  de  Goldbach. 
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werde^   wenn  er  die  Mûhe   nehmen    wird  seine  pièces  zu 
solchem  Ende  einzusenden. 

Yor  die  mir  communicirten  merkwûrdigen  theoremata 
sage  ich  schuldigsten  Dank,  und  ob  ich  gleich  wenige  Hoff- 
nung  habe^  dass  ich  dieselben  jemals  pro  dignitate  werde 
betrachten  kônnen»  so  ist  es  mir  doch  sehr  lieb^  dass  Ew. 
noch  immer  fortfahren  solche  schône  découyertes  zu  machen. 
Blir  ist  seit  meinem  letztem  Schreiben  nichts  sonderliches 
eingeiallen.    Was  aber  die  seriem 

"T  —TT TT^i r  etc- 
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belrifft^  so  kann  ich  mich  zwar  nicht  ertnnem  selbige  schon 
gesehen  zu  haben,  es  ist  aber  deren  summa  ganz  offenbar. 
Eine  andere  Bewandniss  hat  es  mit  den  seriebus^  deren  de- 
nominatores  in  certis  casibus  =  0  und  foiglich  die  summa 
teriei  infinité  magna  werden  kann. 

Goldbach. 

P.  S.  Theorema:  Si  sit  aQ'\'bbz=:PP+eQQ,  ubi  P  et  Q 
rationales^  erit  etiam 

ûa  +  ((2c+l)&— eP-.eQ)*  =  AfJlf-l-«iViV, 
ubi  M  et  N  rationales. 
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LETTRE    CLXI. 


EULER    à    GOLDBACU. 


SoNMAir.fi.     Critique  du  Uiëorèroe  prt^cedeni. 


Berlin   ci   ô.   Januar    1756. 

Ich  habe  nun  schon  eine  geraume  Zeit  so  viel  andere  Ge- 
8rhUfte  gcliabt^  da8s  ich  an  numerische  theoremata,  der- 
gleiclien  ich  Ew.  das  letzte  Mal  vorzulegen  die  Ehre  gehabt, 
nicht  habe  denken  kônnen.  Die  partes  mathescos  applicatae 
nehmen  mir  die  meiste  Zeit  weg,  wo  es  immer  mehr  zu 
untersuchen  gibt,  je  mehr  man  damit  umgeht.  Weil  nun 
mein  Kopf  mit  so  viel  andern  Sachen  angefûllt  ist,  so  mag 
das  wohi  die  Ursach  seyn^  dass  ich  mich  in  das  von  Ew. 
(ommunicirte  und  nach  der  Hand  verbesserte  theorema  nicht 
fînden  kann.  Vielleicht  haben  Ew.  vergessen  noch  einc 
wescntlichc  Condition  hinzuzusetzen. 
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Das  theorema  war  :    Si  «it  aa-|-66niJP*-f-cQ*  erit  etiain 
ao^((2e+l)6— eP— eQ)*=Af*4-«iV^. 

Weil  ich  den  Grund  desselben  nicht  einsehcn  konnte^  so 
habe  ich  die  Richtigkeit  desseiben  durch  Exempel  erfor- 
fchen  wollen. 

L  Da  l*4.**=:17  =  3*  +  2.2*,  so  îst  a  =  l,  b—k. 
Pz^3,  Q=:2  und  ezzz2,  also  mûsste  seyn 

1*4.(5. ^_2. 3—2.2)*=!*+ 10*=101=i:M*+2iV% 
welches  unmôgiich  ist. 

n.  Da  9*  +  4*3:97  =  7*  +  3.^*,  sois!  a  =  9,  b=Lk, 
P:zz7,  Qzz:k  und  e=:3^  aiso  mùsste  seyn 

9»4.(7.4_3,7_3.*)»=9»+5»— 106=M*+3iVS 
"welches  ebenfalh  unmôgiich  ist 

Da  ich  nun  nicht  einmal  ein  Exempel  finden  kann, 
"welches  eintrafe^  so  schliesse  ich  daraus^  dass  eine  gewisse 
Bedingung  in  den  Zahlen  a,  b,  P  und  Q  musse  weggelassen 
teyn^  welche  ich  aber  nicht  ausfindig  machen  kann. 

Euler. 
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LETTRE    CLXII 


GOLDBACH    à    EULER. 


SoMMAlftE.     Amendement  4  ce  tWorèmc 


St.  Petersburg  d.   34.   Januar   1750. 

So  leid  es  mir  ist^  dass  ich  Ew.  durch  mein  unrecht  abge- 
schriebenes  theorema  einige  Mûhc  verursacht  habe ,  so  lieb  ist 
es  mir  hingegen»  dass  sic  selbiges  Ihrer  Untersuchung  werth 
gehalten ,  denn  wenn  Sie  nichts  darauf  geantwortet  hàtten, 
wùrde  ich  auch  gewiss  nicht  mehr  daran  gedacht  haben, 
Nachdem  ich  solches  aber  auf  Dero  Veranlassung  wieder 
ùbersehen^  so  habe  ich  zuletzt  bemerket,  dass  es  unendiicfa 
generaler  gemacht  werden  kann^  und  der  bey  einer  andern 
Gelegenheit  von  mir  angefûhrte  Vers:  Si  non  errasset ,  Jece- 
rat  ille  minus  findet  hier  abcrmal  Statt.  Es  soll  heissen: 
Si  aa'\'bbzzz.PP  -]-  eQQ,  ubi  P  et  Q  sint  numeri  ratio- 
nalcs^  potcrit  etiam  ficri 
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aa  +  {b-\-2em{mb—mP—Q))*=zMM-\-eNN, 
ita  ut  M  et  ^  tint  rationalet,  modo  pro  m  tumatur  numerus 
rationalis.  In  dem  von  Ew.  angefiihrten  er&ten  Exempel, 
woselbct  0=1,  bz^kf  P  =  3,  Q=â  und  e  =  2,  wird 
!•-!-**=  3' 4- 2. 2*,  ergo  etiam  i*+(*4-^mm— Sm)*  seu 
l»_)_2*(m  — l)*=MM4-2iVi\r  de  quo  dubitare  nefat.  In 
dem  andem  exemple,  wo  a=^9,  6=^,  P^zl,  Qzizkf  e::=3, 
oder  9*-!-*»=: 7* -1-3.*»  wird 

9» -t- (*  — 2*  m  —  i8  mm)' = M»  +  3iV», 
welches  glàch&lls  eiue  genviste  Wahrheit  itt    So  oft  nun 

aa-^(b-{-2em(mb—mP—Q))* 
ein  numeni»  primus  ist,  ra  kann  er  diète  Foim  MM-\-  eNN 
faabcn,  wenn  gleich  aa-\-bb  kein  numerut  primut  itt .  .  .  . 

Goldbach. 
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LETTRE    CX,XIII, 


EULER   à    GoLDBACH. 

S  O  M  «  A  I  ■  E.     QnMtîoii  relative  au  roulis  et  au  tangage.     Remarques  «tf  k  tktf»- 
rème  précédent. 


Berlin  d.    10.    Februar    1756. 

Noch    hat    unser  Joh.   Albert  keinen   Prei»    bey   der 

Parîser  Akademie  erhalten.  Der  Name  desjenigen^  so  im 
vorigen  Jahre  den  Preis  erhalten,  wurde  nicht  sogleich  bc- 
kannt  gemacht;  man  wusste  nur>  dass  es  ein  junger  Mensch 
war,  welches  vielleicht  zu  der  Ew.  hinterbrachten  Nach- 
riclit  Ânlass  gegeben  haben  mag.  Es  ist  mir  aber  seitdem 
die  Preisschrift  selbst  zugcschickt  worden,  deren  Verfasser 
M.  Ghauchot^  sous -constructeur  de  vaisseaux^  genannt  vi'vcd, 
welcher  aber  bald  darauf  gcstorben  sejrn  soll.  Die  Frage 
war:  Diminuer  le  plus  qu'il  est  possible  les  mouvemens  de 
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roulis  et  de  tâtigage  d'dn  navire  etc.  Da  aber  die  obge-- 
meldte  Schrift  kein  vôlliges  Genùge  geleittet,  so  ist  eben 
dieae  Frage  necbmals  auis  kùnftîge  Jahr  vorgdegt  Worde^ 
wcyrober  wir  jetzt  wûrklicb  arbeiten.  Von  meiner  Dank*^ 
aagung  an  des  Hm.  Comte  d'Argenson  Excellenz  kabe»  îdk 
so  wenig^  als  von  allen  meinen  Briefen  eine  ilbicbriR  be- 
halten.  Sie  war  scblecht  gerathen ,  und  aiso  nicbt  wobl 
môglieh  viel  darin  zvl  verbessem.  Mir  bat  sie  am  wenigsten 
gdfsdlen^  uiid  deswegen  wolh'  icb  kein  Andenken.  ddviMK 
aufbebalten. 

Bw.  theorema,  dass^ ' wenn  aa^j- bb m PP -f- ^ QQ*  ^ueb 
aa'\-{b'^2em\mb^mP—Q))^z=:MM'^eNN  sey,  h«t 
seine  vôUige  Rièhtîgkeit  tind  ist  deswegeli  sehr  merkwwdig; 
dass  dàdurch  dièses  problema  solvirt  werdenkann-: 

Datis  duebus  quadratps  aa  et  bb,  qnomim  sunutia 
tii  miflierûjs  formae  P'4'^Q^>  invenire  iîifinita,  alik 
qoadrata  4oco  ^i^.onibstituehda^  quae  priori  lOb  addîti 
stimmâm  exhibeant,  quae  pariter  sit  numéros  formae 

Hier  wird  also  das  ersterfe  quadratum  aa  beybebalten  und 
anstatt  des  andem  bb  unendlich  viel  andere  Wertke  ange* 
geben^  dass  die  Summ  allzeit  in  dieserfV>rm  /??-f-e*Q^  ent- 
halten^  *se]r.  Man  kônnte  also  das  problema  noch  generaler 
also  proponiren: 

Proposita  summa  duorum  quadratorum  aa-\-'bb,  quae 
sit  numerus  formae  P^  -f-  6  Q^^  invenire  infinitas  alias 
binorum  quadratorum  summas  xx-^yy^  quae  in  eadem 
forma  contineantur; 
wovon   icb  folgende  Solution  gefunden:   Gum  sit 

fribuantur  numeris  x  et  y  sequentes  valores 


—    6*2    — 

x-=La{ii-\'evv'\'rr--'Ss)'^^2r{bx—Pt'~€Qu) 

y:z::b{tt^eifv — rr^ss)^Ès{ar — Pi — eQv) 
ubî  quidetn  pro  Utteris  r,  s,  t,  i^  numéros  quoflcimque  usa- 
père  licet    Tum  autem  utique  erit  xœ-^-yyz^M^^eN^; 
fiet  enim 

JtfsiPCrr-l-M+ÉÉ  — ei^i^)-f  a<(«Qi^  — or  — fc?) 
et 

iV=Q(rr  +  M  — «  +  6i^i^)-f  ai^(PÉ~ar  — fcj). 
Solehergettak  werden  niehl   mur  unendlich  viele»   sondern 
sogar  aile  môgliche  Werthe  fur  x  und  y  gefundoo. 

In  4icsem  problemate  wird  yorausgesetzt,  daat  tchon  ein 
casus,  da  aa 4-^66  tz:P^-|-éQ^  bekannt  sejr,  um  daraus  aile 
ûbiîge  zu  finden;  allein  dièses  iit  auch  nicht  einmal  nothig, 
sondern  proposito  numéro  e  quocunque,  kônnen  iinmittRlhar 
aile  môgliche  sununae  binorum  quadratorum  angegeben  wer- 
den^ weldie  sugleich  in  der  Foim  P^-^eQ^  enthaîten  sind. 
Man  nehme  nehmlidi  sogleich  azzzexx^^yy^^zz  und 
6=:2jis,  so  wird  aa-^bb^iiexaï — yy — zz)*-^e(2xz)\ 
Weil  nun  x,  y  und  z  nach  Belieben  angenommen  werden 
kônnen^  so  erstreckt  skh  dièse  Solution  auf  aile  môgliche 
Fâlle  und  scheinet  also  vor  der  vorhergehenden  keinen  ge* 
ringen  Yorzug  zu  haben. 

Euler. 
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LETTRE  CX.XIV. 


GOLDBACB    k   EuLEli. 


Son  II  Al  RI.     Même  Mijet. 


"•^•••^^^^—^•^•■ipw*»*^ 


St.  Pètertbiiri  d.  29.  MUn  t766. 

Ifie  von  Ew.  angefuhrte  aequatio 

aa  -j-  66  =  {exx  —  y  y  —  zzf  +  e{2xz)^ 
irt  aos  lUMerer  vorigen  correspondance  schon  bekannt^  wel- 
cher  Umstand  Deroselben  yieileicht  entfallen  ivar.  Sonst 
habe  ick  auch  noch  einen  andem  hierher  gehôrigen  lusum 
naturae  bemerkt ,  nemlich  wenn  1  4"  * ^f§ ^^^PP-^-cQQ, 
crit  etiam  i'\'he{fg'\'e//yyxx)={P—2efyx)^-^e{Q—x)^ 

powta  aczn^^ip^;    so  oft  nun  e{g-\-e/yyxx)  ein  nu- 

merus  quadratus  ist  (posito  valore  dicto  ipsins  x),  so  oft  kann 
PP-\-eQQ  in  dièse  Form  verwandelt  werden  MM-\-fNN, 
existentibus  M  et  N  rationalibus,  denn  es  wird  seyn 

M={P  —  2e/yx)  und  N=Q  —  x. 

Goldbach. 


p.  s.  d.  27  Mârz  1T56.  Es  scheinet,  dass  die  Ueber- 
eilungsfehler  bey  mir  in  den  Briefen  an  Ew.  je  langer  je 
gemeiner  werden,  wie  es  in  dem  letzten  abermal 

x=*/^y  +  2Q  und  nicht  x=i^t^ 

hâtte  heissen  soUen,  welches  ohne  Beschwerde  zu  corrigiren 
bitte.  Im  ûbrigen  wird  vielleicht  dièses  raisonnement  zum 
Beweise^  dass  ein  numerus  primus  von  dieser  Fonn  i-^hefg 
in  PP -{-eQQ  verw^nd^lt  wer4en  kaim,  etwas  beytragen: 
Si  positis  e>y,  g'ratîbnalîbus^  fie/i  potést 

ita  ut  P  et  Q  sint  rationales,  poterit  etiam  fierî 
i  +  ke/g^MM-^/NN^RR  +  gSS 
ita  ut  M^  N,  R,  S  sint  rationales  (cum  in  numéro 
^  "H  ^  e/g  numeri  e^  et  g  sint  natura  sua  permutabiles). 
Âtqui  in  quo vis  numéro  primo  l-^-ke/gzzzaa-^bb 
verum  est  prius  (nam  poni  potest  e:iz,i,  Pz^a,  Q=6), 
ergo  et'  posterius. 
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LETTRE   CLXV. 


EULER     à     GOLDBACII. 


S  o  M  M  A  t  R  c.      M^ine  sujet. 


Berlin  d.   17.  Aprîl   1756. 

lli»   hat  «eiiie    vullige   Richtigkcit,    dass  wenn    1  -ifkefgziz 

{P  -  2efyxf  +  e(Q -  x)«  =  1  +  kef{g -  efy^x") 
posita  X. -zzkfP y -^  2Q,  und  aiso  auch  daa»,  »o  oft 
éf  (g- -[- e/j*  oc*)  ein  quadratum  i»t,  dièse  Form  inM^-}-y7V* 
verwandelt  werde.  Hieraus  aber  môchte  wenig  zu  folgern 
«eyn.  Denn  da  e,f,  g  numeri  inter  »e  primi  zu  seyn  pfle- 
gen,  »o  sind  dîe  factore»  e  und  g  ^  efy^x^  inter  »e  primi, 
foiglich  kann  ihr  Product  kein  quadratum  seyn;  es  wàre 
denn^  dass  man  fur  y ,  x  numéros  fractos  zulassen  wollte^ 
in  welchem  Fall  man  sich  in  noch  grôssere  Schvvierîgkeiten 
verwickelii   wùrde.     Denn  es  sey  ezz2,yn:5  und  g  zz:  1 , 


—     6^6     — 

aUo  i  +ie/g=M=3^  +  2.**.  Dahero  P=3  iind  Q=k. 
Nun  nehme  man  xz=:^fPy'\-2Qz=,60y-\-S,  »o  ht  aller- 
dingg  l  +  *0(l+10j*x*)  =  (3  — 20jx)*4-2(4  — jPj^  E» 
wâre  also  die  Frage,  ob  e(g-4-e/y*Jc*)=:2(l  +  lOj^oc*)  ein 
quadratiim  seyn  kônnte,  welche»  aber  unmoglicli  i»t,  so 
lang  fur  x  und  j  nur  niimeri  integri  angenommcn  werdeii. 
WoUte  man  aber  auch  Bruche  zulassen,  und  ftir  ,x  seinen 
Werth    60/4-8    sctzen,    so    wîire   ja;  iz  60j*  +  8j,     also 

}*x*iii3600}'*  +  960/' 4"  ^'*^JJ>  ""^  dahero  geriethc  man 
auf  dièse  Frage,  ob  folgende  Formul 

72000  r*  + 19200/  -i-  1280j^  -[-  2 
ein  Quadrat  seyn  kônne.  VVenn  sich  aber  auch  solches  nach 
vieler  Mùhe  tinden  soUte,  so  sehe  ich  nicht,  was  man  da- 
niit  gewonnen  hàtte.  Inzwischen  ist  aber  gewiss^  dass  dièse 
Formul  auch  in  gcbrochcnen  Zahlen  niemals  ein  Quadrat 
werdcn  konne.  Denn  cher  man  noch  den  Werth  fur  x  snb- 
stituirt^  so  setze  man  yx:izm,  also  2-|-20m*zzn.   Ferner 

n  5 

mrr  — >  folglich  2-|--r-'*'*  =  l^  oder  5/in-}-8rrn,  weh-hes 
oiFenbar  unmôglicli  i.st. 

Das  von   K\v.  angcfùhrte  Arjçmncnt,  dass  wenn 

auch  seyn  musse  i '\- k'ej'{^:=z  i\P -{-jW^zn  R"^ -^  gS'^ ,  weil 
kein  Grund  vorhanden  wiire,  warum  eino  solche  AufLosunt; 
bey  cinem  der  Factorcn  e,J',  g  mehr  Platz  haben  soUte,  als 
bcy  dcn  andern>  wûrdc  in  der  Mctapliysir  fiir  oine  herr- 
lirhc  Démonstration  passiren  konnen^  \vo  man  sich  mit  Bp- 
weistliûmern  zu  bcgnùgen  pflegt,  welchc  bey  weitcm  nicht 
so  btindig  sind.  Âllein  in  der  Mathematic  kommen  mir  der- 
glcichen  Schliisse  immcr  verdiichtig  vor.  E\v.  dehnen  zwar 
dioscn    Satz   auf  aile   numéros   rationalos  libcrhaupt  ans,    in 


welchem  Fall  ich  dentelben  fïlr  vrahr  halte  ^  wenn  nar 
1  -\-  ^^/g  ^n  nuinerus  primus  ist;  welcke  nothwetidige  Be* 
dingung  gldchwohl  im  argnmento  nicht  enthaltea  ist»  und 
aach  nîcht  erhellet,  wamm  dietdbe  hinzugetetat  werden 
âollte.  Ofane  dièse  Bedingung  aber  ifl  der  Satz  fiikdi^  demi 
1-f  %.1.5  ist  wohl  =/^-^5(f  und  dock  ist  1  +  ^.1. 5  = 
Af^-f-l.iY^  nnniAglich.  Hemadi^  wenn  man  auch  Mklei 
ftnde^  die  Bedingnng^  dass  t  -^^^/g  ein  numerus  primus 
sejn  mûtse^  in  den  Beweis  einzuflechten>  so  aehe  ich  keinoi 
Grundj  warum  der  Satz  nicht  auch  wahr  seyn  soUte^  wenn 
for  Pf  Q,  M.  N,  B,  S  nicht  nur  numeri  rationales^  ton- 
dem  auch  integri  genommen  wùrden;  denn  wenn  die  Ré- 
duction 1 -l-^-c/g^i/^-j-cQ*  in  integris  Platz  hat,  so  ent- 
hâlt  der  angcgebene  Beweis  keinen  Grund^  warum  die  an- 
dem  Reductionen  nicht  auch  in  integris  Platz  haben  soUten. 
AUein  in  diesem  Fall  ist  der  Satz  nicht  mehr  der  Wahr- 
heit  gemass^  wie  aus  diesem  Exempel  erhellet:  Es  sey  e=z3> 
yrrS,  g:^ii,  so  wîrd  1 -j-^-c/g^^GGl  (numéro  primo). 
Nun  ist  zwar  661  =  19*+3.10*und  auch  661  =  16*+5.9*; 
doch  aber  kann  die  dritte  Resolution  661  zizIP -\-ii.S^  in 
integris  auf  keinerley  Art  bestehen.  In  Brùchen  findet  dieselbc 

aber  Statt^  indem  661  ^zT-r-)  +1*  ("ô"}  î  woraus  klar  ab- 

zunehmen^  dass  in  dergleichen  ratiociniis  die  grôsste  Behut- 
samkeit  gebraucht  werden  musse.  Ich  habe  solches  bey  eini- 
gen,  ùber  einige  theoremata  Fermatiana  gegebenen  Démon- 
strationcn  zur  Genûge  erCahren.  Als  z.  Ex.  war  der  Beweis 
sehr  leicht^  dass  wenn  zwey  summae  duorum  quadratorum 
mit  einander  multiplicirt  werden,  das  Product  auch  eine 
summa  duorum  quadratorum  seyn  musse,  indem 

(00 -I- bb)  (ce  4-  rfd)  =  (ûc  ±  bd)^  +  {ad  Zf:  bcf. 

Corr.  math,  tt  fihyi.  7.  /.  ^| 


Wer  sollte  nun  daraut  nicht  sckUeUsen^  data  wenn  eîne 
•uroraa  duonim  quadratonim  durch  eine  andcsre  auminani 
duorum  quadratorum  getheilt  werden  kann^  der  Quotient 
nicht  auch  eine  summa  duorum  quadratorum  aejn  mûsae? 

Die  Sache  iat  zwar  wahr;  allein  der  erwahnte  Sehluas  iit 
unrichtig,  denn  wenn  derselbe  richtig  wâre,  mûsate  auch 
dieter  richtig  aeyn:  Productum  ex  duobus  numerb  paribut 
lemper  est  par  :  ergo  si  numerus  par  per  alium  ait  diviûbility 
quotus  quoque  erit  par;  welchet  doch  offenbar  falach  wâre. 

Euler. 
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LETTRE    CLXVI. 


GoLDBACH     à     EULER. 
SoMMAliiK.    Bi^e  sujet. 


St.  PetersKvrg  d.  18.  Mai   1766. 

TT  as  die  Aequation 

i-\-e/g=PP^eQQzi:MM-^/NN=etc. 
betrifft^  bin  ich  mit  Ew.  einerley  Meinung^  indem  die  Natur 
der  Zahlen  P^  'Q,  M  etc.^  nehmlich  ob  es  numeri  integri^ 
oder  firacti^  oder  surdi  seyn  sollen^  nicht  bestimmet  wird^ 
ohngeacbtet  die  numeri  integri  e,  /  und  g  permutabiles  sind, 
Dasft  aber  die  growe  Zabi  72000/ +192007' +1280// +2 
kein  Quadrat  seyn  kann^  folget  alsofort,  wenn  man  dieselbe 
als  ein  exemplum  regulae  von  ^n-f-2=i=D  betrachtet. 

IndeMen  bekemie  ich,  dass  ich  noch  nicht  recht  einsehe, 
wanim  Ew.  zur  Wahrheit  dieser  Aequation 

i^ke/=:PP  +  eQQ 
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erfordem ,  datt  1  -|-  %  ey*  ein  numerus  primus  sey ,  wenn 
P  et  Q  rationales  «eyn  •oUen^  da  allein  in  dem  cata,  obi 
yzz  e-^-kk  —  1  unzâhlige  Exempel  vorhanden  sind ,  da» 
auch  numeri  non  primi  dièse  Eigentdiaft  haben  konnen^  ait 
posita  ezzk=3,  fit  1 +  *. 3. U  =5*4-3.6*. 

Nachfolgendes  theorema  halte  ich  pro  demonstrabili  :  St 
p^zaa-^-bb  et  ait  1  -{-mQQ  lununa  duorum  quadratomm, 
erit  etiam  pzz:aa-|-66=:PP-|-(ajaî  — mp)  QQ,  ita  ut,  si 
reliqui  niuneri  sint  rationales  >  fiât  etiam  x  rationalis. 

:  V^       '     '    Xîoldbach. 
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LETTRE   CLXVIL 


EULER  à   GoLDBACH. 


BerKn  è,  11.  Joui  17S6. 

Dais  dièse  grosse  Zahl  72000/'+  19200/ -f  1280/' +  2 
kein  Quadrat  seyn  kônne^  folget  nar  alsdann  aus  der  For- 
mul  kn'^2zjzn,  wenn  y  ein  numerus  integer  ist  So  viel 
ich  mieh  aber  erinnere^  begriff  y  auch  numéros  fractos^  iind 
da  wird  allerdings  eine  besondere  Démonstration  erfordert 
Man  darf  nur  dièse  Formul  8xa;-{-2  betracbten^  welche, 
wenn   x  auch   ein   Bruch   .eyn   kann ,   infiniti.   modi.  ein 

Quadrat  seyn  kann^   als  xzz::—,  x:^'^f  etc.  Dass  nun  ein 

Gleîcbes  bey  der  obigen  Formul  nicbt  Statt  finde>  muss  be- 
sonders  bewiesen  werden. 

Dast   ich   zur  Wahrhcit   dieser   Aequation    1  +  ke/z^ 
PP-^eQQ  erfordere,   dass  1  -f^e/  ein  numéros  primus 
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seyn  musse ,  ist  die  Unach^  weii  wenn  1  -^  kefkein  nu- 
merus  primut  ht,  solche  Fâlle  vorkommen^  da  t  -{-  4e/ 
nicht  dieser  Formul  PP  -{-  eQQ  gleich  seyn  kann ;  denn  es 
sey  z.  Ex.  cr=l,yzz5,  to  ist  gewiss  1 -|- ^-c/zz  21  nicht 
gleich  P  P  -^^  QQ.  Inzwischen  gebe  ich  gern  zu ,  da» 
1  +  kefzziPP  -{-eQQ  in  unendlich  vielen  Fâllen  wahr  ist, 
wenn  gleich  1  -f-  %e/kein  numerus  primus  ist.  Wenn  aber 
auch  nur  ein  einiger  Fall  in  contrarium  kônnte  angefûhrt 
werden^  so  \¥âre  dersejbe  hinlânglich  die  Wahrheit  des 
Satzes  zu  zemifh^ea.  ilinffegen>  ^ivqpiji  4ics9  Bedingung  hin- 
zugesetzt  wird^  dass  1  -^-kefein  numerus  primus  seyn  musse, 
so  kann  kein  Fall  in  contrarium  angefûhrt  werden^  wenn 
man  nehmlich  fur  P  und  Q  die  Bruche  nicht  ausschliesst^ 
und  deswegen  glaube  ich,  dass  der  Satz  wahr  sey,  ungeacht 
ich  denselben  nicht  beweisen  kann.  Wenn  aber  die  Bedin* 
gung^  dass  1  -\-k€j*^z  numéro  primo^  weggelassen  wird,  so 
kann  man  sicher  behaupten ,  dass  der  Satz  I  -f*  ^  ^/^' 
PP  -\-  eQQ  nicht  wahr  sey,  weil  die  Anfûbrung  eines  ein- 
?igen  Exempels  in  contrarium  binreichend  ist»  denselbee 
umzustossen. 

Wenn  man  aber  fur  P  und  Q  nur  numéros  integros  zu- 
lâsst,  zuglcich  aber  die  Condition  festsetzt,  dass  1  -|-4.eyeîn 
numerus  primus  seyn  musse,  so  ist  die  Aequation  1  +  4^/ 
zz:  PP  -\-  eQQ  in  génère  gewiss  nicht  demonstrabel ,  indem 
ich  unendlich  viel  Fàlle  in  contrarium  anfùhren  kann.  Ja, 
das  von  Ew.  angefùhrte  Exempel,  dass  l-f-i.S.  ilzi:133  — 
5^  +  3.6*,  ungeacht  133  kein  numerus  primus  ist,  reichet 
eine  Exception  dar,  indem  1  -\-k.d.H  nicht  ist  /^-f-llQ*, 
welches  gleichwohl  seyn  miisste,  wenn  der  Satz  allgemein 
wahr  ware. 


—  es8  — 

Pas  theorema^  so  Ew.  anfïihren^  dass  wenn  pz:zaa-\-bb 
and  i-\^mÇ^  samma  duonim  quadratorum^  auch  seyn  werde 

p=:aa4"^^^=^  +  (^^  —  ^P)  Q^m  wt  nicht  nur  demon- 
strabel>  sondem  man  kann  auch  in  génère  die  Werthe  fur 
P  und  X  anzeigen,  welche  dieser  Â  équation  ein  Genûge 
leiiten.    Denn  es  sey   i  -^mQ^  zzzrr-^ss,  so  nehme  man 

P'^zar — bs  und  a?:^   ^^  ^i  alsdann  wird  augenscheinlich 

aa^bbzn  P^-{-(xx  —  w^pj  Q^  Denn  da 

P^^zaarr  —  2abrs  -|-  bbss 

—  mpQQ(obp  =  aa  +  ^6)  =  — mooQQ  — m66QQ 
folglîch  F*  -|-  (xx  —  mp)  Q*  = 

(ao4-66)(rr-f  w)  — m(aa-|"A6)QQ  =  aa  +  66, 
weil  rr  '-\'SS'^i  -j- mQ*,  per  hypothesin. 

Euler. 
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LETTRE    CLXVIII 


GULER    k  GOLDBACH, 


SoMMàiA^   Problème  du  cavalier  aa  jeu  cW«  échecs. 


Berlin  d.  96.  April  1767. 
(Lettre  de  recommandation,  donnée  à  Aepinus). 

— Die  Erinnerung  einer  mir  vormals  vopgelegten  Auf- 

gabe  hat  mir  neulich  zu  artigen  Untersuchungen  Anlais 
gegeben^  auf  welche  sonsten  die  Analysis  keinen  Einfluss 
zu  haben  scheinen  môchte.  Die  Frage  war  :  Man  soll  mit  ei- 
nem  Springer  auf  einem  Schachbrette  aile  6k  Plâtze  dergestalt 
durchlaufen^  dass  derselbe  keinen  mehr  aU  einmal  betrete.  Zu 
diesem  Ende  wurden  aile  Plâtze  mit  Marquen  belegt^  welche 
bey  Beruhrung  des  Springers  weggenommen  wurden.  Ei 
jvurde  noch  hinzugenetzt,  das8  man  von  einem  gegebenen 
Platz  den  Anfang  machen  solL  Dièse  letztere  Bedingung 
scbien  mir  die  Frage  hôchst  scbwer  zu  machen^  denn  ich 
batte  bald  einige  Marschrouten  gefunden^    bey  welchen  mir 


—    6S5     — 

aber  der  Aniang  muwte  freygelatten  werden.  Ich  sahe  aber^ 
wenn  die  Martchroute  in  se  rediens  wâre,  alto  daM  der 
Springer  von  dem  letzten  Platz  wieder  auf  den  ersten  sprin- 
gen  kSnnte,  altdann  auch  dièse  Schwierigkeit  wegfallen 
wurde.  Nach  einigen  hieruber  angestellten  Yersuchen  hahe 
ich  endiieh  eine  sichere  Méthode  gefunden,  ohne  zu  pro- 
biren»  soviel  dergleicben  Marschrouten  ausfindig  zu  machen, 
ak  man  will^  (doch  ist  die  Zabi  aller  môglichen  nicht  un- 
endlich).  Eine  solche  wird  in  beygehender  Figur  vorgestellt: 
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Der  Springer  springt  nehmlich  nach  der  Ordnung  der 
Zahlen.  Weil  yom  letzten  6k  auf  N.  1  ein  Springerzug  ist> 
so  ist  dièse  Marschroute  in  se  rediens. 

Hier  ist  noch  dièse  Eigenschaft  angebracht^  dass  in  areolis 
oppositis  die  differentia  numerorum  allenthalben  32  ist. 

Euler. 
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LETTRE    CLXIX. 


EULER   à   GOLDBÀCH. 


Sommai RB.     Troubles  de  la  gaerre.  Kottce*  tor  h  fanllle  d* En  1er. 


Berlm  d.  1»,   Jimi   176S. 

^ach  dem  so  schweren  Ungewitter,  welchet  mich  aiister 
Stand  gesetzt^  meine  schuldigsie  Ehrerbietung  Ew.  sckrift- 
lich  zu  bezeugen^  habe  ich  mich  in  der  vôlligen  Ungewisê- 
heit  Dero  Zustands  noch  nicbt  unterstehen  dûrfen  meine 
gehorsamste  Pflicht  bey  Ew.  abzustatten.  Ich  batte  deswegen 
den  Hrn.  Prof.  MùUer  ersuchet^  mir  darùber  die  nôtbigen 
Erlâuterungen  zu  ertheilen.  Um  so  viel  lebhafter  war  dem- 
nach  meine  Freude,  als  ich  vorgestern  Ew.  gutigstes  Schret- 
ben*)  zu  erhalten  das  Gluck  batte  >  und  ich  kann  so  wenig 
mein  Vergnùgen  ûber  Dero  Wohlteyn  als  die  dankbarsten 
Ëmpfindungen  meines  Herzens  ùber  Dero  fortdauernde  ganz 
ungemein  gnâdige  Gesinnung  gegen  mich  und  die  Meinigen^ 

*)  Cette  lettre  manque. 
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fliiit'Wèrfecn  altidrudkèn;  iiHd^  bm  ick  ïlbertifli  hdIdL 

niche  AndenkeB,  detten  Evir.  meinen  âltetteB  Sohn  haben 
vrûrdigeii  wéllen,  innigst  genlhrt,  und  denelbe  iat  ^hrilbèlr 
mach  Yor  Freude  gaoz  autaer  sicfa  teibrt.  Nachdem  ikm  toé 
Sr*  K.  M.  eine  Stelle  bey  «itérer  Akademie  allergfa&digét  ^ 
ertheilet  worden^  so  hat  er  sich  tcbon  vor  eimg€«i  Jahmi 
so  nnaenn  Verf^âgen  verfaeiratbet^  imd  da  tem  fônkbné^ 
men  wegen  der  Kriegsuriroben  noch  sehr  gering,  to  lebt  ér 
mit  seiiier  Fniu  bey  uns  und  wir  haben  die  Frendfe  lein 
arliges  Groaétôcbterkyn  erlebt  zu  haben.  Die^^ttliche  V«r^ 
aehung  bat  bisher  bey  ao  mancherley  Trâbtalen  ao  gnidig*- 
licb  und  wunderiiar  iiber  uns  gewaltet»  dasa  wir  aueb  liré^ 
gen  dea  Kunftigen  unaer  f estes  Vertrauen  auf  Dîeaâlbe  actaeik 
Mein  zweiter  Sohn^  der  auch  noch  in  Pèteraburg  geboMii, 
bat  sicfa  nut  allém  Fleisa  auf  die  Medicin  gelegt  imd  isf:  ge- 
genwàrtig  in  Halle  ^  wolnn  ich  ihn  vor  ei»am  Jabr  ^braoUt 
kabe,  und  gedenket  auf  kunftigen  Herbst  zu  promovirc^ 
Ich  habe  dèn  Trost^  daas  seine  Herren  Profesacnrea  seinen 
Fleiss  und  gùte  Auffùhrung  nicht  genug  rubmen  k&ànen. 
Mein  jùngster  Sohn,  der  hier  Â.  17^3  geboren,  hat  ikh 
dem  Kriegswesen  gewidmet  und  ist  nun  Lieutenant  bey .  der 
Artillerie^  wo  «an  ungemein  wohl  mit  ihm  zufHeden  ist 
Ausser  diesen  haben  wir  noch  awey  Tôchter  und  leben 
hier  in  dem  grôssten  Vergnùgen  durch  die  Goade  fiolieà 
beysanuniDn,  ungeachtet  hier  Jedermann  ùber  die  ausgestan- 
denen  harten  Drangsale  die  bittersten  Klagen  fùhrt;  und 
lA  auch  das  Unglùck  gehabt,  dass  mein  Landgut  in  Char^ 
IcMenburg ,  als  unsere  Stadt  in  'Aussischen  Hânden  war^ 
rein  ausgeplùndert  worden.  Der  Hr.  General  Tschernyscheif» 
welcher  mich  vormals  besucht  batte  ^  schickte  mir  zwar  so 
gleich  eine  Salvegarde^  sie  kam  aber  doch  zu  spat  und  ich 
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hém  mèine  Hofiiung  xu  Ertefarang  dkt  ertittenai  Verluti 
••cb  ittcht  aatfgegeben,  da  ich  deswegen  sowohl  Von  Aa 
Hm.  Hettmaims  als  des  Hm.  Grosskanzlers  Hodigrâfl.  Excd- 
knz  dUe  gn&digtte  Yertichening  erhaltad  habe^  und  mir  von 
der  Akademie  angarathen  worden,  mich  aach  deswegen  hej 
MiiCfta  Getandten,  dem  Hm.  Baron  von  Golts,  za  melden; 
dock  tchemen  mir  die  gegenwirtigen  Umstinde  dazu  nocb 
nickt  die  gunstigsten  zu  seyn*  Dock  ùberwiegt  umem  Kom* 
mer  kiimnelweit  unaere  inbrAnstige  Freude  iiber  die  kôdut 
WQttderbare  und  gôttiicke  Errettung  unteres  allertkeuerflen 
Kftmgs^  nnd  umere  Kircken  ertckall^fi  immer  von  den  ken- 
lîcksten  Lobeserkd>ungen  Seiner  glorwtirdigst  regierenden 
RusMck  KaiterL  Majetttt,  wekjien  der  AllerkSckste  mit 
allem  nur  mSglicken  Segen  ûbersdiâtten  woUel 

Ick  kake  dat  feste  Veitrauen  lu  Ew.  gnftdigen  Zuneigungy 
dait  Diesdken  âker  die  weitlftufige  Elnâklang  meiner  Um- 
iânde  nickt  ungeduldig  werden»  iondem  ont  nock  femer 
Dero  kockgeickàtEte  Wokigewogenkeit  zuzuwenden  geruhen 
werden»  zu  welcker  ick  mick  aammt  den  Meinigen  auf  dai 
infttandigste  ganz  gekorsamst  empfekle.  Der  Ailmâcbtige 
Gott  woUe  Ew.  bey  bestandiger  Gesundheit  und  allem  wahr- 
kaftigen  Woklseyn  immerfort  erkalten  und  in  allen  Stûcken 
Seinen  reichen  und  herzerquickenden  Segen  verspûren  laasen. 
Ick  kabe  die  Ebre  u.  %.  w. 

Euler. 
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LETTRE    CLXX 


EULER   à   GOLDBACH- 


SoHHAimB*   Théorème  d^analyM. 


Berlin  à,  S5.  September  I76S. 

Simple  lettre   de  politesse ,  comme   la  précédente.    Un  fenillet  annexé 
contient  ce  qui  suit: 

Theorema.    Si  habeantur  numeri  quotcunque  inaequales 
a,  b,  Cf  d  etc.^  ex  iisque  formentur  sequentes  fractionet 

^ U^ c» 

(a  — 6)(a  — c)(a— lOetc'  (6  — a)(6  —  c) (A— ^etc/  (c— a)(c— A) (e—£^) etc.' 

earum  sumina  semper  eftt=:0^  si  exponens  n  (quem  inte- 
grum  intelligi  oportet)  minor  sit  numéro  factorum  in  nnguKs 
denominatoribut.    Sin  autem  ei  tit  aequalis ,  tumma  fit  =z  1 . 


—    ««0    — 

Exemplum.     Sint  numeri  propotiti  tO»  9,  7,  k,  2  erit 


1.3.6.8         1.2.5.1     '    3.2.3.5         6.5.3.2    '    8.7.5.2 

si  n<<i>,  at  tî  nzzh,  tumma  ett  =  t.     Sit  nz^O,  erit 

J ±  +  J.__L_lJL=o 

144         70    *^  90         180    "^  56a  — 

est  manifettum.     In  génère ,  fractionibut  ad  communem  de- 
nominatorem  reductit  fit 

35.10''— 72. 9" +  56. 7" -28.*" +  9.2"  =  0, 
dummodo  n  <  *• 

Dièses  theorema  sdieint  nicht  Wtûig  Inevkwûrdig  zu  seyn; 

es   daucht   mich   aber^    Ew.  haben  mir  schon    lângst  der- 

gleichen  etwas  mitzutheilen  geruhet. 

Eu  1er. 
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LETTRE    CaLXXI. 


.  ■ 


GOLDBACH    à   EULER. 

S  o  M  M  A  I  ft  K.   Billet  de  remerctment.  Encore  une  observation  sur  le  théorème  des 
lettres  prMdentes  relatif  à  U  décomposition  des  nombres  en  quarrés. 


St.  Petersbnrg  d.  19.  October  1762. 

Ew.  beyde  letztere  Briefe  sind  mir  d.  t5.  Juli  und  It  Oc- 
tober allhier  richtig  abgegeben  worden.  Fur  das  mir  com- 
municirte  schône  theorema  sage  ich  schuldigsten  Dank,  be- 
finde  micb  aber  jetzo  gânzlich  ausser  Stande  telbiget  pro 
dignitate  zu  betrachten*), 

Ich  habe  unlângtt  einige  tomot  vom  Hamburger  Magazin 


•)  Les  infirmités  de  l'âge  de  Tauteur  se  manifestent  aussi  dans  récriture  de 
cette  lettre  qui,  quoique  bdle  encore ,  est  cependant  incertaine  et  tremblante. 
Le  lecteur  voudra  bien  remarquer  qu*il  y  a  un  espace  de  six  ans  entre  la 
date  de  c«tte  lettre  et  celle  de  la  lettre  précédente. 


_  Ma  _ 

durchblittert  und  darin  die  grosten  éloges  welche  Eiv.  an 
unterschiedenen  Orten  so  billig  beygelegt  werden^  mit  un- 
gemeinem  Yergnûgen  beobacktet  Dero  Hm.  Sohne  gratu- 
lire  ich  von  ganzem  Henen  zur  abennaligen  Petertburgi- 
•chen  pièce' yictorieute. 

Goldbacb. 

P.  S.  Ich  habe  obterviret,  daM  der  Aequation 

aa-\'bb  =  PP'^eQQ 
alleseit  ein  Gnûgen  geschiehet  potitis 


woraut  unzàhlige  dergleichen    valores  pro    tumma  aQ'\-bb 
formiret  werden  kônnen. 


tâi 
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LETTRE  CLXXII. 


EULEa   à   GoLDBACtt. 

âoMiiAiM'B*     Décompoêitîon    èts    nombres    en   carës;    fuite.      Aôtre   tkëorciiié    ilt 
lnombreê* 


9ié  f*rage,  ttelché  Ew.  zU  berûhren  beliebett,  Waè  fiiif 
Zahlen  in  einer  jedeïi  von  diesen  Formuln  (ta  -j^  hb  und 
pp  -{■  etft)  zugleich  enthalten  âind?  i»t  in  dét  Lehre  von  den 
ZSàhlen  nîcht  nut  Ton  der  grOêftten  Wichtigkèit^  sondern 
fesset  aneh  ^olché  besôndere  Schtirieftgkeiten  in  Mh,  welcfae 
dteselbe  bôchât  merkwùrdig  niachen>  insonderheit  wenn 
ttkehr  âU  zwéy  Formuin  vorgescbrieben  iverden.  Wenn  nur 
2WO  gegeben  siiid,  iind  man  racbt  aile  Zablen  N,  so  su^ 
gleicii  in  diescn  beydèn  Formuln  aa  ^  mbb  und  tc-\-ndd 
entbalten  tind,  wo  ih  mid  n  g^gebefne  Zablen  sind,  so  finde 
îdi  iVzn  {mpp  -(-  nqq  -f-  rt  ^  mnss)^—  kmn{pii  —  r*)V 
denn  darans  wîrd  -  •    ' 

Corr,  mata,  et  pht/%.  T,  /.  cq 
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die    Zahl,  aa  -\-  nbbzz.2ki ,  ,»o   ist  dieselbe  auch  ,in  dieter 
Form  PP-\-eQQ  enthaltun ,  sumto 

c=i:(2a-|-3)  W  — eitaazr:  1*7 -|- 98a  — 6*»»=: 
ikT  j-\9/3~-l^^^  {poàto  2a=/3y 
Solche  Zahlen  fiir  e.  sind  demnach 

,  82,      181,     150,     87, 

*"'  180,-15, 
oder  (per  D  dividende)  3,  5,  6,  82,  87,  181,   wqbejr  also 
sehr  merkwûrdig  ist,  dass  die  Zabi  2¥1  auch  in  dieser  Form 
PP -f- 82 QQ  enthalten  ist,    wekhes  aus  obiger  Regpl  nicht 

81  H 

kann   erkannt  werden.    denn   hier  ist  Prz —  und  O'zz.  —  • 

Den  Beweis  von  dem  théoreinate  numerico,  wovon  letz- 
teris  Ew.  Erwâhnung  zu  thun  die  Ebre  gebabt,  ist  auch 
ganz  sonderbar.    Ich   betrachtete   diesen   Bruch 


ar" 


(x  —  a){x  —  -A)  (x  —  c)  etc. 

y  cm  welchem  bekannt  ist,  dass  sich  derselbe  in  dièse  ein- 
(ache  Bruche 1 r  4- h  etc.  auflôsen  làsst,  und 

die  Zahlen  A^  B,  C,  numeri  constantes  werden,  wenn  nur 
der  exponens  n  kleiner  ist,  aïs  der  numerus  factorum  in 
denominatore.  Nun  aber  bestimme  ich  die  Zahler  A,  B,  C, 
etc.  folgendergestalt:  Uni  A  zu  fiuden,  multiplicire  ich  ailes 
in  a:  —  a  und  bekomme 

j  x"  J5(x  — a)         C(x^a) 

A  ""^ ' — *—  etc. 

(x  —  h){x  —  c)  etc.  X  —  b  x  —  c  '  ' 

und  weil  ich  weiss,  dass  A  nicht  von  x  dcpendirt,  se  muss 
fur  A  immer  einerley  Wcrth  herauskommen,  ich  mag  fur 
X  annebmen   was  ich   will.     Ich   setze   also  xzn  a,   und  da 


a'» 


bekomme  ich  Azz:  , rr? ;: —  *  ebenso  wird 

{a  —  h)  [a  —  c)  etc. 


666 


c" 


(i>  —  I»)  (6  —  c)  etc.  '  (c  —  a)  (c  —  fc;  etc.* 

aiso  iftt  in  génère 


x"  a" 


-^ — -. :: i_ 

(*  —  a)  (jr  —  b)  (*  —  c)  etc.         (a  —  6)  (a  —  c; . .  .(x  —  a)     ' 

iind    dièse    letztern  Bruche   auf   die   andere    Seite  hinùber- 
getragen  : 

a"  ^^  h^ 

i^-b)  (a  —  c) (a  —  €/) . .  .(a  -  x)  "^"  (6  -  a)  (6  -  c)  (fr  -  li-)..  .(6  -  x)  "^ 


l^'» 


7 r-T- rr :j7 ;; r  -|-   CtC.  H:  0. 

(c  —  a).(c  —  6)  ^C  —  <^).  •  .(c  —  X)     » 

Euler. 
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LETTIlE   CLXXUI 


EULEE    à   GOLDBACH. 


S  o  M  M  A  I  »  B.     Mécontentement  de  U  toomore  que  fireniMmt  \m>  dUrtê  éi\  l*Ac»" 
demie  de  Berlin,     Allusion  en  retour  d*£.  en  RuMie. 


,  1 


ià\ùi  à.  iV  dbtoiieV  nas. 

(Exti'âi1)l 

— NocK  hait*  sîch  hier  der  Ahtchëin  riîcnt  vertoren,  dass 

die  hiétige  Âkadéniié  in  eîne  Académie  françoisb  verwan- 
aelt  werdeii  soll.  So^  iéhf  îch  m\vh  vor  einer  nochmaligen 
Ortsverânderun'g  entsetzè^  to  wûirde  icn  mich  doch  in  diesem 
FalT  dazu  enUc^liliièMén  ihùtsen^  uiîd  liic^ts  wiirde  mich  da- 
l>ey  herzlicher  erfrëuen,  ali  Ëw.  noclimals  tehen  zu  kônnen. 

Euler. 
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LETTRE    CliXXIV. 


EULER     à     GOLDBACH. 

Sommai*!.     ArrÎTëe  de  D*Alembert  à  Berlin.     Sa  nomiiiation  probable  a  b 
:  pBésîdendft.  ds .  TacadéBMe. 


Berlin  d.    11.  October   176<. 
(Extrait). 

—  .•— r  Als ,  g^clj  ^etzt!^§8  M.  D'Alembert  einîge  Zeît  hier  auf- 
hielt  und  von  S.  M.  dem  Komg  mit  den  hôchsten  Gnaden- 
bezciigiingefi  ùberliiiiiffet  >viirde,  batte  ich  auch  Gelegenheit 
enselben  persônlicb  kennen  zu  lernen^  nacbdeui  scbun  seil 
geraumer  Zeit  unser  Briefvvecbsel  ^  wegen  einiger  gelehrter 
htrcitigkcitcn  unterbrocben  gewesen ,  in  wclcbe  ich  niirh 
nîcjit  einlassen  wollte.  Nun  aber  ist  unsere  Freundscbaft 
aiif  das  vollkommenste  wîeder^bergestellt  worden,  und  man 
kann  mîr  nicht  gcnug  bcschreiben,  mit  wie  grossen  Lobes- 
erh(3biingen  cr  bestandig  mit  Sr.  kônigl.  Majestat  von  mir 
gesprochen.  Unter  der  Hand  wird  versichert,  dass  er  doch 
kiinftîgen  May  wiederkommcn  und  die  Pràsidentenstelie  un- 
»crer  Akademie  antreten  wùrde,  Euler. 
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LETTRE    CLXXV. 


EULER   à   GOLDBACH. 

Sommaire.  Dëmonstration  d*aii  thëorèioe  propose  par  Goldbacb  et  relatif  à 
la  décomposition  des  nombres  en  carrés.  La  présidence  de  la  Société  d« 
Gottûifue  offerU  à  Ealer,  dans  le  cas   que  Hallcr  persiste   à  y  résigner. 


Berlin   d.   16.  Noyember  176S. 


£w.  mir  ùberschriebenes  theorema  bat  bei  mir  die  leb- 
bafteste  Freude  erweckt,  weil  icb  daraus  scbliessen  zu  kôn- 
nen  glaube,  dass  Dero  Gemùth  besonders  aufgemuntert  und 
yergiiûgt  gewesen.  Icb  babe  dièses  tbeorema  mit  allem  Fleiss 
untersucbet  und  endiicb  gefunden,  dass  sicb  dasselbe  folgen- 
dergestalt  ganz  leicbt  beweisen  lâsst: 

Si  P*H-2eQ*  est  quadratum,  ponatur  P* -+- 2  «  Q*  zz: /?*, 
addatur  utrinque  P*,  erit  2P*-f  2eQ*  =  /î* -|- P*  et  per 
2  dividende 

ideoque  P*-|-eQ*  summa  duorum  quadratonim.    Q.  E.  D. 


«w>    — 


Mir  hat  die  hiesige  franzôtische  Colonie  aiirh  die  Rhre 

an^ethan  iind  iiiicli  Ancien  ihrcr  Kirtthen  und  Uitglîed  des 
Consistorii  erwâhlet,  ob  ich  aber  dièse  Ehre  lang  geniesien 
werde>  ist  sehr  zweifelhaft.  Âuf  kûnftige  Ostem  muss  tich 
der  Herr  von  Haller  eri^liren,  ob  er  seine  Stelle  aïs  Prési- 
dent der  Gôttingischen  Âkademie  wieder  antreten  will  oder 
nicht  Im  letztem  Fall  dùrfte  ich  gcnôtkigt  werden^  eine 
sehr  grosse  Y er|iiidening|  .^orziia^buMuir  p  -  -.    ^ 

Euler. 
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LETTOE    CXXXVI. 


»       Ml 


EuLER    à    GOLDBACH. 

SoMMAiiiB,     Fait   întéressant  rehrttf  an  Leçnns  de  calad  intégraL    Al&îres  de 
rAcadémie  de  Berlin.    Jean  Bernoallî  III 


Berlin  d.   17.  December  1768. 
(Dernière  Jettrc). 

Srhon  vor  einigen  Monaten  habe  îch  mein  Werk  von 

dem  Galciilo  integrali ,  woran  îch  srhon  seit  vielen  Jahren 
gearbeitet^  vôllîg  zu  Stande  gebracht^  und  die  Haude'sche 
Buchhandiung  allhier  ist  Willens  dasselbe  nâcbstens  zu  ver- 
legen.  Das  Geriicht  davon  batte  einen  jiingen  lebrbegierigen 
Menschen  ans  der  Schweîz  hierhergetrieben,  welcher  «irh 
nichts  anders  als  die  Erlaubniss  ausgebeten^  dièses  Werk 
abzuschreiben ,  und  ist  darauf  wieder  zurùckgereiset.  Das 
Wunderbarste  dabey  ist ,  dass  dieser  Mensch  von  seiner  Pro- 
fession ein  Kûrschner  ^ewesen. 


—  ère  — 

Hâtte  tch  dièses  Schreiben  nur  einen  Posttag  aufschieben 

dûrfen,    so    wàre    ich    vielleicht    im   Stande   gewesen^   Ew. 

eioige  Nachricht  von  der    neuen  Einrichtung  der  hiesigen 

Akademie  zu  geben^    weil  der  junge  Herr  Bernoulli*),   cm 

Sohn    des  Johann   BemouUi»    der   in    Petersburg    gewesen, 

der  Tor  einiger  Zeit  hierber  verscbrieben  worden>  die  Ver- 

•icherung  erbalten,  dass  um  die  Mille  dièses  Monats^  bej 

der  Ankunft  Sr.  kônigl.  Majestat  ailes  bej  der  Akademie  re- 

gulirt  werden  soll. 

Euler. 

*)   Jean  Beraouilî  lU,   pslil^fils  de  Jtsn  B   I.  et  fils  de  Jeaa  E  0. 
né  à  Bâle  le  4  im.  IIM,  mort  à  Berliir  lé  tt  jtùlièl  IMf. 
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LETTRE    CLXXVII 


GOLDBÂCH    à     EULBE. 


SoMMAiMi*     Thëorèmc  de  nombres. 


St.  Petersbnrg  d,  10,  Jana;ir  1764. 
(Dernière  lettre). 

P.  S.  In  formula  PP  +  eQQ,  si  sit  ez:zkk—{aa^bb), 
ubi  k  nunierut  rationalift,  tota  formula  redigi  poterit  ad 
summam  duorum  quadratorum  aa-^-bb^  fiât  enim  . 

jj         aa-\'bb  —  ak      f^             h 
Jr — 7 9  V  — Z* 

Goldbach. 


DF.    L'tHPHIMKRIK-SB.UittAllItMR    IWKEULfc    DES    SCIEHCES. 
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à  M,-  l't'fcr^h'Ui^  chez.    W.  (îi. «.s.ri  .    IktiIhts,  libraires,  comiiiidsionuai 
r  Ncailciiiii».  pl.K*.'  <1<-  rAiiiir.iuU'.     I'ri\:  »  ruuhl.  ari^nit. 


liiiiil 

3  6105  030  421   650 


^.         DUE                         \ 

^  '^. 

'^'^^ 

■^r,-^ 

\yo- 

\ 

^\ 

\ 

%v> 

L    V^       ^ 

^        -l 

1 

STANFORD  UNIVERSITY  LIBRARIES 
STANFORD,  CAUIFORNIA     94305-6004 


